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理论 物理 学 教程 》( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 ， 是 反 
映 经 典 物 理学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ， 于 1962 年 获得 列宁 
奖 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译本 。 本 教 
程 中 的 七 卷 是 由 诺 贝 尔 物理 学 奖 获得 者 、 苏 联 科 学 院 院 士 、 伟 大 的 理论 物理 学 
家 几 . 由. 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 E. M. 票 
弗 席 兹 在 20 世纪 40 一 50 年 代 陆 续 编 写 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 栗 弗 席 效 和 俄 罗 
斯 科学 院 院 士 用. 由. 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 20 世纪 60 一 70 年 代 
编写 完成 ， 后 经 不 断 补 充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著作 。 本 套 教 程 
内 容 丰 富 、 立 论 明 确 、 论 证 严谨 、 物 理 图 像 清 晰 ， 涵 盖 了 理论 物理 学 从 微观 到 

宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰富 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理论 物理 学 的 必 备 参 
考 书 。 

本 书 是 《理论 物理 学 教程 》 的 第 五 卷 ， 根 据 俄 文 最 新 版 译 出 。 本 书 以 吉 
布 斯 方法 为 基础 讲述 统计 物理 学 。 全 书 论述 热力 学 基础 ， 理 想 气 体 ， 非 理想 气 
体 理论 ， 费 米 分 布 与 玻 色 人 分布， 固体 统计 理论 ， 溶 液 理 论 ， 化 学 反应 与 表面 现 
EO 
界 现象 。 本 书 可 作为 高 等 学 校 物 理 专 业 高 年 级 本 科 生 或 研究 生 的 教学 参考 书 ， 
也 可 供 相 关 专 业 的 研究 生 、 科 研 人 员 和 教师 参考 。 
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第 四 版 编者 序 


在 准备 《统计 物理 学 》 第 四 版 付 印 之 际 , 已 经 纠正 了 明显 的 印刷 错误 ,并 加 
了 某 些 详 细 说 明 。 这 些 订 正 的 大 部 分 在 本 书 最 新 的 英文 版 中 已 有 。 我 还 认为 
有 必要 在 $133 和 8145 的 末尾 补充 关于 无 公 度 相 的 简短 说 明 。 这 种 相 的 发 
现 , 从 本 质 上 阐明 了 E. M. 栗 弗 席 效 关于 二 级 相 变 可 能 性 判 据 的 意义 。 与 此 相 
应 ,在 8$150 增加 了 一 个 研究 无 公 度 相 相 变 的 习题 。 最 后 ,关于 晶体 表面 张力 问 
题 的 讨论 有 所 扩展 。 我 真心 地 感谢 安 德 列 耶 夫 (A, 中 . AHnpeeB) 、 加 洛 辛 斯 基 
(WE. 页 smmroIIHHCKH 次 )、 柳 巴尔 斯 基 (T. 抑 . Jio6apcKkr 亲 ) 、 蕊 克 西 莫 夫 (I. A. 
MakcHMoB) 、 梅 希 科 夫 (C. B， MemkoB) \ 波 克 罗 夫 斯 基 (B. 歼 .IIokpoBcKH 次 ) ， 
我 曾 与 他 们 讨论 本 书 有 关 的 一 系列 问题 。 


帮 . I. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1989 年 11 有 月 
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了 路 


本 书 已 大 幅 增补 并 修订 ,所 有 这 些 工 作 由 我 和 皮 塔 耶 夫 斯 基 共 同 完成 。 

新 增 章节 包括 气体 磁性 、 简 并 等 离子 体 热 力学 液晶、 二 级 相 变 涨 落 理论 和 
临界 现象 。 关 于 固体 和 晶体 对 称 的 两 章 已 大 大 扩充 ,特别 是 详尽 地 论述 了 日 态 
物理 学 所 用 的 空间 不 可 约 群 表示 理论 。 关 于 涨 落 耗 散 定理 的 各 节 也 已 增订 。 

处 理 量子 液体 理论 及 相关 的 近 理 想 简 并 气体 理论 的 几 节 已 从 本 书 删 去 。 
量子 液体 物理 学 ,由 卡 皮 查 的 开创 性 实验 及 朗 道 本 人 的 理论 工作 而 英 定 基础 并 
大 为 发 展 ,目前 已 形成 一 大 学 科 , 其 意义 已 远 超 出 它 的 原先 对 象 一 一 液 氨 同位 
素 。 量 子 液体 理论 的 论述 ,现在 即便 在 理论 物理 普通 教程 中 也 拥有 其 合理 的 位 
置 ,而 本 书 旧 版 只 有 几 节 论 及 是 不 够 的 。 

这 些 章节 将 以 大 大 扩充 的 方式 形成 本 教程 的 另 一 卷 ,目前 正 由 皮 塔 耶 夫 斯 
基 和 我 撰写 。 该 卷 也 将 详细 论述 格林 函数 方法 和 图 技术 ,它们 在 很 大 程度 上 决 
定 了 近 20 年 来 统计 物理 学 的 发 展 。 将 这 些 ( 及 另外 一 些 ) 论 题 另 辟 一 卷 的 原 
因 ,不 仅 在 于 将 它们 收入 本 卷 会 使 篇 幅 过 大 并 显著 地 改变 其 整体 特点 。 问 题 还 
在 于 ,这 些 论题 实质 上 与 流体 力学 和 宏观 电动 力学 关系 密切 ;再 如 ,在 论述 超 导 
电 性 微观 理论 时 引用 这 种 现象 的 已 知 宏观 理论 也 较为 方便 。 根 据 这 个 理由 ,新 
卷 作为 本 教程 的 一 卷 将 列 于 《力学 》 和 《连续 介质 电动 力学 ) 卷 之 后 。 

本 书 的 第 一 版 (只 含 经 典 统 计 学 ) 于 1938 年 问世 。 将 吉 布 斯 普遍 方法 用 于 
统计 物理 学 ,即便 到 了 20 世纪 30 年 代 仍 须 如 该 版 前 言 摘录 (已 重印 附 后 ) 中 所 
列 的 那些 论证 ,在 如 今 的 读者 看 来 可 能 党 得 不 可 思议 。 也 许 正 是 在 展现 统计 物 
理学 一 般 原 理 和 各 种 应 用 的 过 程 之 中 , 朗 道 最 能 显露 出 他 把 握 全 局 的 异常 广博 
以 及 他 洞悉 有 效 捷径 获取 大 大 小 小 理论 结果 的 惊人 能 力 。 

最 后 , 谨 以 皮 塔 耶 夫 斯 基 和 我 个 人 的 名 义 , 庄 心 感谢 瑟 . E. 加 洛 辛 斯 基于. 
M. 栗 弗 席 兹 和 B. 用. 波 克 罗 夫 斯 基 , 与 他 们 曾 就 本 书 修订 进行 过 许多 讨论 。 


E. M. 采 党 席 兹 
1975 年 5 月 莫斯科 


旧版 序言 摘录 


在 物理 学 家 中 有 一 种 相当 普遍 的 误解 :统计 物理 学 是 理论 物理 中 基础 最 不 
牢靠 的 一 个 分 支 。 这 种 误解 ,通常 是 因为 他 们 看 到 某 些 统计 物理 学 的 结论 缺乏 
严格 的 数学 证 明 , 而 他 们 没有 看 到 ,理论 物理 的 所 有 其 它 分 支 也 有 同样 的 不 严 
格 论 证 , 却 并 没有 当成 那些 学 科 基 础 不 足 的 证 据 。 

由 克 劳 修 斯 麦克 斯 韦 和 琉 尔 兹 曼 英 基 的 统计 物理 学 ,已 通过 吉 布 斯 的 工 
作 变 成 逻辑 连贯 且 条 理 清晰 的 体系 。 吉 布 斯 给 出 了 一 般 方法 ,原则 上 可 以 应 用 
于 统计 物理 学 面 对 的 所 有 问题 。 可 惜 吉 布 斯 方法 没有 被 充分 采纳 。 现 有 的 大 
量 统计 物理 学 书籍 的 主要 缺点 恰好 就 在 于 :它们 的 作者 不 以 这 种 一 般 方 法 作为 
基础 ,而 只 是 顺便 一 带 而 过 。 

统计 物理 学 和 热力 学 一 起 形成 一 个 整体 。 热 力学 的 全 部 概念 和 物理 量 ,可 最 
自然 、 最 简单 、 也 最 严格 地 从 统计 物理 学 的 概念 中 得 出 。 即 使 说 热力 学 的 一 般 理 
论 没有 统计 物理 学 也 能 够 表述 ,热力 学 对 具体 问题 的 应 用 却 总 离 不 开 统计 物理 。 

在 本 书 中 ,我 们 力图 把 统计 物理 与 热力 学 放 在 一 起 系统 地 论述 。 圳 布 斯 方 
法 是 基础 。 统 计 物理 学 的 所 有 具体 问题 都 借助 于 这 个 一 般 方 法 研究 。 在 证 明 
时 ,我 们 不 追求 数学 严密 性 ,这 在 理论 物理 中 通常 也 做 不 到 ,我 们 主要 强调 各 个 
物理 结论 间 的 相互 联系 。 

在 讨论 经 典 统 计 物理 的 基础 时 ,我 们 从 一 开始 就 考虑 系统 小 部 分 ( 子 系 ) 的 
统计 分 布 ,而 不 是 整个 闭合 系统 的 统计 分 布 。 这 种 方法 恰好 对 应 于 统计 物理 的 
主要 问题 与 目的 ,这 就 完全 能 够 避 开 各 态 经 历 或 其 它 类 似 假说 的 问题 ,实际 上 
这 些 假说 对 于 这 里 的 目的 并 不 重要 。 

理想 气体 ,从 一 般 方 法 的 观点 看 是 个 例 , 所 以 我 们 不 叙述 玻 尔 兹 曼 方 法 本 
身 。 这 种 方法 无 法 证 实 自己 的 合理 性 ;尤其 是 ,很 难 对 引入 先 验 概率 给 出 理由 。 
然而 ,理想 气体 炳 的 玻 尔 兹 曼 表 达 式 可 以 从 吉 布 斯 方法 的 普遍 公式 导出 。 


刀 . 区 ， 朗 道 ,E， M. 采 弗 席 兹 
1937 一 1939 年 


字母 上 加 “表示 算 符 . 
字母 上 加 横 线 或 用 角 括号 (…) (参见 (1.5) 后 的 脚注 ) 表 示 物 理 量 的 平均 值 . 


相 空 间 

Pp,9g 分 别 是 广义 动量 和 广义 坐标 

dpdgq = dpdp:…dp,dg,dqg…dq, 是 相 空 间 的 体积 元 (s 是 自由 度数 ) 
_ _dpdg 


(2m) 
J a 对 所 有 物理 上 不 同 状 态 的 积分 


热力 学 量 

7 温度 

V 体积 

P 压强 

E 人 能量 

S ”和 

W=E+PY 和 熔 

F=E-TS 自由 能 
B=E-TS+PV ”热力 学 势 
人 = -PV 热力 学 势 
C,,C。 热 容 (cc, 分 子 比 热 ) 
N 粒子 数 

人 ”化 学 势 

a ”表面 张力 系数 


3 界面 面积 
在 所 有 公式 中 温度 以 能 量 为 单位 表示 (换算 成 以 开尔文 为 单位 的 方法 参看 
8$9, 8$42 的 脚注 ) 


在 引用 《理论 物理 学 教程 》 其 它 各 卷 的 章节 和 公式 时 ,给 出 的 卷 号 对 应 的 书 
名 是 : 

第 一 卷 :《 力 学 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 二 卷 :《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 三 卷 :《 量 子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, 俄 文 第 六 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 四 卷 : 《量子 电 动力 学 》, 俄 文 第 四 版 ,中文 第 一 版 ， 

第 七 卷 :《 弹 性 理论 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 八 卷 :《 连 续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 ,中文 第 一 版 ， 

第 九 卷 :《 统 计 物 理学 工 (凝聚 态 理论 )》, 俄 文 第 四 版 ,中文 第 二 版 ， 

第 十 卷 :《 物 理 动 理学 》, 俄 文 第 二 版 ,中 文 第 一 版 . 
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第 一 章 


统计 物理 学 的 基本 原理 


$1 统计 分 布 


统计 物理 学 (或 简称 统计 学 ) 的 目的 是 研究 宏观 物体 的 行为 和 性 质 所 遵循 
的 特殊 一 类 规律 性 ,所 谓 宏 观 物体 是 指 由 大 量 的 单个 粒子 (原子 分子) 构成 的 
物体 . 这些 规律 性 的 共同 特点 ,在 很 大 程度 上 与 物体 中 各 个 粒子 的 运动 用 什么 
力学 一 一 经 典 力学 还 是 量子 力学 一 一 来 描述 是 无 关 的 ;然而 ,在 这 两 种 情形 下 ， 
这 些 规 律 性 的 论证 所 要 求 的 方式 不 同 . 为 叙述 方便 起 见 , 我 们 首先 在 经 典 力 学 
适用 的 假设 下 进行 所 有 的 讨论 . 

写 出 力学 系统 的 运动 方程 ( 其 数目 等 于 该 系统 的 自由 度 的 数目 ) ,并 将 其 积 
分 ,在 原则 上 我 们 能 够 得 到 关于 该 系统 运动 的 详尽 无 遗 的 知识 .但 是 ,如 果 我 们 
必须 处 理 这 样 的 系统 一 一 虽然 它 遵 循 经 典 力学 的 规律 ,但 其 自由 度 的 数目 却 非 
常 巨大 ,那么 在 实际 应 用 力学 的 方法 时 ,我们 就 必然 要 写 出 并 求解 同样 多 的 微 
分 方程 式 , 以 至 于 实际 上 是 实现 不 了 的 . 应 该 着 重 指出 :即使 能 够 把 这 些微 分 方 
程 以 普遍 的 形式 积分 出 来 , 想 把 所 有 粒子 的 速度 和 坐标 的 初始 条 件 代 入 通 解 中 
去 也 是 根本 不 可 能 的 . 

乍 一 看 来 可 以 由 此 得 出 结论 : 随 着 粒子 数目 的 增加 ,力学 系统 的 性 质 必定 
会 变 得 难以 想像 的 复杂 和 紊乱 ,以 至 在 宏观 物体 的 行为 中 我 们 将 不 可 能 找到 任 
何 规范 性 的 迹象 . 然而 ,情况 并 非 如 此 ,以 后 我 们 会 看 到 :在 粒子 数目 相当 大 的 
情形 下 ,出 现 一 些 新 的 独特 规律 性 . 

这 些 规 律 性 一 一 所 谓 的 统计 规律 性 一 一 正 是 以 存在 大 量 的 构成 物体 的 粒 
子 为 其 先决 条 件 , 决 不 可 能 把 它们 归结 为 纯粹 的 力学 规律 性 . 这 些 规律 的 特点 
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表现 在 : 当 它 们 应 用 到 自由 度数 目 不 大 的 力学 系统 时 ,它们 便 失去 任何 意义 . 因 
此 ,具有 巨大 自由 度数 目的 系统 的 运动 虽然 与 粒子 数 不 多 的 系统 的 运动 遵循 同 
样 的 力学 规律 ,但 是 自由 度数 目的 巨大 却 导 致 性 质 上 全 新 的 规律 性 . 

统计 物理 学 在 理论 物理 学 诸多 分 支 中 的 重要 价值 就 在 于 :在 自然 界 中 我 们 
经 常 遇 到 的 总 是 宏观 物体 ,它们 的 行为 根据 上 述 的 原因 不 可 能 用 纯粹 力学 的 方 
法 作 详 尽 的 描述 ,它们 服从 的 是 统计 的 规律 性 . 

为 表述 经 典 统 计 学 的 基本 问题 ,我 们 首先 要 引信“ 相 室 间 " 的 概念 ,这 是 以 
后 经 常用 到 的 概念 . 

设 我 们 所 考虑 的 宏观 力学 系统 有 * 个 自由 度 . 换 而 言 之 ,这 个 系统 的 各 点 在 
空间 的 位 置 由 s 个 坐标 来 表征 ,我 们 用 字母 g; 表示 这 些 坐 标 , 角 标 i 取 1,2,…，,s 
诸 值 . 那么 在 给 定时 刻 系统 的 状态 将 取决 于 该 时 刻 的 :个 坐标 9, 以 及 * 个 与 之 
相应 的 速度 9; 的 值 . 在 统计 学 中 通常 用 系统 的 坐标 9, 与 动量 p;( 而 不 用 速度 ) 
来 表征 系统 的 状态 ,因为 这 样 做 有 很 大 的 优越 性 . 系统 的 不 同 状态 在 数学 上 可 
以 用 相 空 间 ( 当然 这 纯粹 是 数学 上 的 概念 ) 中 不 同 的 点 来 表示 ;在 这 个 空间 的 坐 
标 轴 上 标 出 的 是 该 系统 的 坐标 值 与 动量 值 . 因此 ,每 个 系统 有 自己 独特 的 相 空 
间 ,该 相 空 间 的 维 数 等 于 系统 自由 度数 的 两 倍 . 相 空 间 的 每 一 点 ,对 应 于 系统 一 
组 确定 坐标 值 9, 与 动量 值 p;, 因 而 代表 这 个 系统 的 一 个 确定 的 状态 . 系统 的 状 
态 随 着 时 间 而 变化 ,相应 地 ,表示 系统 相 空间 中 状态 的 点 (以 后 我 们 把 它 简 称 为 
“系统 的 相 点 ” ) 将 在 相 空 间 中 描画 出 一 条 曲线 , 称 为 相 轨 道 . 

现在 我 们 来 考虑 任意 的 宏观 物体 或 物体 系统 . 假设 系统 是 闭合 的 , 即 该 系 
统 与 任何 其 它 物体 都 不 产生 相互 作用 . 设想 从 这 个 系统 中 划分 出 某 一 部 分 , 它 
与 整个 系统 相 比 非常 小 ,然而 它 又 是 宏观 的 ;显然 , 当 整个 系统 中 的 粒子 数 足 够 
大 时 ,在 它 的 一 小 部 分 中 的 粒子 数 仍然 可 以 很 大 . 这 种 相对 很 小 却 又 是 宏观 的 
部 分 称 为 子 系统 . 子 系统 仍然 是 力学 系统 ,但 绝 不 是 闭合 的 ,相反 , 它 经 受到 来 
自 系统 其 余 各 部 分 所 有 可 能 的 作用 . 由 于 这 些 其 余部 分 的 自由 度数 量 巨 大 ,这 
种 相互 作用 具有 十 分 复杂 而 又 紊乱 的 特征 . 因而 子 系统 的 状态 随 着 时 间 以 非常 
复杂 而 紊乱 的 方式 变化 . 

要 精确 求解 关于 子 系统 的 行为 问题 ,只 有 通过 求解 整个 闭合 系统 的 力学 问 
题 的 办 法 , 即 通过 写 出 并 在 给 定 初始 条 件 下 求解 全 部 微分 运动 方程 组 的 办 法 ; 
正如 已 经 指出 的 ,这 是 一 个 无 法 实现 的 问题 . 幸而 , 正 是 由 于 子 系统 状 态 的 这 种 
极其 复杂 变化 过 程 使 力学 的 方法 不 再 适用 ,但 却 给 出 了 从 另 一 方面 求解 问题 的 
可 能 性 . 

这 一 见解 的 根据 在 于 :由 于 被 我 们 划分 出 来 的 子 系统 与 系统 的 其 余 各 部 分 
间 的 相互 作用 极其 复杂 而 紊乱 ,在 足够 长 的 时 间 间 隔 内 子 系统 在 自身 所 有 可 能 
的 状态 中 经 历 足够 多 的 次 数 . 
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更 精确 地 讲 , 这 个 情况 应 当 表 述 如 下 . 我 们 用 ApAg 表示 子 系统 的 相 空 间 中 
某 个 小 区 域 的 “体积 ” ,对 应 于 子 系统 的 坐标 g; 和 动量 p; 的 值 位 于 小 间隔 Ag. 
与 Ap; 内 . 可 以 确信 ,在 足够 长 的 时 间 了 内 , 子 系统 的 十 分 紊乱 的 相 轨 道 会 多 次 
穿 过 相 空 间 中 每 一 个 这 样 的 区 域 . 设 在 总 时 间 了 内 , 子 系统 "处 于 " 相 空 间 中 给 


定 区 域 ApA4 内 @ 那 一 段 时 间 为 At. 当 总 时 间 了 无 限 增 大 时 ,比值 全 将 趋 于 某 个 
极限 值 


w= ]i 
7 


mT Cbd 攻 


显然 ,可 以 把 这 个 数值 看 成 是 当 我 们 在 某 个 任意 时 刻 观 测 子 系统 时 发 现 它 处 于 
相 空间 中 给 定 区 域 ApAg 内 的 概率 . 
当 相 空间 中 的 体积 元 2 变 为 无 限 小 时 ， 

dgdp = dq,dg,*…dg,dp,dp,*…dp,, (1.2) 
我 们 可 以 引入 dw 来 表示 由 这 个 体积 元 中 的 相 点 所 代表 的 状态 的 概率 , 即 坐 标 
qi 与 动量 p; 的 值 位 于 给 定 的 q,,p, 与 9; + dg;,p; + dp; 之 间 的 无 限 小 的 间隔 内 的 
概率 ,这 个 概率 dw 可 以 写成 

dw = P(Pi，…Pp,,9qi，…，9,)dpd9g， C3 
式 中 p(p,,…,p,,91，…,9,) 是 全 部 坐标 与 全 部 动量 的 函数 (通常 将 其 简 记 为 
p(p,9) 其 至 简写 为 p) 函 数 p 起 着 相 空 间 中 概率 分 布 “密度 ”的 作用 , 称 为 该 物 
体 的 统计 分 布 函 数 (或 简称 分 布 函 数 ). 显然 ,分 布 函数 应 该 满足 “ 归 一 化 条 件 ” 


Jpdpdg = 1 ， (1.4) 


积分 遍及 整个 相 空间 . 它 表 明了 这 样 一 个 简单 事实 :所 有 可 能 的 状态 的 概率 之 
和 应 当 为 1. 

对 统计 学 而 言 , 最 重要 的 是 : 某 个 子 系 统 的 统计 分 布 与 同一 系统 的 其 它 任 
意 小 部 分 的 初始 状态 无 关 , 因 为 这 种 初始 状态 的 影响 在 足够 长 的 时 间 内 被 系统 
中 其 余 的 更 为 广大 的 部 分 的 影响 所 完全 消除 . 这 种 被 我 们 划分 出 来 的 子 系统 的 
统计 分 布 也 与 它 自身 的 初始 状态 无 关 , 因 为 子 系统 将 逐渐 经 历 所 有 可 能 的 状 
态 ,因而 其 中 的 每 一 个 状态 都 可 以 取 作 初始 状态 . 因此 不 必 考 虑 到 用 初始 条 件 
来 解决 系统 的 力学 问题 的 办 法 ,就 可 以 求 出 系统 中 各 个 小 部 的 统计 分 布 . 

求 出 任意 子 系统 的 统计 分 布 是 统计 学 的 基本 课题 . 当 我 们 说 闭合 系统 的 各 
个 “小 部 分 "时 ,应 当 注 意 到 :我 们 所 需要 考虑 的 宏观 物体 通常 就 已 经 是 一 个 更 


”为 简短 起 见 , 通 常 我 们 按照 习惯 说 成 ;系统 "处 于 相 空 间 的 区 域 ApAg 中 " ,这 时 所 指 的 意思 是 : 
系统 处 于 用 在 这 一 区 域 的 相 点 所 表示 的 状态 中 . 
四 以 后 我 们 总 是 约定 用 dp 和 d9 分 别 表示 系统 的 全 部 动量 微分 的 乘积 和 全 部 坐标 微分 的 乘积 , 


“ 4。 第 一 章 ”统计 物理 学 的 基本 原理 


大 的 闭合 系统 的 这 样 的 “小 部 分 ” ,这 个 更 大 的 闭合 系统 就 是 由 这 些 宏观 物体 同 
它们 周围 的 外 部 介质 一 起 构成 的 . 

如 果 上 述 问题 已 经 解决 ,因而 该 子 系统 的 统计 分 布 已 经 知道 ,那么 我 们 就 
可 以 把 任何 依赖 于 子 系统 状态 的 ( 即 依赖 于 子 系统 坐标 9 和 动量 p 之 值 的 ) 物 
理 量 取 不 同 值 的 概率 计算 出 来 . 我 们 也 可 以 计算 出 任何 这 种 物理 量 /(p,g) 的 平 
均值 ,只 要 把 它 的 所 有 可 能 值 乘 以 相应 的 概率 ,并 遍及 所 有 的 状态 进行 积分 ,就 
可 以 得 到 . 我 们 用 在 字母 上 加 一 横 线 的 办 法 来 表示 平均 值 ,于 是 就 可 以 写 出 公 
式 


f = flp,q)plp,9) dpdg, (1.5) 


按照 这 一 公式 就 可 以 用 统计 分 布 丽 数 来 计算 各 种 物理 量 的 平均 值 . ? 

用 分 布 函 数 来 求 平均 (或 者 说 ,统计 平均 ) 使 我 们 不 必 为 了 确定 物理 量 /(p， 
g) 的 平均 值 而 去 追踪 它 随时 间 的 真实 变化 . 同时 也 很 明显 , 正 是 由 于 概率 概念 
的 定义 ,按照 公式 (1. 1) ,统计 平均 完全 等 价 于 按时 间 来 求 平均 . 对 时 间 求 平均 
的 意思 是 :如 果 我 们 追踪 物理 量 随时 间 的 变化 ,那么 一 定 能 建立 起 一 个 函数 /= 
/(1) ,然后 把 所 要 求 的 平均 值 定义 为 

f = limt[ AD:. 

从 上 面 的 叙述 可 知 :统计 学 所 能 作出 的 关于 宏观 物体 行为 的 结论 和 预言 具 
有 概率 的 特征 . 这 就 是 统计 学 不 同 于 (经 典 ) 力学 之 处 ,后 者 的 结论 是 具有 完全 
确定 的 特征 的 . 但 是 必须 着 重 指出 ,经 典 统计 学 的 结论 的 概率 特征 绝 非 它 所 研 
究 的 客体 本 身 所 固有 ,而 只 是 由 于 得 到 这 些 结论 所 依据 的 条 件 远 比 完整 的 力学 
描述 所 需要 的 少 得 多 (不 需要 知道 全 部 坐标 和 动量 的 初始 值 ) 的 缘故 . 

但 是 在 实际 上 ,在 把 统计 学 应 用 于 宏观 物体 时 , 它 的 概率 特征 通常 完全 表 
现 不 出 来 . 这 是 因为 :如 果 在 足够 长 的 时 间 间 隔 内 观测 任何 一 个 宏观 物体 ( 处 于 
稳定 的 , 即 与 时 间 无 关 的 外 界 条 件 下 ) 就 会 发 现 :所 有 表征 这 个 物体 的 物理 量 实 
际 上 都 是 常量 (等 于 它们 的 平均 值 ) ,而 很 少 显示 出 任何 明显 的 偏离 . 这 里 所 说 
的 “宏观 物理 量 "所 表征 的 是 整个 物体 或 者 它 的 各 个 宏观 部 分 ,而 不 是 单个 粒 
子 @. 统计 学 的 这 个 基本 情况 是 从 (将 在 下 一 节 中 并 明 的 ) 非常 普遍 的 考虑 得 出 
来 的 ,而 且 所 考虑 的 物体 愈 复杂 、 愈 庞大 ,结果 就 愈 正确 . 用 统计 分 布 的 术语 可 


DD 本 书 中 ,我 们 将 用 字母 加 上 模 线 了 或 尖 括 号 (/) 表 示 平 均值 ,这 仅仅 是 为 了 书写 公式 方便 ;为 了 
书写 繁 完 表 达 式 的 平均 值 ,最 好 采用 第 二 种 写法 . 

@ 我们 举 一 个 例子 直观 地 说 明 这 一 规则 精确 到 什么 程度 . 若 在 某 种 气体 中 划分 出 一 部 分 ,比如 说 
只 有 17100 摩尔 分 子 , 则 会 发 现 这 部 分 物质 的 能 量 对 其 平均 值 的 平均 偏差 是 ~ 10 -". 如 果 我 们 想 要 在 一 
次 观测 中 ,发 现 数量 级 为 10 -的 相对 偏差 ,那么 就 会 发 现 这 种 偏差 的 概率 小 得 出 奇 , 约 为 10 -7”  ”. 
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以 说 :如 果 用 函数 p(p,g) 来 构成 一 个 表示 物理 量 /(p,gq) 取 不 同 值 的 概率 的 分 


布 函数 ,那么 这 个 函数 将 在 /= f 处 具有 非常 陡 的 极 大 值 , 即 在 最 靠近 极 大 值 的 
范围 内 这 个 函数 才 明显 地 不 等 于 零 . 

由 此 可 见 , 由 于 统计 学 给 出 了 计算 表征 宏观 物体 的 物理 量 平 均值 的 可 能 
性 ,任意 时 间 间 隔 只 要 长 到 足以 消除 物体 初始 状态 的 影响 ,那么 在 这 个 时 间 间 
隔 的 绝 大 部 分 时 间 内 ,统计 学 所 作出 的 预言 都 是 高 度 正确 的 . 在 这 个 意义 下 , 统 
计 学 的 预言 实际 上 是 确定 的 ,而 非 概率 的 . (由 于 这 一 点 ,今后 在 表示 宏观 物理 
量 时 ,几乎 总 是 不 在 字母 上 加 横 线 了 . ) 

如 果 闭 合 宏观 系统 在 其 所 处 的 状态 下 ,其 任何 宏观 子 系统 的 宏观 物理 量 都 
充分 精确 地 等 于 相应 量 的 平均 值 ,那么 就 说 系统 处 于 统计 平衡 状态 (也 称 为 热 
力学 平衡 或 热平衡 状态 ). 由 上 面 可 以 看 出 :如 果 在 足够 长 的 时 间 间 隔 内 观测 闭 
合 的 宏观 系统 ,那么 在 这 个 间隔 的 绝 大 部 分 时 间 内 它 都 是 处 于 统计 平衡 状态 
的 . 不 论 在 任何 初始 时 刻 ,假如 闭合 的 宏观 系统 不 处 在 统计 平衡 状态 (例如 ,人 
为 地 对 系统 施加 外 作用 ,使 它 离 开 统计 平衡 状态 ,然后 再 把 它 孤 立 起 来 ,使 它 重 
新 成 为 闭合 系统 ) ,那么 以 后 一 定 会 过 渡 到 平衡 状态 . 过 渡 到 统计 平衡 状态 所 需 
要 的 时 间 称 为 弛 豫 时 间 . 我 们 在 上 面 所 说 的 “足够 长 ”的 时 间 间 隔 , 实 质 上 就 是 
指 比 弛 豫 时 间 长 得 多 的 时 间 间 隔 . 

与 过 渡 到 平衡 状态 有 关 的 过 程 理论 , 称 为 动 理学 , 它 本 来 就 不 是 统计 学 的 
研究 对 象 ,统计 学 所 研究 的 是 处 于 统计 平衡 状态 的 系统 . 
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在 8$1 中 所 讲 到 的 子 系统 本 身 并 不 是 闭合 的 . 相反 ,它们 受到 来 自 系统 中 其 
它 部 分 的 连续 不 断 的 作用 . 虽然 这 些 部 分 比 起 整个 大 系统 来 要 小 得 多 ,但 是 它 
们 本 身 仍然 是 宏观 物体 . 正 因为 如 此 ,我 们 总 可 以 认为 在 不 太 长 的 时 间 间 隅 内 ， 
它们 的 行为 近似 于 闭合 系统 . 实际 上 , 子 系统 中 与 周围 部 分 发 生 相 互 作用 的 主 
要 是 那些 在 子 系统 表面 附近 的 粒子 . 这 些 粒子 的 数目 与 子 系统 中 粒子 总 数 之 比 
随 着 子 系统 尺度 的 增加 而 迅速 下 降 , 因 而 当 子 系统 足够 大 时 , 它 与 周围 部 分 相 
互 作 用 的 能 量 比 子 系统 的 内 能 要 小 得 多 . 因此 可 以 说 , 子 系统 是 “ 准 闭合 "的 . 但 
是 必须 再 次 强调 指出 : 子 系统 的 准 闭合 性 只 在 不 太 长 的 时 间 间 隅 内 才能 成 立 . 
而 在 足够 长 的 时 间 间 隔 内 , 子 系统 之 间 的 相互 作用 不 管 多 么 微弱 ,总 会 表现 出 
来 . 不 仅 如 此 ,统计 平衡 之 得 以 建立 ,归根 到 底 就 是 全 人 靠 这 些 比较 微弱 的 相互 作 
用 . 

可 以 认为 各 个 不 同 的 子 系统 是 彼此 微弱 地 相互 作用 着 ,这 一 事实 也 就 相当 
于 :可 以 把 它们 认为 在 统计 意义 上 是 独立 的 . 统计 独立 性 意味 着 :一 个 子 系统 所 
处 的 状态 绝 不 影响 其 它 子 系统 处 于 不 同 状 态 的 概率 . 
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考虑 任意 两 个 子 系统 ,并 设 dp” dg 和 dp dg” 表示 它们 的 相 空间 体积 
元 . 如 果 把 两 个 子 系统 的 集合 看 成 一 个 组 合 的 子 系统 ,那么 从 数学 的 观点 来 看 ， 
子 系统 的 统计 独立 性 就 意味 着 :组 合子 系统 处 于 它 的 相 体积 元 dp dg = 
dp'“"dq" dp“ dg 中 的 概率 ,可 以 分 解 为 每 个 子 系统 分 别处 于 dp' dg 和 
dp “dqg“” 中 的 概率 的 乘积 ,并 且 每 个 概率 仅 与 该 子 系 统 的 坐标 和 动量 有 关 . 因 
此 可 以 写 出 
pudp' dg =pidp dg .pzdp dg ， 
或 
pr = Pip:， (2.1) 
其 中 pu 是 组 合子 系统 的 统计 分 布 函 数 ,而 pP, 和 p, 是 单个 子 系统 的 统计 分 布 函 
数 ; 对 于 几 个 子 系统 的 集合 也 可 以 写 出 类 似 的 关系 式 开 . 
显然 它 的 逆 定 理 也 成 立 :如果 某 个 复合 系统 的 概率 分 布 也 可 以 分 解 为 几 个 
因子 的 乘积 ,而 每 个 因子 又 只 与 表征 复合 系统 的 一 部 分 物理 量 有 关 , 那 么 这 就 
表示 这 些 部 分 是 统计 独立 的 ,并 且 每 个 因子 正比 于 相应 部 分 的 状态 概率 . 
如 果 f 和 是 两 个 属于 不 同 子 系统 的 物理 量 , 那 么 从 (2. 1) 以 及 平均 值 的 
定义 (1.5) 直 接 得 到 :乘积 ff 的 平均 值 就 等 于 物理 量 /, 和 的 各 自 平均 值 的 
乘积 : 
ha fs (C22) 
我 们 来 考察 属于 某 个 宏观 物体 或 它 的 某 一 部 分 的 任意 一 个 物理 量 了 该 物 
理 量 随 时 间 变 化 ,在 其 平均 值 附近 摆动 . 现在 我 们 引进 一 个 量 , 用 它 来 量度 这 种 


变化 的 平均 幅度 . 差 值 Af =/- / 的 平均 值 不 适 于 这 个 目的 ,因为 物理 量 / 对 其 
平均 值 的 偏差 是 双向 的 , 差 值 /- f 时 正 时 负 , 平 均值 总 是 等 于 零 ,而 不 论 f 是 如 


何 频繁 地 显著 偏离 其 平均 值 . 作为 偏差 程度 的 量度 ,最 合适 的 是 取 这 个 差 值 的 
平方 的 平均 值 . 因为 (AP ” 总 是 正 的 ,因此 它 的 平均 值 只 有 当 它 本 身 趋 于 零 时 才 


趋 于 零 ; 换 句 话说 ,只 有 当 f 对 f 的 明显 偏差 具有 非常 小 的 概率 时 ,( Af)” 的 平 


均值 才 会 很 小 . V( (Af)) 称 为 物理 量 f 的 均 方 根 涨 落 . 把 平方 值 (f- 三 ) 展 
开 , 我 们 得 出 


(CMY EP = (fF) (2.3) 
即 一 个 物理 量 的 均 方 根 涨 落 取决 于 它 的 平方 的 平均 值 与 它 的 平均 值 的 平方 之 
差 . 
比值 


Q@D ”当然 是 在 这 样 的 条 件 下 :这 些 子 系统 的 集合 仍然 是 整个 闭合 系统 的 一 个 小 部 分 . 
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VCAAP ) 
了 

称 为 了 这 个 量 的 相对 涨 落 ./ 这 个 量 对 它 的 平均 值 的 偏差 在 某 种 状态 中 可 能 达到 
与 平均 值 本 身 可 以 相 比 的 程度 ,相对 涨 落 愈 小 , 则 物体 处 于 这 种 状态 的 时 间 就 
愈 微 不 足 道 . 

现在 我 们 来 证 明 :物理 量 的 相对 涨 落 随 着 它们 所 从 属 的 物体 扩 度 (粒子 数 ) 
的 增加 而 迅速 减 小 . 为 了 证 明 这 一 点 ,应 当 预 先 指出 :大 多 数 有 物理 意义 的 量 都 
是 可 加 量 ; 这 种 情况 是 物体 中 各 个 部 分 的 准 封闭 性 的 结果 , 它 的 意思 也 就 是 说 : 
整个 物体 的 这 种 物理 量 的 值 等 于 它 的 各 个 (宏观 ) 部 分 的 该 物理 量 的 值 之 和 . 例 
如 ,物体 中 各 部 分 的 内 能 (根据 上 述 理由 ) 比 它们 的 相互 作用 能 量 大 得 多 ,所 以 
整个 物体 的 能 量 可 以 足够 精确 地 认为 等 于 它 的 各 部 分 的 能 量 之 和 . 

设 f 为 这 种 可 加 的 物理 量 . 设想 把 所 考虑 的 物体 分 成 数目 很 大 的 N 个 大 致 
相同 的 小 部 分 . 那么 ， 


j= Pf, 
其 中 /是 属于 物体 各 个 部 分 的 物理 量 . 


显然 , 随 着 物体 尺度 的 增加 , f 大 致 与 成 正比 地 增长 . 其 次 ,我 们 来 确定 
物理 量 f 的 均 方 涨 落 . 我 们 有 


CA = (Ta) 
但 是 ,由 于 物体 各 部 分 的 统计 独立 性 ,乘积 的 平均 值 
ArF.AF = Af. :Mf =0 (izk) 
(因为 每 个 Af; =0). 因此 ， 
((AJ )》 = > (a1)). (2.4) 
由 此 得 出 : 当 六 增加 时 , 均 方 涨 落 ((AP)?》 也 将 与 N 成 正比 地 增长 . 而 相对 涨 落 
与 VN 成 反比 , 即 








VCAD 》。 (2.5) 
f VN 
从 另 一 方面 来 看 ,如 果 我 们 约定 把 均匀 物体 分 成 大 小 一 定 的 许多 小 块 , 则 显然 ， 
这 些小 块 的 数目 将 与 物体 中 的 粒子 (分 子 ) 总 数 成 正比 . 因此 所 得 的 结果 也 可 以 
如 下 表述 :任何 可 加 量 f 的 相对 涨 落 与 宏观 物体 的 粒子 数 的 平方 根 成 反比 ,所 以 
当 粒 子 数 足 够 大 时 ,实际 上 可 以 认为 /这 个 量 本 身 就 是 不 随时 间 变 化 的 常量 ,并 
且 就 等 于 它 的 平均 值 . 这 个 结论 已 经 在 上 一 节 中 用 过 . 
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我 们 现在 进一步 研究 统计 分 布 咀 数 的 性 质 . 

假定 在 一 段 很 长 的 时 间 内 观测 某 个 子 系统 . 把 这 段 时 间 划分 为 大 量 的 (在 
极限 情况 下 无 穷 大 ) 同样 大 小 的 时 间 间 隔 ,这些 时 间 间 隔 的 分 界 点 在 4 ,t,,… 这 
些 时 刻 . 在 每 一 个 这 样 的 时 刻 ,所 研究 的 子 系统 在 相 空 间 中 由 一 点 来 代表 (我 们 
把 这 些 点 称 为 4, ,4: ,4:,…). 这 样 得 到 的 点 集合 以 一 定 密度 分 布 在 相 空间 中 ， 
在 极限 情形 下 , 相 空 间 每 一 处 的 密度 都 与 分 布 函 数 p(p,g) 的 值 成 正比 ,这 是 因 
为 分 布 函 数 本 来 的 意义 就 是 子 系统 处 于 各 个 不 同 状 态 的 概率 . 

我 们 可 以 不 去 考察 表示 单个 子 系统 在 不 同时 刻 t,t,,… 所 处 状态 的 相 点 ， 
而 纯粹 形式 地 同时 考察 大 量 的 (在 极限 情形 是 无 穷 大 ) .完全 等 同 的 子 系统 下 ， 
它们 在 同一 时 刻 ( 璧 如 说 上 =0) 分 别处 于 相 点 4 ,4 所 代表 的 状态 , 

现在 我 们 来 追踪 代表 这 些 子 系统 状态 的 相 点 以 后 的 运动 ,但 是 所 考虑 的 时 
间 间 隔 不 能 太 长 ,以 使 准 闭合 的 子 系统 可 以 足够 精确 地 看 成 是 闭合 系统 . 于 是 
相 点 的 运动 服从 运动 方程 ,这 些 方程 只 涉及 子 系统 的 粒子 坐标 和 动量 . 

显然 ,根据 在 上 =0 时 的 同样 理由 ,在 任何 时 刻 i, 所 有 这 些 相 点 将 按照 同一 
个 分 布 函数 p(p,q) 分 布 在 相 空 间 中 . 换 名 话说 ,虽然 相 点 随 着 时 间 而 运动 ,但 是 
它们 在 各 处 的 分 布 密度 仍然 保持 不 变 , 而 且 与 相应 的 p 值 成 正比 . 

可 以 把 相 点 的 这 种 运动 纯粹 形式 地 看 成 在 2s 维 相 空间 中 稳定 的 “ 气 ” 流 ， 
因而 可 以 对 它 应 用 表示 气体 “粒子 "(现在 的 情形 是 相 点 ) 总 数 不 变 的 熟悉 的 连 
续 性 方程 . 通常 的 连续 性 方程 具有 形式 
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(p 是 密度 ,v 是 气体 的 速度 ) ,而 对 于 稳定 的 流动 有 : 
V.: (pv) =0. 
把 上 式 推广 到 2s 维 空 间 情 形 为 
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在 现在 的 情形 下 ,“ 坐标 "x; 是 坐标 9 与 动量 p, 而 “速度 "w =x, 是 它们 对 时 间 的 
导数 9 和 p, 由 力学 方程 所 决定 . 因此 ,有 


py [ap ES 二 (PP)| = 0. 
把 上 式 导数 展开 ,可 以 写成 


@ 这 种 假想 的 全 同系 统 的 集合 通常 称 为 统计 系 综 . 


$4 能 量 的 作用 i 


i Ep [a =:0 (S13 
把 力学 方程 写成 哈密 顿 形式 
,EE  ，。 aH 
Mi Gp. pi i 
其 中 HH=H(p,qg) 是 所 考察 的 子 系统 的 哈密 顿 消 数 ,我 们 看 出 
有 
09， 9g:9p; op 


因此 (3. 1) 式 中 的 第 二 项 恒 等 于 零 ,而 第 一 项 不 是 别 的 , 正 是 分 布 函数 对 时 间 的 
全 导数 ,因而 我 们 有 


dp 
(dt (3.2) 


因此 ,我 们 得 到 一 个 重要 的 结论 : 没 着 子 系统 的 相 轨道 ,分 布 函数 保持 恒定 
这 就 是 刘 维 尔 定理 . 应 当 注 意 的 是 ,由 于 我 们 所 讨论 的 是 准 闭合 的 系统 ,只 有 当 
时 间 间 隔 不 太 长 ,因而 子 系统 行为 可 以 足够 精确 地 看 作 是 闭合 系统 时 ,上 面 所 
得 到 的 结果 才 成 立 . 
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从 刘 维 尔 定理 可 以 直接 得 出 结论 :分 布 函数 只 能 表示 为 变量 p,g 的 这 样 一 
些 组 合 ,它们 在 子 系统 作为 闭合 系统 而 运动 时 保持 不 变 . 这 就 是 所 谓 的 力学 不 
变量 或 运动 积分 ,众所周知 ,它们 是 运动 方程 式 的 第 一 积分 . 因此 可 以 说 ,由 于 
分 布 函数 是 力学 不 变量 的 函数 , 它 本 身 也 是 运动 积分 , 

其 次 ,分布 函数 所 可 能 依赖 的 运动 积分 的 数目 也 可 以 大 大 减少 . 为 此 应 当 
考虑 到 ,两 个 子 系统 的 集合 的 分 布 函数 p,, 等 于 这 两 个 子 系统 各 自 的 分 布 明 数 
pi 和 p， 的 乘积 :pu =P1P2: 因此 

Inpi; = jnp + lnp,, (4.1) 
即 分 布 函 数 的 对 数 是 可 加 性 的 量 . 因而 我 们 得 出 结论 :分 布 函 数 的 对 数 不 仅 应 
该 是 运动 积分 ,而 且 应 该 是 可 加 性 的 运动 积分 . 

从 力学 中 大 家 知道 ,总 共存 在 着 七 个 独立 的 可 加 性 的 运动 积分 :能 量 .动量 
矢量 的 三 个 分 量 和 角 动 量 矢 量 的 三 个 分 量 . 我 们 分 别 用 E,(p,g),P.(p,9g)， 
M.,(p,9) 来 表示 第 a 个 子 系统 的 能 量 .动量 和 角 动 量 作为 子 系统 中 粒子 的 坐标 
和 动量 的 函数 . 这 些 量 的 唯一 的 可 加 性 组 合 是 以 下 形式 的 线性 组 合 : 

lnp。= a。 +BE.(p,g) +yY P.(p,g) +6°* M,.(p,g), (4.2) 
式 中 a,,B,Y,6 是 常 系数 ,并 且 对 于 给 定 闭 合 系统 的 所 有 子 系统 的 B,y,6 应 该 
是 相同 的 . 
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我 们 将 在 以 后 (第 三 章 ) 对 分 布 函 数 (4.2) 作 详细 研究 . 这 里 对 我 们 重要 的 
只 是 下 面 的 事实 . 系数 a 就 是 归 一 化 常数 ,由 条 件 jp.dp'”d9'” = 1 来 确定 . 党 


数 B,y,6 一 一 总 共 七 个 独立 量 一 一 显然 可 以 由 整个 闭合 系统 的 七 个 可 加 性 运 
动 积分 的 常数 来 确定 . 

由 此 可 见 ,我 们 得 到 了 统计 学 的 一 个 重要 结论 . 可 加 性 的 运动 积分 (能 量 、 
动量 和 角 动 量 ) 的 值 完 全 确定 了 闭合 系统 的 统计 性 质 , 也 就 是 说 完全 确定 了 它 
的 任何 子 系统 的 统计 分 布 , 因 而 同时 也 确定 了 子 系 统 的 任何 物理 量 的 平均 值 . 
正 是 这 七 个 可 加 性 运动 积分 代替 了 在 用 力学 方法 处 理 问 题 时 所 需要 的 多 得 不 
可 想象 的 数据 (初始 条 件 ). 

上 面 的 讨论 可 以 使 我 们 直接 构造 出 一 个 适 于 描述 闭合 系统 统计 性 质 的 简 
单 的 分 布 函数 . 我 们 现在 既然 知道 不 可 相 加 的 运动 积分 的 值 不 会 对 系统 的 统计 
性 质 发 生 影响 ,那么 任何 函数 p 只 要 它 仅 依赖 于 系统 的 可 加 性 运动 积分 的 值 ， 
并 且 满 足 刘 维 尔 定 理 ,就 可 以 用 来 描述 闭合 系统 的 统计 性 质 . 最 简单 的 这 种 函 
数 就 是 这 样 一 个 函数 :在 相 空间 中 ,对 于 所 有 相应 于 系统 的 能 量 .动量 和 角 动 量 
取 给 定常 数 Eu ,Po ,M, 的 点 ,p = 常数 (不 依赖 于 非 可 加 性 运动 积分 的 值 ) ,对 于 
所 有 其 它 的 点 ,p =0. 显然 ,这 样 规定 的 分 布 函数 在 任何 情况 下 沿 着 系统 的 相 轨 
道 都 保持 常数 , 即 满足 刘 维 尔 定 理 . 

但 是 ,这 样 的 表述 不 是 很 严格 的 . 问题 在 于 由 方程 式 

E(p,g) = Eo，P(p,9q9) = Po, M(p,g) = MM, (4.3) 
所 确定 的 点 构成 一 个 只 有 2s -7 维 的 子 空间 (而 并 不 像 相 空 间 的 体积 那样 是 2; 


维 的 ). 因此 ,要 使 积分 [pdpdg 不 等 于 零 ,函数 p(p,9) 必须 在 这 些 点 变 成 无 穷 


大 . 闭合 系统 的 分 布 函数 的 正确 写法 为 
p = 常数 :8(E-E)8(P -P,)8(M-M,). (4.4) 

8 函数 下 的 出 现 保证 :在 相 空 间 中 ,凡是 在 天 ,P,M 这 些 量 中 有 一 个 不 等 于 它们 
的 给 定 值 E, ,P.M 的 那些 点 ,p 为 零 . 函数 p 对 于 包含 上 述 流 形 相 点 全 部 或 部 
分 在 内 的 相 体 积 整体 求 积 分 是 有 限 的 . 分 布 (4.4) 称 为 微 正则 分 布 %. 

闭合 系统 的 动量 和 角 动 量 是 与 它 的 整体 运动 一 一 匀速 平 动 和 匀速 转 
动 一 一 相 联 系 的 . 因此 可 以 说 :进行 着 某 种 给 定 运动 的 系统 ,其 统计 状态 只 与 它 
的 能 量 有 关 . 正 因为 如 此 ,在 统计 学 中 能 量具 有 非常 特殊 的 作用 . 


QD 关于 8 函数 的 定义 和 性 质 可 参看 本 教程 第 三 卷 ( 量 子 力学 ( 非 相 对 论 理 论 )》8 5. 

多 ”我 们 再 次 强调 :这 种 分 布 绝 不 是 闭合 系统 的 真正 的 统计 分 布 . 承认 它 是 真正 的 分 布 就 等 于 断言 : 
闭合 系统 的 相 轨 道 在 足够 长 的 时 间 内 无 限 接近 由 方程 (4.3) 所 决定 的 子 空间 内 的 任意 一 点 . 这 个 论断 
(通常 称 为 遍历 假说 ) 在 一 般 情 形 下 分 明 是 不 正确 的 . 
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为 了 在 以 后 完全 不 考虑 动量 和 和 角 动 量 ,可 以 采用 如 下 方法 :设想 把 系统 包 
藏 在 一 个 刚体 的 “匣子 "中 ,并 且 所 用 的 坐标 系 相 对 于 "匣子 "是 静止 的 . 在 这 样 
的 条 件 下 ,动量 和 角 动 量 一 般 来 讲 已 不 再 是 运动 积分 ,而 能 量 就 成 为 唯一 的 可 
加 性 运动 积分 ;同时 ,“ 昔 子 " 的 存在 一 般 来 讲 也 显然 不 会 影响 系统 中 各 个 小 部 
分 ( 子 系统 ) 的 统计 性 质 . 因此 对 于 子 系统 的 分 布 函数 的 对 数 , 我 们 有 上 比 (4.2) 
式 更 为 简单 的 表达 式 


lInp, = a, + BE,(p,g). (4.5) 
而 整个 系统 的 微 正 则 分 布 可 以 写成 
p = 常数 .5(E -上 ,). (4.6) 


直到 现在 我 们 都 假定 整个 闭合 系统 是 处 于 统计 平衡 状态 的 . 换 句 话说 ,我 
们 对 系统 进行 考察 的 时 间 比 它 的 弛 瑰 时 间 要 长 得 多 . 但 是 实际 上 往往 需要 在 与 
弛 豫 时 间 可 以 相 比 的 .甚至 比 弛 豫 时 间 更 短 的 时 间 内 来 考察 一 个 系统 . 对 于 很 
大 的 系统 而 言 这 样 做 是 可 能 的 ,因为 除了 整个 财 合 系统 的 完全 统计 平衡 以 外 ， 
还 有 所 谓 的 非 完全 的 (或 局 部 的 ) 平 衡 存 在 . 

问题 是 弛 瑰 时 间 随 着 系统 尺度 的 增 大 而 增长 . 由 于 这 个 缘故 ,系统 的 各 个 
小 部 分 本 身 达 到 平衡 状态 远 比 各 个 不 同 的 小 部 分 之 间 建 立 平衡 快 得 多 . 这 就 意 
味 着 :系统 的 每 个 小 部 分 由 它 本 身 的 (4.2) 型 分 布 函数 来 描述 ,但 是 对 于 各 个 不 
同 的 小 部 分 而 言 ,分 布 参量 B,y,6 的 值 是 不 同 的 . 在 这 种 情形 下 ,系统 处 于 非 完 
全 平衡 状态 . 随 着 时 间 的 推移 , 非 完 全 平衡 逐渐 过 渡 到 完全 平衡 ,并 且 每 个 小 部 
分 的 参量 8,y,6 随 着 时 间 缓 慢 地 变化 ,最终 在 整个 闭合 系统 中 变 得 完全 相同 . 

常常 还 需要 考察 另外 一 种 非 完 全 平衡 . 这 种 非 完 全 平衡 的 起 源 并 不 是 由 于 
整个 系统 的 弛 瑰 时 间 和 它 的 各 个 小 部 分 的 弛 弄 时 间 有 很 大 差别 ,而 是 由 于 在 整 
个 系统 中 所 进行 的 各 种 可 能 过 程 的 速度 有 很 大 差别 . 如 果 几 种 物质 之 间 发 生化 
学 反应 ,那么 它们 的 混合 物 的 非 完全 平衡 就 是 最 好 的 例子 . 由 于 化 学 反应 的 过 
程 比较 缓慢 ,一般 来 讲 , 在 分 子 运 动 之 间 建 立 平衡 远 比 在 分 子 相 互 转化 之 间 达 
到 平衡 ( 即 混合 物 的 成 分 达到 平衡 ) 快 得 多 . 这 种 情况 使 我 们 可 以 把 混合 物 的 非 
完全 平衡 看 作 是 在 给 定 的 (实际 上 是 不 平衡 的 ) 化 学 成 分 下 的 平衡 . 

非 完 全 平衡 的 存在 使 我 们 可 以 引入 一 个 关于 系统 的 “宏观 状态 ”的 概念 . 系 
统 的 力学 微观 描述 指定 系统 中 全 部 粒子 的 坐标 和 动量 ,与 之 相反 ,宏观 描述 只 
是 指定 某 种 物理 量 的 平均 值 用 以 确定 系统 的 特定 的 非 完全 平衡 ,例如 ,指定 表 
征 系统 中 各 个 足够 小 却 是 宏观 部 分 的 物理 量 的 平均 值 , 每 一 个 这 样 的 部 分 都 可 
以 认为 处 于 各 自 的 平衡 中 . 


$5 统计 和 矩阵 
现在 我 们 来 研究 有 关 量 子 统计 学 的 特点 的 问题 ,首先 应 当 指 出 :在 量子 力 
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学 中 正 像 在 经 典 力 学 中 一 样 ,用 纯粹 的 力学 方法 来 确定 宏观 物体 的 行为 ,自然 
也 是 毫 无 希望 的 . 用 这 样 的 方法 需要 求解 由 物体 全 部 粒子 构成 的 系统 的 薛 定 谓 
方程 一 一 这 个 任务 可 以 说 要 比 把 经 典 运动 方程 积分 出 来 更 没有 和 希望 . 假如 即使 
在 某 种 场合 下 有 可 能 求 得 薛 定 刘 方 程 的 通 解 ,那么 要 选择 和 写 出 满足 问题 的 一 
定 具 体 条 件 的 特 解 也 是 绝对 不 可 能 的 ,因为 这 种 特 解 要 用 非常 大 量 的 各 种 量子 
数 的 确定 值 来 表征 . 除 此 以 外 ,以 后 我 们 将 看 到 ,对 于 宏观 物体 而 言 , 定 态 这 一 
概念 在 某 种 意义 上 变 成 虚构 的 了 ,这 种 情况 具有 重大 的 原则 上 的 意义 . 

从 纯粹 的 量子 力学 观点 来 看 ,宏观 物体 与 由 较 少 数目 粒子 构成 的 系统 相 比 
具有 某 些 特点 ,我 们 先 阐明 这 些 特点 . 

这 些 特点 归结 为 :在 宏观 物体 的 能 量 本 征 值 谱 中 能 级 的 分 布 极其 稠密 . 由 
于 物体 中 存在 着 非常 大 量 的 粒子 ,因而 任何 能 量 ,粗略 地 讲 , 都 可 以 按 无 数 种 方 
式 来 "分配 ”给 各 个 粒子 ,只 要 注意 到 这 一 点 ,就 很 容易 理解 能 级 稠密 的 原因 了 . 
这 种 情况 与 能 级 稠密 性 的 联系 ,如 果 用 一 个 例子 来 说 明 就 变 得 更 为 明显 :把 宏 
观 物 体 看 成 是 包含 在 某 一 体积 内 的 由 NN 个 完全 没有 相互 作用 的 粒子 所 构成 的 
“气体 ”. 这 个 系统 的 能 级 都 是 它 的 各 个 粒子 能 其 的 总 和 ,并 且 每 一 个 粒子 的 能 
量 都 可 以 取 一 无 限 系 列 的 离散 值 ?. 

可 以 普遍 地 证 明 ( 参 看 (7. 18)) ,在 宏观 物体 的 能 谱 中 给 定 的 有 限 间隔 内 
的 能 级 数目 随 着 物体 中 所 包含 的 粒子 总 数 的 增加 而 按 指数 规律 增加 ,而 能 级 间 
的 距离 可 用 10 “型 的 数字 表示 ,W 为 物体 中 粒子 数 的 数量 级 ,这 个 结论 不 论 用 
何 种 单位 都 没有 什么 区 别 ,因为 各 种 能 量 单位 之 间 的 差别 对 于 这 样 小 得 出 奇 的 
数字 来 讲 是 完全 无 关 紧 要 的 2. 

由 于 能 级 非常 稠密 ,事实 上 宏观 物体 任何 时 候 都 不 会 处 于 严格 的 定 态 中 . 
首先 ,在 任何 情况 下 ,系统 的 能 量 值 显 然 总 是 会 被 “ 展 宽 " ,其 范围 为 系统 与 周围 
物体 的 相互 作用 能 量 的 量 级 . 但 是 相互 作用 的 能 量 比 起 能 级 间 的 距离 来 要 大 得 
多 ,并 且 这 不 仅 对 于 “ 准 闭合 ”的 子 系统 如 此 ,而 且 对 于 从 任何 其 它 观点 看 来 可 
以 认为 是 严格 闭合 的 系统 也 是 如 此 . 当然 ,在 自然 界 中 并 没有 完全 闭合 的 系统 ， 
即 没有 一 个 系统 同 其 它 任何 物体 的 作用 会 精确 地 等 于 零 . 实际 上 ,总 是 会 存在 
一 些 相互 作用 ,即使 可 能 微小 到 一 点 也 不 影响 系统 的 其 它 性 质 ,但 是 与 系统 的 
能 谱 中 距离 极为 微小 的 间隔 相 比 还 是 非常 大 的 . 


2 
@ 单个 粒子 的 相 邻 能 级 间 的 间隔 与 包容 它 的 体积 的 线 度 工 的 平方 成 反比 ( -二 ,其 中 m 是 粒子 


的 质量 ,上 是 量子 常数 ). 

@ 应当 说 ,以 上 的 讨论 不 适用 于 能 谱 中 能 量 最 低 的 区 域 ;宏观 物体 的 开头 几 个 能 级 之 间 的 距离 其 
至 可 以 不 依赖 于 物体 的 尺度 { 例如 ,在 电介质 的 电子 能 谱 中 就 是 如 此 一 一 参阅 本 教程 第 九 卷 $ 66). 但 是 
这 种 情况 对 于 以 后 的 结论 并 不 重要 :因为 宏观 物体 的 前 几 个 能 级 之 间 的 距离 ,如果 表 示 为 属于 单个 粒子 
的 能 量 ,那么 还 是 小 得 微不足道 的 ,因而 属于 单个 粒子 的 能 量 还 十 分 微小 时 ,能 级 已 经 达到 了 正文 中 所 所 
到 的 币 密 程度 . 
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但 是 除 此 以 外 还 存在 着 另 一 种 更 深刻 的 原因 使 得 宏观 物体 实际 上 不 可 能 
处 于 定 态 . 从 量子 力学 中 大 家 知道 ,量子 力学 系统 的 状态 由 波 郴 数 来 描述 ,这 种 
状态 的 产生 ,是 由 于 这 个 系统 同 男 一 个 足够 精确 地 服从 经 典 力 学 规律 的 系统 之 
间 某 种 相互 作用 过 程 的 结果 . 同时 定 态 的 产生 具有 特殊 的 性 质 . 在 这 里 必须 区 
别 系 统 在 相互 作用 以 前 的 能 量 E 和 由 于 相互 作用 的 结果 而 产生 的 状态 的 能 量 
E'. 众所周知 ,能 量 E 和 EE' 的 不 确定 度 AE 和 AFE" (参阅 本 教程 第 三 卷 $44 ) 与 
相互 作用 过 程 的 持续 时 间 A: 由 关系 式 


i 
Br 
| A AE | 2 


联系 着 . 
一 般 说 来 ,AE 和 AE' 这 两 个 误差 是 同一 数量 级 的 ,而 且 分 析 表 明 绝 不 会 达 


到 AE' << AE. 因此 可 以 确信 ARE -~ 蕊 但 是 要 使 得 状态 可 以 认为 是 定 态 ,在任 


何 情况 下 不 确定 度 AE' 都 必须 比 相 邻 能 级 间 的 距离 小 得 多 . 由 于 后 者 极为 微 
小 ,我 们 看 到 ,假如 要 使 得 宏观 物体 处 于 任何 确定 的 定 态 ,就 会 要 求 时 间 A: ~ 


7 无 比 的 长 . 换 句 话说 ,我 们 所 得 到 的 结论 仍旧 是 :宏观 物体 的 严格 的 定 态 是 


不 可 能 实现 的 . 

一 般 来 讲 , 用 波 函 数 来 描述 宏观 物体 的 状态 是 不 现实 的 ,因为 实际 上 可 能 
积累 到 的 有 关 该 物体 的 状态 的 数据 , 远 远 不 能 与 构成 状态 的 波 函 数 所 必需 的 整 
套数 据 相 适应 . 在 某 种 意义 上 这 里 的 情况 是 与 经 典 统 计 学 中 所 发 生 的 情况 相 类 
似 的 :在 经 典 统计 学 中 由 于 不 可 能 记 及 物体 中 全 部 粒子 的 初始 条 件 ,也 就 使 得 
对 物体 的 行为 作 精确 的 力学 描述 是 不 可 能 的 ;但 是 ,二 者 并 不 是 完全 类 似 的 , 因 
为 正如 我 们 看 到 的 ,完整 的 量子 力学 描述 之 不 可 能 ,以 及 描述 宏观 物体 的 波 函 
数 之 不 存在 ,是 具有 更 为 深刻 得 多 的 理由 的 . 

众所周知 ,根据 系统 的 一 套 不 完整 的 数据 来 进行 量子 力学 描述 ,是 通过 密 
度 和 矩阵 (参阅 本 教程 第 三 卷 $ 14) 来 实现 的 . 知道 了 密度 矩阵 就 能 够 计算 出 表征 
系统 的 任何 物理 量 的 平均 值 ,也 能 够 计算 出 这 些 物理 量 取 各 个 不 同 值 的 概率 . 
同时 ,描述 的 不 完全 性 就 在 于 :根据 密度 矩阵 的 知识 ,只 能 预言 各 种 测量 的 结果 
以 多 大 的 概率 出 现 , 要 更 确切 地 甚至 于 完全 确切 地 预言 各 种 测量 结果 ,只 有 根 
据 一 套 足 以 建立 系统 波 函 数 的 .关于 系统 的 完整 数据 才 有 可 能 . 

在 这 里 ,我 们 并 不 打算 摘录 量子 力学 中 大 家 熟知 的 关于 坐标 表象 中 的 密度 
矩阵 的 公式 ,因为 在 统计 学 中 实际 上 并 不 采用 这 种 表象 . 但 是 我 们 重新 来 证 明 ， 
怎样 可 以 直接 引入 在 统计 学 应 用 中 所 需要 的 能 量 表象 中 的 密度 矩阵 . 

我 们 来 考虑 某 个 子 系统 ,如 果 完 全 忽略 掉 该 子 系统 同 闭合 系统 中 其 余部 分 
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的 一 切 相 互 作用 ,那么 这 样 得 到 的 各 种 状态 就 可 以 用 来 作为 子 系统 的 “ 定 态 ”. 
设 y,(9) 是 这 些 定 态 的 归 一 化 波 函 数 ( 不 带 时 间 因 子 ) ,其 中 4 按 约 定 代 表 子 系 
统 的 全 部 坐标 的 集合 ,而 角 标 n 是 区 别 不 同 定 态 的 全 部 量子 数 的 集合 ,这 些 状 
态 的 能 量 用 E, 表示 . 

假定 在 某 一 时 刻 子 系统 处 于 一 个 由 波 函 数 峭 所 完全 描述 的 状态 . 波 函 数 风 
可 以 按照 构成 完全 系 的 各 函数 V。(9) 来 展开 . 我 们 把 这 个 展开 式 写 成 形式 


几 = Dc, (5.1) 


正如 所 知 , 子 系统 的 任何 物理 量 f 在 该 状态 的 平均 值 都 可 以 利用 如 下 公式 根据 
系数 Cn 来 计算 : 


Fe Sik (5.2) 
式 中 
fs = [yi fyndg C6. 


是 /这 个 量 的 矩阵 元 (f 是 与 它 对 应 的 算 符 ). 
子 系统 的 量子 力学 描述 从 完全 过 渡 到 不 完全 ,在 某 种 意义 上 可 以 认为 是 对 
子 系统 的 不 同 y 状态 取 平 均 ,由 于 这 种 平均 的 结果 ,乘积 cy c。 给 出 某 些 量 的 双 
重 ( 有 两 个 角 标 的 ) 集 合 ,我 们 把 它们 用 w, 来 表示 ,而 不 能 用 任何 形成 通常 单 重 
集合 的 量 的 乘积 形式 来 表示 . 现在 物理 量 / 这 个 量 的 平均 值 形式 为 
= FM (5. 4) 


w, 这 些 量 ( 一般 来 讲 , 是 时 间 的 函数 ) 的 全 体 就 是 能 量 表象 中 的 密度 矩阵 ;在 统 
计 学 中 把 它 称 为 统计 矩阵 9 
如 果 把 w,, 看 成 某 个 统计 算 符 忌 的 矩阵 元 ,那么 和 式 》 wf, 就 是 算 符 乘 


积 世 六 的 对 角 线 和 矩阵 元 ,而 平均 值 f 可 以 写成 这 个 算 符 乘积 的 迹 (对 角 和 矩阵 元 
之 和 ) 的 形式 

f= 》 (好 )。= ff( 好 )， (B28) 
写成 这 样 形式 的 优点 在 于 :给 出 了 利用 任意 一 个 完全 的 正 交 归 一 化 波 函 数 系 来 


@ ”我 们 讲 能 量 表象 ,因为 在 统计 学 中 通常 用 的 正 是 这 种 表象 .但 是 直到 目前 为 止 ,我们 还 没有 在 任 
何 地 方 直接 利用 过 y, 是 定 态 波 函 数 这 一 点 . 因此 很 明显 ,用 同样 的 方法 可 以 确定 以 任何 完全 的 波 函 数 系 
来 表示 的 密度 矩阵 . 

还 应 指出 ,通常 的 坐标 密度 矩阵 p(9,9') (参阅 本 教程 第 三 卷 $14) 可 通过 矩阵 wo。 用 下 式 表 示 为 


p(9,9 ) = > wan 东 (9 ) yn (gq). 


$5 统计 和 拢 阵 Re 


进行 计算 的 可 能 性 ;大 家 知道 , 算 符 的 迹 与 用 来 确定 矩阵 元 的 函数 系 的 选择 是 
无 关 的 (参阅 本 教程 第 三 卷 $ 12). 
其 它 的 包含 c, 这 些 量 的 量子 力学 公式 也 要 作 类 似 的 改变 一 一 每 一 次 乘积 
cv cn 都 必须 用 “平均 过 的 值 ”w,, 来 代替 : 
cc。 一 We 
因此 , 子 系统 处 于 第 ”个 状态 的 概率 等 于 密度 矩阵 中 相应 的 对 角 线 元 w,, (代替 
模 量 的 平方 cv c.). 以 后 ,我 们 将 用 w, 来 代表 这 些 和 矩阵 元 ,显然 它们 恒 为 正 数 
2W = WwW.. > 0， (5.6) 
并 且 满 足 归 一 化 条 件 
trw = 和 (5:7) 


(相当 于 条 件 |c.|* = 1). 


我 们 引入 y 状态 ,其 目的 在 于 说 明 如 何 从 完全 的 量子 力学 描述 过 渡 到 不 完 
全 描述 . 必须 强调 指出 ,对 不 同 的 状态 进行 平均 仅仅 有 形式 上 的 意义 . 特别 
是 ,假如 认为 用 密度 矩阵 来 描述 就 相当 于 子 系 统 能 以 不 同 的 概率 处 于 不 同 的 yy 
状态 ,而 平均 就 是 对 这 些 概率 而 言 , 那 就 完全 错 了 . 这 样 的 看 法 有 悖 于 量子 力学 
的 基本 原理 . 

由 波 函 数 描述 的 量子 力学 系统 的 状态 有 时 称 为 “ 纯 态 " ,以 区 别 于 由 密度 甜 
阵 所 描述 的 “混合 态 ” ,但 是 ,必须 预防 在 上 述 意义 下 对 后 者 产生 的 误解 . 

利用 由 公式 (5.4) 所 确定 的 统计 和 矩阵 来 求 平 均 具 有 双重 性 质 . 它 既 包含 有 
与 量子 描述 (即使 是 最 完全 的 描述 ) 本 身 的 概率 性 质 相 联系 的 平均 ,又 包含 有 由 
于 我 们 对 所 研究 的 客体 数据 不 全 而 必须 进行 的 统计 平均 . 在 “ 纯 态 "情形 下 只 剩 
下 第 一 种 平均 ,而 在 统计 的 情形 下 总 是 出 现 两 种 因素 的 平均 . 但 是 必须 注意 :这 
两 种 因素 的 平均 是 绝 不 可 能 彼此 分 隔 开 来 的 ;整个 平均 是 一 次 进行 的 ,不 可 能 
表示 成 纯粹 的 量子 力学 平均 和 纯粹 的 统计 平均 相继 进行 的 结果 . 

在 量子 统计 学 中 统计 矩阵 代替 了 经 典 统 计 分 布 函 数 . 经 典 统计 学 所 作 的 预 
言 基 本 上 具有 完全 确定 的 性 质 ,在 前 见 节 中 所 述 的 适用 于 经 典 统计 学 的 一 切 也 
完全 适用 于 量子 统计 学 .在 $2 中 所 叙述 的 关于 可 加 性 物理 量 的 相对 涨 落 ( 随 着 
粒子 数 的 增加 ) 而 趋 于 零 的 证 明 ,始终 没有 利用 任何 专属 于 经 典 力 学 的 特点 ,所 
以 这 个 结果 也 完全 适用 于 量子 的 情形 . 因此 我 们 可 以 预先 断言 :宏观 量 实际 上 
仍然 等 于 它 自 己 的 平均 值 . 

在 经 典 统计 学 中 分 布 函 数 p(p,q) 直接 给 出 物体 中 粒子 取 不 同 坐 标 值 和 动 
量 值 的 概率 . 在 量子 统计 学 中 则 并 非 如 此 :zw, 这 个 量 只 给 出 发 现 物体 在 哪 一 个 
量子 态 的 概率 ,而 对 粒子 的 坐标 值 与 动量 值 并 没有 任何 直接 的 指示 . 

正 是 由 于 量子 力学 本 身 的 性 质 , 在 以 它 为 基础 的 统计 学 中 只 可 能 讨论 怎样 
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去 求 坐 标 和 动量 各 自 单独 的 概率 分 布 , 而 不 能 讨论 两 者 一 起 的 概率 分 布 ,因为 
粒子 的 坐标 和 动量 根本 不 可 能 同时 具有 确定 的 值 . 所 求 的 概率 分 布 必 须 既 考虑 
到 统计 的 不 确定 性 ,又 考虑 到 量子 力学 的 描述 本 身 所 固有 的 不 确定 性 . 为 了 求 
出 这 些 分 布 ,我 们 重新 利用 前 面 所 用 的 讨论 方法 . 首先 设 物 体 处 于 由 波 函 数 
(5. 1) 所 表示 的 量子 力学 纯 态 , 这 些 坐 标的 概率 分 布 由 模 平方 
[> 
来 确定 ,因此 坐标 值 在 某 个 给 定 间 隔 dg = dq,dq,…dg, 内 的 概率 等 于 dw = 
| 上 1*dg. 为 过 渡 到 混合 态 用 统计 和 矩阵 元 w 代替 乘积 c" c, ,结果 | 水 | : 变 为 和 
式 
> > Wn, Vy,: 
但 是 按照 矩阵 元 的 定义 可 以 写 为 
DW = Wy,. 
因此 ， 
DD 2 pe ha = > 
这 样 一 来 ,我 们 求 得 按 坐 标的 概率 分 布 的 如 下 公式 : 
dw, = > yy; wh, d9. (5.8) 
在 以 这 种 形式 写 出 的 表达 式 中 ,可 以 利用 归 一 化 波 函 数 的 任何 完全 系 作为 函数 
vy,- 
其 次 ,我 们 来 确定 动量 的 概率 分 布 . 所 有 的 动量 具有 确定 值 的 量子 态 对 应 
于 全 部 粒子 的 自由 运动 . 我 们 用 y,(g) 来 表示 这 些 状态 的 波 函 数 , 其 中 角 标 p 约 
定 表示 全 部 动量 值 的 集合 . 我 们 知道 ,密度 和 矩阵 的 对 角 线 元 是 系统 处 于 相应 量 
子 态 的 概率 . 因此 ,在 波 函 数 系 y, 下 确定 了 密度 矩阵 后 ,就 得 到 所 求 的 动量 概 
率 的 分 布 公 式 了 9 
dw, = w,,dp = dp ， fw; wy ,dg, (3. 
其 中 dp = dp,dp,*…dp,. 
非常 有 趣 的 是 ,两 种 分 布 一 一 按 坐 标 和 按 动 量 的 概率 分 布 一 一 都 可 以 用 对 
同一 个 函数 
I(g,p) = y’ (gq)wwy,(g) (5. 10) 
进行 积分 而 得 到 . 把 它 对 dg 进行 积分 ,得 到 按 动量 的 分 布 (5.9). 而 把 它 对 dp 
进行 积分 ,给 出 


@ 次 数 由 ,(9) 是 系统 位 形 空间 中 的 平面 波 ; 假 定 它 们 归 一 化 为 所 有 的 动量 的 5 函数 ， 
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dw, = d9 * Jw; (9)iy,(q)dp (5. 11) 


与 普遍 的 定义 式 (5.8) 一 致 . 我们 还 注意 到 ,函数 (5. 10) 也 可 以 用 坐标 密度 矩阵 
pP(9,9') 表 示 成 


1(g,p) = wi (9) fp(q,9') yg’) dg (5. 12) 


但 是 ,必须 强调 ,这 里 所 述 的 一 切 绝 不 意味 着 函数 1(q,p) 可 以 看 成 同时 为 
坐标 和 动量 的 概率 分 布 ; 且 不 说 这 种 观点 违背 量子 力学 的 基本 原理 ,就 表达 式 
(5. 10) 本 身 来 讲 也 是 一 个 复数 呈 . 
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在 量子 力学 中 可 以 证 明 一 个 定理 ,这 个 定理 完全 类 似 于 在 $3 中 以 经 典 力 
学 为 基础 得 到 的 刘 维 尔 定理 . 

为 此 我 们 预先 推导 出 一 个 普遍 的 量子 力学 方程 , 它 确定 任何 (闭合 ) 系 统 的 
统计 和 矩阵 对 时 间 的 微 商 @. 仿照 上 节 所 用 的 方法 , 先 假定 系统 处 于 纯 态 ,其 波 函 
数 由 级 数 形式 (5. 1) 表 示 . 由 于 系统 的 闭合 性 , 它 的 波 函 数 在 以 后 任何 时 刻 都 将 
具有 同样 的 形式 ,并 且 只 有 系数 c, 是 时 间 的 函数 ,正比 于 因子 exp( -iE,t/ 所 )， 
因此 有 


A Ce， 二 了 ( 涯 : -FE )c ec ， 
oat 太 
现在 用 w,, 代 替 ce, c, 以 过 渡 到 混合 态 的 一 般 情 况 下 的 统计 和 矩 阵 . 这 样 一 来 ,我 


们 就 得 到 所 求 的 方程 式 
(6.1) 


这 个 方程 式 可 以 改写 为 一 般 的 算 符 形式 ,只 要 注意 到 


DD 由 于 1(g,p) 没 有 直接 的 物理 意义 ,当然 具有 所 述 性 质 的 函数 的 定义 不 唯一 . 例如 ,qg 和 p 的 分 布 
可 用 同样 的 方法 从 如 下 函数 得 到 


tn) = [oA(o+ 生 0-)v (or E09 


式 中 上 表示 所 有 辅助 变量 如 ,…: ,的 集合 ,而 赋 = 恬 ,… 算 , (EE. Wigner,1932). 因为 


yi (0+ EE)y, (9 -EE)dp= (q+ -q+ EE)= 56), 
2 2 2 2 


积分 [Jwdp = p(q,9'). 积分 J/wdg 在 变量 代 换 9 +&/2 一 9,9 -6/2 一 q' 后 与 积分 [1dq 完全 一 臻 .与 人 (9,P) 
不 同 ,函数 fw(9,p) 是 实 的 ( 考 虑 矩阵 p(9,9') 的 厄 米 性 容易 证 明 这 一 点 ) ,但 是 ,并 非 处 处 都 是 正 的 . 


图 在 上 一 节 中 我 们 所 讨论 的 是 子 系统 的 密度 和 矩阵 ,并 考虑 到 它 的 基本 的 统计 应 用 . 当然 ,密度 矩阵 
也 可 以 用 来 描述 处 于 混合 态 的 闭合 系统 . 
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(BE 一 巨大 二 sr = (walH,, — Hw ) 


其 中 有 ,是 系统 的 哈密 顿 算 符 有 的 矩 阵 元 , 它 在 我 们 所 取 的 能 量 表象 中 是 对 角 
化 了 的 . 因此 ， 


(WH - Hw). (6.2) 


(应 当 注 意 这 个 式 子 与 通常 量子 力学 中 物理 量 对 时 间 微 商 的 算 符 表示 式 差 了 一 
个 符号 . ) 

我 们 看 到 :要 使 统计 答 阵 对 时 间 的 微 商 等 于 零 , 算 符 w 必须 与 系统 的 哈密 
顿 算 符 可 以 对 易 . 该 结果 正 是 刘 维 尔 定理 在 量子 力学 中 的 对 应 :在 经 典 力 学 中 
对 分 布 函 数 稳定 性 的 要 求 导 致 w 是 运动 积分 ;而 任意 物理 量 的 算 符 与 哈密 顿 算 
符 的 可 对 易 性 则 恰恰 就 是 该 物理 量 守 恒 的 量子 力学 条 件 . 

在 我 们 感 兴趣 的 能 量 表象 中 ,守恒 条 件 可 以 表述 得 特别 简单 :从 (6. 1) 式 可 
以 看 出 ,矩阵 ww 应 该 是 对 角 化 的 一 一 这 又 和 通常 物理 量 的 量子 力学 守恒 的 算 
阵 表 达 式 相符 合 , 即 守恒 其 的 矩阵 可 与 哈密 顿 算 符 同 时 化 为 对 角形 式 . 

类 似 于 在 $3 中 所 做 过 的 ,现在 我 们 可 以 把 上 面 所 得 到 的 结果 应 用 于 准 闭 
合 系统 ,只 要 在 所 考虑 的 时 间 间 隔 内 子 系统 的 行为 可 以 足够 精确 地 看 成 是 闭合 
的 . 因为 根据 统计 平衡 本 身 的 定义 , 子 系统 的 统计 分 布 (在 这 里 是 统计 和 矩阵 ) 必 
须 是 稳定 的 ,所 以 我 们 首先 得 出 结论 :所 有 子 系统 的 矩阵 w,, 都 是 对 角 化 的 了 ?. 因 
此 ,确定 统计 分 布 的 问题 归结 为 计算 出 概率 w, =w,, ,它们 就 是 量子 统计 学 中 的 
“分 布 函数 ”. 任意 物理 量 j 的 平均 值 公式 (5.4) 就 简化 为 


f= Ew (6.3) 


现在 公式 中 只 包含 对 角 和 矩阵 元 f，… 

其 次 ,考虑 到 w 必须 是 量子 力学 的 运动 积分 ,并 利用 子 系统 的 准 独 立 性 ,我 
们 就 可 以 完全 类 似 于 公式 (4. 5 ) 的 推导 而 求 出 子 系统 的 分 布 函 数 的 对 数 必 须 具 
有 形式 

Inw'” = at +BE'” (6.4) 

( 角 标 a 用 来 区 别 不 同 的 子 系统 ). 这 样 ,概率 w, 可 以 表示 为 只 与 能 级 有 关 的 柄 
数 :w, =w(E,). 

最 后 ,在 $4 中 所 述 的 有 关 可 加 性 运动 积分 (特别 是 能 量 ) 在 确定 闭合 系统 
的 全 部 统计 性 质 的 问题 上 所 起 的 作用 ,所 有 那些 讨论 现在 仍旧 是 完全 有 效 的 . 


@ ”因为 这 一 论断 在 一 定 程度 上 是 与 忽略 子 系统 彼此 间 的 相互 作用 相 联 系 的 ,所 以 可 以 更 精确 地 
说 : 非 对 角 线 元 w。。 随 着 这 些 相互 作用 的 相对 重要 性 的 减弱 而 趋 于 零 ,因而 随 着 子 系统 中 粒子 数 的 增加 
而 趋 于 零 . 
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这 就 使 得 我 们 对 于 闭合 系统 仍旧 有 可 能 构成 一 个 简单 的 分 布 函 数 ,用 来 描述 系 
统 的 统计 性 质 ,虽然 它 并 不 是 真正 的 分 布 函 数 ( 像 经 典 的 情形 那样 ). 

为 了 用 数学 表述 这 种 “量子 的 微 正则 分 布 ” ,必须 用 下 述 方 法 . 考虑 到 宏观 
物体 的 能 谱 “ 几乎 是 连续 的 ” ,我 们 引入 闭合 系统 处于" 能量 值 的 某 个 无 限 小 
间隔 内 的 量子 态 数目 这 一 概念 0. 我 们 用 d7 表示 这 个 数目 , 它 在 这 里 所 起 的 作 
用 类 似 于 相 空 间 体 积 元 dpdg 在 经 典 情形 下 所 起 的 作用 . 

如 果 把 闭合 系统 当成 由 许多 子 系统 构成 的 ,同时 忽略 子 系统 之 间 的 相互 作 
用 , 则 整个 系统 的 每 一 个 状态 都 可 以 通过 给 定 所 有 各 个 子 系统 的 状态 来 表示 ， 
因而 闭合 系统 的 状态 数 d 厂 可 以 表示 为 各 个 子 系统 的 量子 态 数 dr 的 乘积 : 

dr = | | dr (6.5) 


(但 是 必须 使 得 所 有 的 子 系统 的 能 量 总 和 恰好 是 在 整个 闭合 系统 所 被 考虑 的 能 
量 值 间 隔 之 内 ). 

现在 我 们 可 以 把 微 正则 分 布 表述 为 类 似 于 经 典 的 (4.6) 式 的 形式 , 即 把 系 
统 处 于 d 六 个 状态 中 的 任 一 状态 的 概率 dw 写成 下 式 


dw = 常数 .5( 五 -三 ) | | dr (6.6) 
87 炳 
我 们 将 在 比 弛 豫 时 间 长 得 多 的 时 间 内 来 考察 闭合 系统 ;这 也 就 意味 着 系统 
处 于 完全 的 统计 平衡 状态 . 


首先 我 们 对 量子 统计 学 的 情形 来 进行 以 下 的 讨论 . 我 们 把 系统 分 成 大 量 的 
宏观 部 分 ( 子 系统 ) ,然后 考虑 其 中 的 任意 一 个 子 系统 . 设 w, 是 这 个 子 系统 的 分 
布 函 数 , 为 简化 公式 起 见 ,对 于 w, (以 及 其 它 的 量 ) 我 们 暂时 把 用 来 区 分 不 同 子 
系统 的 角 标 a 省 略 掉 . 特别 是 ,利用 w, 可 以 计算 子 系统 的 能 量 已 取 不 同 数值 的 
概率 分 布 . 我 们 已 知 ,w, 可 以 写成 仅 与 能 量 有 关 的 函数 w. =w(E,). 为 了 得 到 
子 系 统 的 能 量 介 于 E 和 +dE 之 间 的 间隔 内 的 概率 W(E)dE, 必 须 把 w(E) 乘 
以 能 量 介 于 这 个 间隔 内 的 量子 态 的 数目 ;在 这 里 我 们 仍旧 利用 在 上 一 节 末 尾 用 
过 的 关于 “ 展 宽 ” 的 能 谱 的 概念 . 我 们 用 三 (E) 来 代表 子 系统 的 能 量 小 于 以 及 等 
于 的 量子 态 的 数目 ;于 是 能 量 介 于 EE 和 E+dE 之 间 的 状态 数 自 可 以 写成 形 
式 


dT'(E) 
i dE, 


@ ”必须 记 住 ,我 们 已 经 约定 ( $4》 完 全 不 考虑 整个 系统 的 动量 和 角 动 量 ,为 此 只 要 设想 系统 被 封闭 
到 一 个 刚体 的 “匣子 "中 ,并 且 我 们 是 用 相对 匣子 为 静止 的 坐标 系 来 研究 的 . 
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而 按 能 量 的 概率 分 布 为 : 
_ dr(E) 
W(E) = ~ uw(E). 新 
归 一 化 条 件 
[w(E)dE = 1, 

在 几何 上 表示 :曲线 天 =W(E) 下 包含 的 面积 等 于 1. 

按照 在 § 1 中 所 作 的 普遍 论断 ,函数 WW(E) 在 E=E 时 具有 非常 尖锐 的 极 大 
值 ,并 且 仅 仅 在 这 一 点 的 邻 域内 才 显 著 地 不 等 于 零 . 我 们 引入 曲线 开 = 吏 (5) 的 


“宽度 ”AE ,规定 它 等 于 这 样 一 个 矩形 的 宽度 :该 矩形 的 高 等 于 函数 WW(E) 在 极 
大 值 处 的 值 ,而 其 面积 等 于 1, 即 


W(E)AE = 1. (7 2) 
注意 到 (7.1) 式 ,我 们 可 以 把 这 个 定义 改写 成 
w(E)AT = 1， (7.3) 
式 中 
_ dr(E) 
AT = AE (7.4) 


是 与 能 量 值 的 间隔 A 相应 的 量子 态 的 数目 . 可 以 说 ,这 样 定义 的 量 A 太 表征 的 
是 子 系统 的 宏观 状态 按 其 微观 状态 的 “ 展 宽 程 度 ”. 至 于 间隔 AE , 按 数 量 级 来 说 
它 与 子 系统 的 能 量 的 平均 涨 落 一 致 . 
上 面 所 作 的 定义 可 以 直接 转 用 到 经 典 统计 学 中 ,只 需要 用 经 典 的 分 布 函 数 
p 来 代替 函数 w( 五 ) ,而 代替 A 的 是 由 公式 
p(E)ApAg = 1 (7.5 
所 定义 的 相 空 间 区 域 的 体积 . 相 体 积 ApAg 和 A 六 一样 ,所 表征 的 是 相 空间 内 这 
样 一 个 区 域 的 大 小 :该 子 系统 几乎 全 部 时 间 都 处 于 这 个 区 域内 . 
不 难 在 量子 理论 中 的 AT 和 经 典 极限 下 的 ApAg 之 间 建 立 关 系 . 在 准 经 典 
的 情况 下 , 相 空 间 一 个 区 域 的 体积 和 “相应 "的 量子 态 数目 之 间 可 以 建立 起 对 应 
关系 (参阅 本 教程 第 三 卷 § 48) ;也 就 是 说 , 相 空 间 中 体积 为 (2mw)' 的 “小 胞 ”(s 
为 系统 的 自由 度数 目 ) "对 应 ”于 一 个 量子 态 . 因此 显然 在 准 经 典 的 情形 下 ,状态 
数 AT 可 以 写成 形式 
_ _ApAg 
(2m#)’" 
其 中 :是 该 子 系统 的 自由 度数 目 . 这 个 公式 建立 了 AT 和 ApAg 之 间 所 求 的 对 
应 关系 . 
AT 这 个 量 称 为 子 系统 的 宏观 状态 的 统计 权重 ,而 它 的 对 数 
S$S = 1nAT 人 7 


AT (7.6) 
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称 为 子 系 统 的 炳 . 在 经 典 的 情形 下 , 炳 相应 地 由 如 下 表达 式 来 定义 : 
$ = ln -229 (7.8) 


这 样 定义 的 灶 就 像 统 计 权 重 本 身 一 样 ,是 一 个 无量 纲 的 量 . 因为 在 任何 情形 下 
状态 数 A 都 不 会 小 于 1, 所 以 业 也 不 会 是 负 的 . 灼 概念 是 统计 力学 中 最 重要 
的 概念 之 一 . 

必须 指出 :如 果 完 全 停留 在 经 典 统计 学 的 观点 上 ,就 不 能 引入 关于 “微观 状 
态 的 数目 ”的 概念 ,而 只 好 就 将 ApAg 定义 为 统计 权重 . 但 是 , 像 相 空间 中 的 每 
个 体积 一 样 ,这 个 量具 有 重 动量 和 s 重 坐标 的 乘积 的 量 纲 ,也 就 是 作用 量 的 
次 罕 的 量 纲 [ (erg* s)']. 假如 把 炉 定 义 为 In ApAd ,那么 它 就 会 具有 作用 量 对 数 
的 特殊 量 纲 . 这 就 意味 着 , 当 作用 量 的 单位 改变 时 , 就 会 改变 一 个 可 加 性 常 
数 : 如 果 作 用 量 的 单位 改变 a 信 , 那 么 ApAd 就 变 为 a'ApAg, 而 ln ApAg 就 变 为 
In ApAg + sina. 因此 在 纯粹 的 经 典 统 计 学 中 , 炉 这 个 量 只 能 精确 到 一 个 可 加 常 
数 , 这 个 常数 依赖 于 单位 的 选择 . 在 这 种 情况 下 ,只 有 篱 差 , 即 炳 在 某 种 过 程 中 
的 改变 , 才 是 与 单位 选择 无 关 的 确定 量 . 

与 这 种 情况 相 联 系 的 ,就 是 在 焙 的 经 典 统计 学 定义 (7.8) 中 出 现 量子 常数 
分立 的 量子 态 的 数目 的 概念 必定 与 不 等 于 零 的 量子 常数 有 关 , 只 有 这 个 概念 
才 使 我 们 能 够 引入 一 个 无 量 纲 的 统计 权重 ,从 而 把 炉 定 义 为 一 个 完全 确定 的 
量 . 

我 们 直接 用 分 布 函数 来 表示 烂 ,就 可 以 把 炉 的 定义 写成 男 一 种 形式 . 根据 
(6.4) 式 , 子 系统 的 分 布 函 数 的 对 数 具 有 形式 

Inw(E.) = a +pBE.. 
由 于 这 个 式 子 对 五 , 是 线性 的 ,所 以 
Inw(E) = w+ 有 
这 个 量 也 可 以 写成 平均 值 (lInw(E,)). 因此 ,根据 (7.3) 式 ,可 以 把 炉 S$S= InA 六 
= -Inaw( 无 ) 写 成 
$ = = (lnw(E,)), (7.9) 
即 可 以 把 粹 定义 为 子 系统 的 分 布 聘 数 的 对 数 的 平均 值 ( 取 相 反 的 符号 ). 按照 平 
均值 的 意义 ,有 
8 = 一 > wlnw,; (7. 10) 


这 个 式 子 可 以 写成 普遍 的 算 符 形式 >: 


@ 按照 一 般 法 则 , 算 符 ln 六 应 当 理 解 为 这 样 一 个 算 符 : 它 的 本 征 值 等 于 算 符 包 的 本 征 值 的 对 数 ,而 
它 的 本 征 函 数 同 名 的 本 征 耻 数 一 致 . 
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S$ =-tr(wolnw)， es .> 
而 不 依赖 于 确定 统计 和 矩 阵 元 所 选择 的 波 函 数 系 . 
类 似 地 ,在 经 典 统计 学 中 可 以 把 炉 的 定义 写成 


S =— (In[ (25h)'p]) = fpln[ (2mh)'pldpdg. (7. 12) 


现在 我 们 回来 考虑 整个 的 闭合 系统 ,并 令 AT, , AT, ,… 表 示 它 的 各 个 子 系 
统 的 统计 权重 . 如 果 每 个 子 系统 可 以 处 于 AT, 个 量子 态 中 的 一 个 状态 , 则 与 此 
相应 ,整个 系统 显然 有 


A = yar, 0 


个 不 同 的 状态 . 这 个 量 称 为 闭合 系统 的 统计 权重 ,而 它 的 对 数 称 为 闭合 系统 的 
炉 5. 显然 


S= 5S., (7.14) 


即 这 样 定义 的 烂 是 一 个 可 加 性 的 量 :复合 系统 的 粹 等 于 它 的 各 个 部 分 的 炉 之 
和 |. 

为 了 清楚 地 理解 这 种 定义 焙 的 方法 ,必须 注意 下 述 情况 . 处 于 完全 统计 平 
衡 的 闭合 系统 ( 它 的 总 能 量 我 们 用 E。 来 表示 ) 的 炉 也 可 以 直接 来 定义 ,而 不 必 
把 系统 划分 为 许多 个 子 系 统 . 为 此 我 们 设想 :所 考虑 的 系统 实际 上 只 是 某 个 假 
想 中 极为 巨大 的 系统 (此 时 称 之 为 “恒温 器 "或 “ 热 浴 ”) 的 一 个 小 部 分 . 恒温 器 
被 假定 为 处 于 完全 平衡 的 状态 ,并 且 使 得 我 们 的 系统 (现在 它 是 恒温 器 的 一 
不 闭合 的 子 系统 ) 的 平均 能 量 恰好 与 真正 的 能 量 值 & 一 致 . 于 是 对 我 们 的 系统 
可 以 形式 地 假定 一 个 分 布 函数 ,其 形式 与 它 的 任何 子 系统 的 分 布 函 数 一 样 ,并 
且 可 以 借助 于 这 个 分 布 来 定义 它 的 统计 权重 A 太 ,并 由 此 按照 那些 我 们 曾经 用 
于 子 系 统 的 公式 (7.3) 一 (7. 12) 来 直接 定义 炉 . 显然 ,恒温 器 的 存在 绝 不 会 影响 
到 我 们 的 系统 中 各 个 小 部 分 ( 子 系统 ) 的 统计 性 质 , 因 为 它们 在 恒温 器 不 存在 时 
就 早已 不 闭合 ,而 是 同系 统 中 其 余部 分 处 于 平衡 的 了 . 因此 恒温 器 的 存在 并 不 
改变 这 些小 部 分 的 统计 权重 AT, ,因而 刚才 用 上 述 方 法 所 定义 的 统计 权重 也 就 
同 先前 以 乘积 形式 (7. 13 ) 所 定义 的 统计 权重 相 一 致 . 

到 现在 为 止 ,我 们 一 直 假 定 闭合 系统 处 于 完全 统计 平衡 状态 . 现在 应 当 把 
上 面 所 作 的 定义 推广 到 处 于 任意 宏观 状态 (不 完全 平衡 ) 的 系统 上 去 ， 

我 们 假定 系统 处 于 某 种 不 完全 的 平衡 状态 ,并 且 在 比 完 全 平衡 的 弛 豫 时 间 
短 得 多 的 时 间 间 隔 At 内 来 考虑 它 . 这 时 我 们 必须 用 下 述 方式 来 定义 箭 , 我 们 想 
象 把 系统 划分 为 许多 小 部 分 ,它们 是 这 样 地 微小 ,以 致 它们 各 自 的 弛 豫 时 间 都 
比 At 小 得 多 (应 当 记 得 , 弛 殉 时 间 一 般 来 讲 是 随 着 系统 尺度 的 减 小 而 减 小 的 ). 
可 以 认为 ,这 些 子 系统 在 时 间 At 内 是 处 于 各 自 的 局 部 平衡 状态 ,它们 由 一 些 确 
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定 的 分 布 孙 数 所 描述 . 因此 ,对 它们 可 以 应 用 统计 权重 AT, 的 上 述 定 义 ,并 由 此 
计算 它们 的 炉 5S,. 于 是 整个 系统 的 统计 权重 A 太 可 以 定义 为 乘积 (7. 13), 相 应 
地 ,整个 系统 的 炉 S 定义 为 炉 5, 之 和 . 

我 们 把 不 平衡 系统 的 炉 定 义 为 它 的 各 部 分 (满足 上 述 条 件 ) 的 炉 之 和 ,但 是 
必须 强调 指出 :这样 定义 的 炉 ,如 果 现 在 只 借助 于 恒温 器 的 概念 ,而 不 把 系统 划 
分 为 许多 部 分 ,是 不 可 能 计算 出 来 的 . 同时 ,如 果 每 个 子 系统 本 身 已 经 处 于 各 自 
的 “完全 "平衡 状态 ,那么 把 各 子 系 统 再 进一步 划分 为 更 小 的 部 分 并 不 改变 炉 的 
数值 ,只 有 在 这 种 意义 下 ,上 述 定 义 才 是 完全 确定 的 . 

特别 应 当 注 意 时 间 在 焙 的 定义 中 的 作用 . 炉 是 一 个 表征 物体 在 某 个 不 等 于 
零 的 时 间 间 隔 At 内 的 平均 性 质 的 量 . 给 定 At 后 ,为 了 确定 焙 $, 我 们 必须 想象 
把 物体 划分 为 这 样 一 些微 小 的 部 分 ,以 至 它们 各 自 的 弛 豫 时 间 都 比 At 小 得 多 . 
因为 这 些 部 分 本 身 必 须 同 时 又 是 宏观 量 的 ,所 以 很 明显 ,对 于 过 分 短 的 时 间 间 
隔 At 而 言 , 粹 的 概念 就 完全 失去 意义 ,特别 是 绝 不 能 谈 到 灼 肯 时 值 . 

在 给 出 了 灼 完整 定义 后 ,我们 来 阐明 这 个 量 的 最 重要 的 性 质 和 它 的 基本 
物理 意义 . 为 此 引入 微 正则 分 布 ,按照 这 种 分 布 ,可 以 利用 形式 (6.6) 的 分 布 函 
数 

dw = 常数 .5(E - 局 ) [ dr， 


来 描述 闭合 系统 的 统计 性 质 . 式 中 d 太 。 可 以 理解 为 函数 太 。( 五 ) 的 微分 ,六 (五 ) 
是 子 系统 的 能 量 值 小 于 和 等 于 E, 的 量子 态 的 数目 . 我 们 把 dw 的 形式 改写 为 


dw = 常数 .85(E- Eo) I] ThaE. C1 1 


统计 权重 AT, 按照 它 的 定义 是 子 系统 的 平均 能 量 &。 的 函数 . 对 于 炉 也 是 
如 此 :5。= 5,(E,). 现在 ,我 们 把 AT。 和 5, 在 形式 上 看 成 是 真实 能 量 值 £。 的 函 
数 ( 与 AT。 和 5。 实际 上 依赖 于 E。 的 函数 形式 相同 ). 于 是 我 们 可 以 在 (7. 15) 


中 用 比值 人 厂 来 代替 微 商 “ 和 一， 其 中 AF 是 在 上 述 意义 下 来 理解 的 已 的 


函数 ,而 AE, 是 相应 = 的 能 量 值 间隔 (也 是 5 的 函数 ). 最 后 ,用 ee 来 
代替 AD ,我 们 得 到 





dE 
dw = 常数 .8(E -E)e |[] FT (7. 16) 
式 中 $ = >》 5.(E,) 是 整个 闭合 系统 的 焙 , 它 应 理解 为 系统 的 各 个 部 分 的 实际 


能 量 值 的 函数 . 在 因子 e 的 指数 中 是 一 个 可 加 性 的 量 , 因 此 这 个 因子 是 能 量 E。 
的 急剧 变化 的 函数 . 与 这 个 函数 相 比 ，| | AE。 这 个 量 对 能 量 的 依赖 关系 就 完全 
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无 关 紧 要 了 ,因此 ,我 们 可 以 用 表达 式 
dw = 常数 .8(E -EE,)e ldE.. (7, 17) 


来 代替 (7. 16) ,而 仍旧 具有 很 高 的 精确 度 . 

但 是 ,被 表示 为 正比 于 所 有 微分 dE。 的 乘积 形式 的 dw 不 是 别 的 , 正 是 所 有 
的 子 系统 处 于 给 定 的 E. 到 E。+ dE。 之 间 的 能 量 间隔 内 的 概率 . 因此 ,我 们 看 
到 :这 个 概率 被 系统 的 粹 一 一 作为 子 系统 能 量 的 函数 一 一 所 确定 ;因子 8(E - 
EE,) 保 证 总 和 E = 》E。 等 于 系统 的 给 定 能 量 值 E。. 我 们 以 后 将 看 到 , 炉 的 这 个 
性 质 是 它 的 统计 应 用 的 基础 . 

我 们 知道 ,E。 诸 能 量 的 最 概 然 值 是 它们 的 平均 值 巨 . 这 就 意味 着 :函数 
5(E,,E,,…) 应 当 在 E。=E。 时 具有 最 大 的 可 能 值 (在 给 定 了 总 能 量 值 》E。 = 
E。 的 条 件 下 ). 但 是 ,正好 是 与 系统 的 完全 统计 平衡 状态 相对 应 的 诸 子 系统 的 
能 量 值 . 因此 ,我 们 得 出 下 述 重 要 结论 :处 于 完全 统计 平衡 状态 的 闭合 系统 的 灶 
(在 给 定 了 系统 的 能 量 的 条 件 下 ) 具有 最 大 的 可 能 值 . 

最 后 ,我 们 再 对 任何 子 系统 或 闭合 系统 的 炉 函数 $=5(E) 指 出 一 个 有 趣 的 
解释 (在 后 一 种 情形 ,假定 系统 处 于 完全 平衡 状态 ,因此 它 的 炉 可 以 表示 为 只 是 
它 的 总 能 量 的 函数 ). 统计 权重 A 厂 =e” 按照 定义 就 是 系统 在 间隔 AE 内 包含 
的 能 级 数目 ,而 AE 以 一 定 的 方式 表征 能 量 概 率 分 布 的 宽度 . 以 A 太 除 AE ,就 得 
到 在 所 考虑 的 系统 的 能 谱 的 这 个 区 域 (在 能 量 值 E 附近 的 区 域 ) 内 相 邻 能 级 之 
间 的 平均 距离 . 把 这 个 距离 表示 为 D() ,可 以 写 出 : 

DOEY -=Ab .0 (7. 18) 
因此 ,函数 S(E) 确 定 了 宏观 系统 的 能 谱 中 能 级 的 稠密 程度 . 由 于 炳 的 可 加 性 ， 
我 们 可 以 说 :宏观 物体 的 能 级 间 的 平均 距离 随 着 它 的 尺度 ( 亦 即 它 所 包含 的 粒 
子 数 ) 的 增 大 而 指数 递减 . 
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如 果 闭 合 系统 并 不 处 于 统计 平衡 状态 , 则 其 宏观 状态 将 随 着 时 间 而 变化 ， 
直到 系统 最 后 达到 完全 平衡 的 状态 为 止 . 用 能 量 在 各 子 系统 之 间 的 分 布 来 表征 
系统 的 每 一 个 宏观 状态 ,我 们 可 以 说 :系统 依次 所 经 历 的 一 系列 状态 对 应 于 愈 
来 愈 概 然 的 能 量 分 布 . 一 般 来 讲 ,由 于 上 节 所 阐明 的 指数 性 质 的 缘故 ,概率 的 这 
种 增长 是 极为 迅速 的 . 我 们 已 经 看 到 :概率 由 表达 式 e 所 决定 ,而 它 的 指数 部 分 
是 一 个 可 加 性 的 量 一 一 系统 的 粹 . 因此 我 们 可 以 说 ,在 非 平衡 的 闭合 系统 内 所 
发 生 的 过 程 是 这 样 进行 的 :系统 从 具有 和 较 小 灶 的 状态 连续 过 渡 到 具有 较 大 糯 的 
状态 ,直到 最 后 炉 达 到 了 相应 于 完全 统计 平衡 状态 的 最 大 可 能 值 时 为 止 . 

由 此 可 见 , 如 果 闭 合 系统 在 某 一 时 刻 处 于 非 平 衡 的 宏观 状态 ,那么 最 概 然 
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的 后 果 是 系统 的 烂 在 后 续 时 刻 单调 地 增长 . 这 称 为 炉 增 长 定律 或 热力 学 第 二 定 
律 . 这 个 定律 由 克 劳 修 斯 (R. Clausius, 1865 ) 发现 ,而 由 玻 尔 兹 曼 (L. Boltzmann ， 
1870's) 给 出 其 统计 学 论据 . 

在 谈 到 “最 概 然 的 "结果 时 ,必须 注意 :在 现实 中 ,过 渡 到 较 大 炉 的 状态 的 概 
率 , 与 不 论 炉 有 和 多少 明 显 的 减 小 的 概率 比较 起 来 占有 压倒 的 优势 ,以 致 于 后 一 
种 情形 实际 上 从 来 没有 在 自然 界 中 被 观察 到 过 . 如 果 撤 开 由 于 极为 微小 的 涨 落 
引起 的 粹 的 减 小 不 谈 , 那 么 我 们 就 可 以 把 业 增 长 定律 表述 如 下 :如 果 在 某 一 时 
刻 闭 合 系统 的 炉 不 是 最 大 ,那么 在 以 后 诸 时 刻 炳 不 会 减 小 只 会 增加 或 者 在 
极端 情况 下 保持 常数 . 

毫 无 疑问 ,这 里 所 作 的 简单 的 表述 是 符合 现实 情况 的 ;它们 被 我 们 所 有 日 
常 的 观察 所 证 实 . 但 是 当 更 深入 地 来 考虑 关于 这 些 规律 性 的 物理 本 质 和 来 源 的 
问题 时 ,就 出 现 了 重大 的 困难 ,这 些 困难 在 一 定 程度 内 到 现在 还 没有 解决 . 

首先 ,如 果 我 们 试图 把 统计 学 应 用 到 整个 宇宙 上 去 ,把 宇宙 看 作 一 个 单一 
的 闭合 系统 ,那么 我 们 立刻 会 遇 到 理论 和 实验 之 间 的 显著 矛盾 . 按照 统计 学 的 
结果 ,宇宙 应 该 处 于 完全 统计 平衡 的 状态 . 更 精确 地 讲 ,宇宙 中 任何 一 个 无 论 多 
大 但 是 有 限 的 区 域 ( 它 的 弛 豫 时 间 在 任何 情况 下 都 是 有 限 的 ) 应 该 处 于 统计 平 
衡 状态 . 同时 日 常 经 验 使 我 们 相信 :自然界 的 性 质 与 一 个 平衡 系统 的 性 质 毫 无 
共同 之 处 ,而且 天 文学 数据 也 表明 :对 于 我 们 的 观测 所 能 达到 的 整个 巨大 宇宙 
范围 ,情况 也 是 如 此 . 

摆脱 这 样 产 生 的 矛盾 ,办 法 应 该 在 广义 相对 论 中 去 寻找 . 道理 在 于 ,在 考虑 
宇宙 中 的 巨大 区 域 时 ,其 中 存在 的 引力 场 将 起 重大 的 作用 . 众所周知 ,引力 场 不 
是 别 的 ,而 是 时 空 度 规 的 改变 . 在 研究 物体 的 统计 性 质 时 ,时 空 的 度 规 性 质 在 某 
种 意义 上 可 以 看 作物 体 所 处 的 “外 界 条 件 ". 然而 ,有 关闭 合 系统 在 足够 长 的 时 
间 内 必定 达到 平衡 状态 的 论断 ,当然 仅 对 处 于 稳定 外 界 条 件 下 的 系统 适用 . 同 
时 ,普遍 的 宇宙 学 扩 涨 也 表明 ,其 度 规 实质 上 与 时 间 有 关 . 所 以 ， 外 界 条 件 "在 
这 种 情况 下 绝 不 是 稳定 的 . 这 里 重要 的 是 ,引力 场 本 身 不 能 当 作 闭合 系统 的 一 
部 分 ,否则 守恒 定律 将 退化 为 恒等式 ,而 我 们 知道 守恒 定律 是 统计 学 的 基础 . 正 
由 于 此 ,在 广义 相对 论 中 ,整个 宇宙 不 能 看 成 闭合 系统 ,而 应 看 成 处 于 变化 的 引 
力 场 中 的 系统 ,与 此 相关 ,应 用 焙 增 长 定律 不 会 得 出 统计 平衡 必然 存在 的 结论 . 

因此 ,关于 把 宇宙 作为 整体 来 考虑 的 问题 ,在 上 面 所 讨论 的 一 部 分 中 ,至少 
把 表面 上 矛盾 的 物理 根源 弄 清 楚 了 . 但 是 ,对 于 如 何 理解 增 长 定律 的 本 质 仍 
有 其 它 难 点 . 

大 家 知道 ,经典 力学 本 身 相 对 于 时 间 的 两 个 方向 是 完全 对 称 的 . 以 -上 代替 
! 时 ,力学 方程 式 保持 不 变 ,因此 ,如 果 这 些 方程 式 允许 某 一 种 运动 , 则 它们 也 人 允 
许 正好 相反 的 运动 ,在 该 运动 中 力学 系统 以 完全 相反 的 次 序 经 历 完全 相同 的 位 
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形 . 自然 ,这 种 对 称 也 必然 会 保持 在 以 经 典 力学 为 基础 的 统计 学 中 ,因此 ,在 宏 
观 的 闭合 系统 中 只 要 可 能 有 一 个 伴随 着 暗 的 增长 的 过 程 , 那 么 也 一 定 可 能 有 一 
个 粹 减 小 的 逆 过 程 . 但 是 ,前面 对 焙 增 长 定律 所 作 的 表述 本 身 并 不 与 这 个 对 称 
性 相 了 矛盾 ,因为 其 中 所 讲 的 只 是 一 个 宏观 描述 的 状态 的 最 概 然 的 结果 . 换 句 话 
说 ,如 果 给 定 了 一 个 非 平衡 的 宏观 状态 ,那么 业 增 长 定律 只 是 断言 :在 满足 该 宏 
观 描述 的 所 有 微观 状态 中 ,其 绝 大 多 数 在 以 后 诸 时 刻 炳 都 增长 . 

但 是 ,如 果 把 注意 力 转 到 该 问题 的 另 一 方面 ,矛盾 就 产生 了 . 在 表述 箭 增长 
定律 时 ,我 们 所 讲 的 是 关于 在 某 一 时 刻 给 定 的 宏观 状态 的 最 概 然 的 结果 . 但 是 
这 个 状态 本 身 一 定 是 由 于 自然 界 中 所 发 生 的 某 种 过 程 的 结果 而 从 另 一 个 状态 
发 展 过 来 的 . 关于 时 间 的 两 个 方向 的 对 称 意味 着 :对 于 在 某 个 时 刻 上 = 任意 选 
定 的 闭合 系统 的 所 有 宏观 状态 ,不 仅 可 以 断言 在 
i >to 时 炉 增 长 是 最 最 可 能 的 后 果 , 而 且 可 以 断言 
它 本 身 最 最 可 能 是 从 一 个 箭 较 大 的 状态 中 发 展 
过 来 的 . 换 句 话说 ,作为 时 间 函 数 的 粹 最 最 可 能 
在 任意 选 定 的 时 刻 1=1。 有 极 小 %. 

但 是 ,这 样 的 说 法 当然 和 炳 增长 定律 毫 无 共 
同 之 处 ,根据 炉 增长 定律 ,在 自然 界 中 所 有 实际 
存在 的 闭合 系统 的 焙 从 来 不 会 减 小 (除了 十 分 微 
小 的 涨 落 而 外 ). 同时 , 正 是 焙 增 长 定律 的 这 种 普遍 表述 完全 为 自然 界 中 发 生 的 
一 切 现象 所 证 实 . 必须 强调 指出 :这 种 表述 与 本 节 开 头 所 给 出 的 表述 绝 不 等 价 ， 
这 一 点 似乎 很 明白 . 假如 要 从 一 种 表述 得 到 另 一 种 表述 ,就 不 得 不 引 人 观 测 者 
的 概念 ,他 在 某 一 时 刻 人 为 地 “制造 "一 个 闭合 系统 ,使 得 关于 系统 以 前 的 行为 
的 问题 根本 不 存在 ;物理 定律 对 观测 者 性 质 的 这 种 依赖 性 当然 是 完全 不 能 接受 
的 . 
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这 样 表 述 的 科 增 长 定律 是 否 能 由 经 典 力学 导出 ,值得 怀疑 . 况且 ,由 于 经 典 
力学 方程 的 时 间 反 演 不 变性 ,只 能 寻求 推导 炉 的 单调 变化 . 为 了 要 得 到 业 单 调 
增长 的 定律 ,我 们 就 不 得 不 定义 时 间 方 向 ,将 之 取 为 炉 在 增长 的 方向 . 这 样 又 发 
生 问 题 , 即 要 证 明 这 样 的 热力 学 定义 与 量子 力学 定义 等 同 ( 见 下 文 ). 

在 量子 力学 中 情况 有 本 质 性 的 改变 . 大 家 知道 ,量子 力学 的 基本 方程 一 一 
薛 定 请 方程 一 一 本 身 是 时 间 反 演 对 称 的 (只 要 也 将 波 函 数 消 换 为 峭 " ). 这 意味 


QD 为 了 更 好 地 理解 这 种 对 称 ,我 们 画 出 系统 炉 变 化 的 示意 图 (图 1) ,该 系统 在 很 长 一 段 时 间 内 都 
是 闭合 的 . 设 在 这 样 的 系统 内 看 到 炉 为 $=5, < So 的 宏观 状态 ,该 状态 由 某 种 很 大 的 毒 落 (不 很 可 能 ) 
而 产生 . 那么 可 以 断言 , 它 为 “1" 类 点 的 概率 很 高 ,在 该 点 炉 已 达到 极 小 值 ,而 不 会 是 2" 类 点 ,那里 的 炉 
还 会 继续 减 小 . 
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着 :如 果 在 某 一 时 刻 :=4, , 波 函 数 给 定 为 岁 =w(t,) ,并且 根据 莅 定 启 方 程 ， 在 另 
一 时 刻 1=4, 它 应 当 变 成 等 于 y(t,) ,那么 从 y(t,) 到 y(t,) 的 变化 是 可 逆 的 ， 换 
名 话说 ,如 果 在 初始 时 刻 1=t ,水 = 业 " (ts) ,那么 在 1=t, 时 将 有 = (4t,). 不 
过 ,尽管 有 这 种 对 称 性 ,其 实 量子 力学 实际 上 含有 两 个 时 间 方 向 的 非 等 价 性 ， 这 
种 非 等 价 性 的 出 现 起 因 于 量子 力学 中 的 基本 过 程 即 在 量子 客体 与 足够 精确 地 
服从 经 典 力 学 的 系统 之 间 的 相互 作用 过 程 . 也 就 是 说 ,如 果 同 给 定 的 一 个 量子 
客体 依次 发 生 两 个 相互 作用 过 程 (我 们 称 它 们 为 4 和 8) ,那么 只 有 在 过 程 4 发 
生 于 过 程 8 以 前 的 情形 下 ,才能 够 断言 :过程 B 的 某 一 结果 的 概率 是 取决 于 过 
程 4 的 结果 的 (也 可 参阅 本 教程 第 三 着 $7). 

因此 ,在 量子 力学 中 ,原则 上 ,时 间 的 两 个 方向 具有 物理 上 的 非 等 价 性 ,而 
焙 增 长 定律 很 可 能 就 是 这 种 不 等 价 性 的 宏观 表现 形式 . 在 这 种 情况 下 必定 存在 
一 个 含有 量子 常数 所 的 不 等 式 , 以 保证 这 个 定律 的 正确 性 并 在 现实 世界 中 得 到 
实现 . 但 是 ,直到 目前 任何 人 都 未 能 以 多 少 令 人 信服 的 方式 探索 这 种 联系 并 证 
明 其 确实 存在 . 

因此 ,有 关 米 单调 增长 的 物理 基础 的 问题 仍 未 解决 .有 没有 它 的 宇宙 学 本 
质 的 起 源 ? 它 与 宇宙 学 中 初始 条 件 的 普遍 问题 有 没有 联系 ? 在 基本 粒子 某 些 
弱 相 互 作用 过 程 中 时 间 反 演 对 称 性 的 破坏 有 没有 什么 贡献 ? 很 可 能 ,只 有 在 进 
一 步 综合 物理 学 理论 的 过 程 中 , 才 会 对 这 样 的 问题 求 得 答案 . 

作为 总 结 ,我 们 重 述 一 下 灶 增 长 定律 的 普遍 表述 :在 所 有 存在 于 自然 界 的 
闭合 系统 中 , 炉 从 来 不 会 减少 一 一 它 总 是 增长 或 者 在 极端 情况 下 保持 常数 . 相 
应 于 这 两 种 可 能 性 ,通常 把 所 有 发 生 在 宏观 物体 中 的 过 程 分 为 不 可 逆 的 和 可 逆 
的 两 种 . 前 者 指 的 是 与 整个 闭合 系统 的 箭 增长 相伴 的 过 程 , 按 照相 反 次 序 重复 
的 过 程 是 不 可 能 发 生 的 ,因为 在 这 种 情况 下 业 不 得 不 减少 . 如 果 闭 合 系统 的 炉 
在 过 程 中 保持 常数 到 ,因而 过 程 也 可 以 按 相反 的 方向 进行 ,那么 这 一 类 过 程 就 称 
为 可 逆 过 程 . 自然 ,严格 的 可 逆 过 程 是 理想 的 极限 情形 ;实际 上 ,在 自然 界 中 所 
进行 的 过 程 仅仅 在 一 定 的 精度 下 才 是 可 逆 的 . 





@ 应 当 着 重 指出 :这 时 系统 中 各 个 部 分 的 炉 未 必 也 保持 常数 . 
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表征 物体 宏观 状态 的 物理 量 称 为 热力 学 量 . 在 热力 学 量 中 有 一 些 量 , 不 仅 
具有 热力 学 的 意义 ,而 且 也 具有 纯 力 学 的 意义 . 例如 ,能 量 与 体积 就 是 这 样 . 但 
是 还 存在 另外 一 类 量 ,它们 只 是 作为 纯粹 统计 规律 性 的 产物 ,而 在 应 用 于 非 宏 
观 系统 时 就 没有 意义 ,例如 业 . 

以 后 我 们 要 引 和 人 热力 学 量 之 间 的 一 系列 关系 式 , 这 些 关 系 式 总 是 成 立 的 ， 
与 热力 学 量 究竟 属于 什么 样 的 实际 物体 无 关 . 这 些 关系 式 称 为 热力 学 关系 式 . 

在 运用 热力 学 量 的 时 候 , 通 常 对 它们 经 历 的 微小 的 涨 落 并 不 感 兴趣 . 因此 ， 
我 们 将 完全 忽略 这 些 涨 落 ,仅仅 在 物体 的 宏观 状态 改变 的 情况 下 才 考 虑 热力 学 
量 怎样 变化 吧 . 

考虑 彼此 处 于 热平衡 的 两 个 物体 ,并 且 这 两 个 物体 一 起 组 成 一 个 闭合 系 
统 . 那么 这 个 系统 的 炉 S( 在 系统 能 量 给 定 为 互 的 情况 下 ) 有 最 大 的 可 能 值 . 能 
量 £ 是 每 个 物体 的 能 量 E, 与 ,之 和 :E =E,+E,. 系统 的 炉 也 是 如 此 ,而 且 每 
个 物体 的 炉 都 是 各 自 能 量 的 函数 :S =S,(E,) +5S,(E,). 因为 E,=E-E,, 其 中 
E 是 常数 ,所 以 5 实际 上 是 单个 自 变量 的 函数 , 极 大 值 的 必要 条 件 可 以 写成 

ds ds ds:dE: ‘dS 





由 此 ， 


热力 学 量 的 涨 落 将 在 第 十 二 章 专门 讨论 . 


39 温 度 “29 . 


ds, dS, 
dE, dE, 
该 结论 不 难 推 广 到 任意 多 个 物体 彼此 处 于 平衡 的 情况 . 
由 此 可 见 ,如 果 系统 处 于 热力 学 平衡 状态 . 那么 对 能 量 的 导数 ,对 于 系统 
中 所 有 各 部 分 都 是 相同 的 , 即 在 整个 系统 内 都 不 变 . 物体 的 箭 $ 对 其 能 量 五 的 
导数 的 倒数 称 为 该 物体 的 绝对 温度 ,或 简称 温度 了 
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因此 彼此 处 于 平衡 的 物体 的 温度 是 相等 的 ,T = 7. 
正如 焙 一 样 ,温度 显然 也 是 一 个 纯粹 统计 性 质 的 量 , 只 对 宏观 物体 才 有 意 
义 . 
其 次 ,我 们 考虑 彼此 组 成 闭合 系统 ,但 并 不 处 于 平衡 状态 的 两 个 物体 . 它们 
的 温度 7T, 和 7, 是 不 同 的 . 随 着 时 间 的 推移 ,在 这 两 个 物体 之 间 将 建立 起 平衡 状 
态 ,并 且 它 们 的 温度 将 逐渐 趋 于 相等 . 同时 它们 的 总 焙 5S = 5, + 5, 应 该 增加 , 即 
焙 对 时 间 的 导数 是 正 的 : 
dS _ ds, dS, _ dS, dE, dS, dE, 


-a Pr ri 
dE, dE, 
因为 总 能 量 保持 守恒 ， 所 以 +=0， 因此 
dS /ds, dS,\dE, 1 1\dE, 
一 | _ 一 :| 一 : = (二 -二 | 一 > 0. 
dt “le | ( 二 


设 第 二 个 物体 的 温度 高 于 第 一 个 物体 的 温度 (7T, > Th ). 考虑 到 温度 是 正 的 
(参见 下 节 )， 那么 有 “+ >0( 相 应 地 2 <0)， 换 句 话说 ,第 二 个 物体 的 能 量 减 


小 ,而 第 一 个 物体 的 能 量 增加 . 温度 的 这 一 性 质 可 以 这 样 表述 :能 量 从 温度 较 高 
的 物体 转移 到 温度 较 低 的 物体 . 

炉 5 是 个 无 量 纲 量 . 因此 从 定义 (9. 1) 得 出 ,温度 具有 能 量 的 量 纲 ,所 以 就 
可 以 用 能 量 的 单位 来 量度 ,例如 用 尔格 (erg). 但 是 ,在 普通 条 件 下 尔格 似乎 是 
太 大 的 量 ,实际 上 通常 用 一 种 特殊 的 单位 来 量度 温度 ,这 种 单位 称 为 开尔文 
(K) ,或 简称 为 开 . 尔格 与 开尔文 之 间 的 变换 系数 , 即 每 一 开尔文 的 尔格 数 , 称 
为 玻 尔 兹 曼 常 量 ,通常 用 字母 上 表示 , 它 等 于 2 

k=1.38 x10 "erg/K 
我 们 约定 今后 所 有 的 公式 中 温度 都 以 能 量 为 单位 来 量度 . 如 果 在 数值 计算 


@ 为 便于 查询 ,我 们 也 给 出 开尔文 (K) 与 电子 伏特 (eV ) 之 问 的 换算 系数 : 
1 eV =11606 K. 
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时 ,要 将 温度 换算 成 以 开尔文 来 量度 ,只 需 用 kT 替换 了 因子 k 只 是 用 于 标示 温 
度 的 单位 约定 ,处 处 记 上 只 会 让 公式 繁 元 . 

如 果 温 度 以 开尔文 为 单位 ,为 避免 在 普遍 的 热力 学 关系 式 中 出 现 常数 上 , 通 
常 也 在 炉 的 定义 中 引入 因子 ,写成 

S = kinAT C9 2 

以 取代 (7.7) 式 . 那么 定义 温度 的 公式 (9. 1) ,以 及 本 章 下 面 导出 的 含 温 度 的 一 
切 普 遍 热 力学 关系 式 在 换算 为 开尔文 时 都 不 改变 . 

这 样 ,换算 为 开尔文 的 规则 就 在 于 在 所 有 公式 中 作 代 换 


Tk7, 5 一 广 (9. 3) 


$10 宏观 运动 


物体 的 各 个 宏观 部 分 作为 整体 参与 的 运动 称 为 宏观 运动 ,以 区 别 于 分 子 的 
微观 运动 . 现在 我 们 考虑 在 热力 学 平衡 状态 下 宏观 运动 的 可 能 性 问题 . 

把 物体 划分 为 大 量 很 小 的 (但 是 宏观 的 ) 部 分 ,并 设 及 ,,E。 和 P, 分 别 表示 
第 a 个 部 分 的 质量 、 能 量 和 动量 . 每 一 部 分 的 焙 5。 是 其 内 能 的 函数 , 即 是 它 的 
总 能 量 已。 与 它 的 宏观 运动 的 动能 P./2M, 之 差 的 函数 了. 因此 物体 的 总 粹 可 写 
成 


沁 
了 (10. 1) 
我 们 假设 物体 是 闭合 的 . 那么 除了 物体 的 能 量 守恒 而 外 ,物体 的 总 动量 与 
总 角 动 量 也 是 守恒 的 : 

了, = 常数 ， 2.7 xP。 = 常数 (10.2) 
(r。 是 物体 的 第 a 个 部 分 的 径 矢 ). 在 平衡 状态 中 ,物体 的 总 炉 5 作为 动量 P, 的 函 

数 , 在 附加 条 件 (10.2) 下 具有 极 大 值 . 根据 熟知 的 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 法 ,使 和 式 
了 (10.3) 


( 式 中 a,b 为 常 矢量 ) 对 己 . 的 导数 等 于 零 ,我 们 求 出 总 焙 为 极 大 值 的 必要 条 件 . 
把 5, 对 已 , 进行 求 导 @ ,再 根据 温度 的 定义 ,就 给 出 








2 Pp 
Ss.( a et 
dR \ 2 MT T 


四 ”物体 的 炳 只 是 它 的 内 能 的 函数 ,这 个 事实 可 直接 从 伽利略 相对 性 原理 得 出 ; 基 子 态 的 数目 .从 而 
统计 权重 (其 对 数 等 于 炉 ) 在 所 有 的 惯性 参考 系 也 包括 物体 在 其 中 是 静止 的 参考 系 中 ,应 该 是 同样 的 . 
加 ”标量 对 矢量 的 微 商 应 理解 为 这 样 一 个 矢量 :其 分 量 等 于 标量 对 于 该 矢量 的 诸 分 量 的 微 商 . 
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六 
(z = 矿 是 物体 的 第 a 个 部 分 的 速度 ). 因此 ,(10.3) 对 P, 求 导 , 得 


v 
一 也 +a+bxr,=0 
或 
二 (10.4) 
式 中 w= Ta,02 =7b 都 是 常 矢量 . 

所 得 到 的 结果 具有 简单 的 物理 意义 . 如 果 物 体 所 有 各 部 分 的 速度 都 由 
(10.4) 式 确定 ,而 式 中 ww 和 2 对 于 所 有 各 部 分 都 是 相同 的 ,这 就 意味 着 :我 们 
讨论 的 情形 就 是 物体 以 不 变 的 速度 wu 作 整 体 的 平 动 和 以 不 变 的 角速度 2 作 整 
体 的 转动 . 因此 ,我 们 得 到 一 个 重要 的 结论 :在 热力 学 平衡 状态 下 ,闭合 系统 只 
可 能 整体 作 匀 速 的 平 动 和 转动 ,任何 一 种 内 部 的 宏观 运动 在 平衡 状态 中 都 是 不 
可 能 的 %. 

以 后 我 们 通常 研究 静止 的 物体 ,相应 地 ,能 量 E 就 是 物体 的 内 能 . 

到 自前 为 止 ,只 利用 了 炉 作为 动量 的 了 泡 数 取 极 大 值 的 必要 条 件 ,还 没有 利 
用 附加 到 炉 的 二 阶 导 数 上 的 充分 条 件 . 容易 看 出 ,后 者 引导 出 一 个 非常 重要 的 
结论 :温度 只 可 能 是 正 的 ,了 7>02. 为 此 甚至 不 必 实 际 算出 二 阶 导数 ,只 要 进行 如 
下 讨论 就 够 了 . 

考虑 一 个 整体 静止 的 闭合 系统 . 假如 温度 会 是 负 的 ,那么 就 会 随 着 它 的 
宗 量 的 减 小 而 增长 . 由 于 烂 有 增长 的 趋势 ,物体 就 会 有 自发 地 瓦解 为 相互 飞散 
(同时 保持 总 动量 >P, =0) 的 各 部 分 的 趋势 ,以 使 和 式 (10. 1) 中 的 每 一 个 5, 的 
宗 量 取 尽 可 能 小 的 数值 . 换 句 话说 ,在 T<0 时 ,根本 不 可 能 有 平衡 状态 的 物体 
存在 . 

不 过 在 这 里 还 应 指出 下 述 情况 . 虽然 物体 的 温度 或 者 它 的 任何 一 部 分 的 温 
度 从 来 不 可 能 是 负 的 ,但 是 在 不 完全 平衡 状态 下 , 负 温 度 却 被 证 明 是 可 能 的 ,在 
这 种 情况 下 与 物体 的 一 部 分 自由 度 相 对 应 的 温度 可 以 是 负 的 ( 详 见 8$73). 
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在 物体 所 经 受 的 各 类 外 界 作 用 中 ,有 一 种 特殊 类 型 的 作用 ,其 作用 归结 为 
改变 物体 所 处 的 外 界 条 件 . 我 们 把 外 界 条 件 广义 地 理解 为 各 种 不 同 的 外 场 . 实 
际 上 ,最 常 遇 到 的 外 界 条 件 就 是 规定 物体 外 形 的 体积 . 在 某 种 意义 下 ,这 种 情形 


@ 为 避免 误解 ,我 们 提出 这 个 规则 的 一 个 重要 例外 : 超 流 的 液 氮 不 可 能 作为 整体 旋转 . 这 个 现象 将 
在 本 教程 的 第 九 卷 中 考虑 ;在 这 里 仅 指出 ;所作 的 证 明 , 并 不 适用 于 该 情形 ,因为 速度 的 分 布依 从 附加 条 
件 ( 超 流 运动 的 有 势 性 ) ,应 在 该 条 件 下 寻求 粹 的 极 大 值 . 

四 温度 7=0( 绝 对 零度 ) 对 应 摄氏 温标 -273.15. 
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也 可 以 看 成 是 一 种 特殊 类 型 的 外 场 ,因为 限制 着 体积 的 器 壁 ,就 其 作用 而 言 ,等 
效 于 阻止 物体 的 分 子 向 外 逃逸 的 势 圣 . 

如 果 除 了 外 界 条 件 的 改变 以 外 ,物体 不 再 受到 其 它 任 何 作用 ,就 说 物体 是 
热 绝缘 的 . 应 当 强 调 :虽然 热 绝 缘 的 物体 与 任何 别 的 物体 并 无 直接 相互 作用 ,但 
是 一 般 来 说 , 它 并 不 是 闭合 的 ,而 且 它 的 能 量 可 以 随时 间 而 变化 . 

从 纯 力学 观点 来 看 , 热 绝缘 的 物体 不 同 于 闭合 物体 之 处 就 在 于 ;由 于 存在 
着 变化 的 外 场 , 它 的 哈密 顿 函数 (能 量 ) 明 显 地 与 时 间 有 关 :E =E(p,g,t). 假如 
物体 与 其 它 物体 还 直接 发 生 相 互 作用 , 则 它 本 身 就 完全 不 会 有 哈密 顿 函数 , 因 
为 相互 作用 不 仅仅 与 该 物体 分 子 的 坐标 有 关 , 而 且 还 与 其 它 物 体 分子 的 坐标 
有 关 . 

这 种 情况 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 焙 增 长 定律 不 仅 对 闭合 系统 是 正确 的 ,而 
且 对 热 绝 缘 的 物体 也 是 正确 的 . 实际 上 ,在 这 里 我 们 把 外 场 看 成 是 完全 给 定 了 
的 坐标 和 时 间 的 函数 ,特别 是 忽略 了 物体 自身 对 外 场 的 反作用 . 换 句 话说 ,在 这 
里 场 是 纯 力 学 的 对 象 ,而 不 是 统计 学 的 对 象 , 因 而 在 这 种 意义 下 也 可 以 说 : 它 的 
炉 等 于 零 . 由 此 也 就 得 出 了 上 面 作出 的 结论 . 

假设 物体 是 热 绝 缘 的 ,而 且 它 所 处 的 外 界 条 件 变 化 得 足够 缓慢 ,这 样 的 过 
程 称 为 绝热 过 程 . 我 们 要 证 明 ,在 绝热 过 程 中 ,物体 的 入 保持 不 变 , 即 该 过 程 是 
可 逆 的 . 

我 们 可 以 用 一 些 参量 来 表征 外 界 条 件 , 这 些 参量 都 是 时 间 的 给 定 函 数 . 例 


如 ,假设 总 共 只 有 一 个 这 样 的 参量 ,用 字母 来 表示 . 烂 对 时 间 的 导数 字 将 以 某 
种 方式 依赖 于 A 对 时 间 的 变化 率 5A. 由 于 党 很 小 ,可 以 把 竺 展开 成 全 的 短 弘 
数 . 该 展开 式 的 零 次 项 , 即 不 含 只 的 项 为 零 , 因 为 处 于 热力 学 平衡 状态 的 闭合 系 
统 ,在 不 变 的 外 界 条 件 下 其 精 应 该 保持 不 变 ,所 以 当 他 =0 时 , 宁 也 应 该 为 零 
可 是 与 坚 成 正比 的 一 阶 项 也 应 该 为 零 .事实 上 ,该 项 应 该 随 着 休 改 变 符号 而 变 
号 . 然而 ,根据 入 增长 定律 ,S 总 是 正 的 . 由 此 得 出 结论 , 宁 的 展开 式 从 二 阶 项 开 


始 , 即 当 5 很 小 时 有 


由 此 得 到 
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因此 , 当 纪 趋 近 于 零 时 ,全 也 趋 近 于 零 , 这 就 证 明了 绝热 过 程 的 可 进 性 . 


必须 强调 指出 ,虽然 绝热 过 程 是 可 逆 的 ,但 是 绝 非 任何 可 闭 过 程 都 是 绝热 
的 . 过 程 的 可 道人 性 条 件 只 要 求 整 个 闭合 系统 的 总 箭 不 变 ,而 它 的 各 个 部 分 的 箭 
既 可 以 增加 ,也 可 以 减少 . 但 是 在 绝热 过 程 的 情况 下 ,必须 满足 一 个 更 为 严格 的 
条 件 :对 于 给 定 的 物体 虽然 本 身 只 是 闭合 系统 的 一 个 组 成 部 分 ,但 是 其 炉 也 必 
须 保 持 不 变 . 

以 上 我 们 把 绝热 过 程 定义 为 足够 缓慢 的 过 程 . 更 确切 地 说 ,外 界 条 件 必须 
变化 得 如 此 缓慢 ,以致 在 每 一 时 刻 都 可 以 认为 ,物体 是 处 在 与 该 时 刻 所 存在 的 
外 界 条 件 相 对 应 的 平衡 状态 之 中 . 换 句 话说 ,绝热 过 程 必须 比 在 该 物体 中 建立 
平衡 状态 的 过 程 更 加 缓慢 . 

我 们 来 推导 一 个 公式 ,该 公式 使 得 通过 纯 热力 学 的 途径 能 够 计算 各 种 平均 
值 . 为 此 ,假定 物体 经 历 着 一 个 绝热 过 程 ,我 们 要 确定 物体 的 能 量 对 时 间 的 导数 


宁 . 根据 定义 ,热力 学 能 量 E = E(p,q;A) ,其 中 E(p,9;A) 是 物体 的 哈密 顿 函 


数 , 它 以 和 A 作为 参 变量 . 从 力学 已 经 知道 (参看 第 一 卷 $8 40) ,哈密 顿 函数 对 时 间 
的 全 导数 就 等 于 它 对 时 间 的 偏 导 数 
dE(p,g;A) _ 3E(p,g;A) 
di ot 
在 给 定 的 情况 下 ,E(p,g;A) 通 过 A(t) 而 明显 地 与 时 间 有 关 , 所 以 能 够 写成 
dE(p,g;A) _ aE(p,g;A) dA 
dt oA di 
因为 按照 统计 分 布 求 平 均值 的 运算 与 对 时 间 求 导 的 运算 显然 可 以 按 任 意 次 序 
进行 ,我 们 有 
dE dE(p,g;A) 二 aE(p,g;A) dA 清国 1) 
dt dt 9A dt 
(导数 dA/dt 是 给 定 的 时 间 函 数 ,因而 可 以 从 平均 号 下 提出 来 ). 


@ 事实 上 ,该 条 件 可 能 是 很 不 严格 的 ,也 就 是 说 “缓慢 "的 绝热 过 程 实际 上 可 能 进行 得 相当 “ 迅 
速 ”. 例如 ,在 气体 膨胀 时 ( 比如 活塞 在 汽缸 中 向 外 移动 活塞 的 速度 只 要 比 气体 中 的 声速 小 得 多 就 可 以 ， 
即 在 实际 上 它 可 能 还 是 很 大 的 . 

在 物理 学 的 一 般 教程 中 ,绝热 脱 胀 (或 压缩 ) 常 常 被 定义 为 非常 迅速 的 ". 这 时 候 ,所 注意 的 是 问题 
另 一 方面 一 一 过 程 应 该 进行 得 如 此 迅速 ,以 使 物体 来 不 及 与 周围 介质 进行 热 交 换 . 由 此 可 见 ,我 们 所 注意 
的 是 能 够 实际 保证 物体 的 热 绝缘 性 条 件 ,而 应 当 比 建立 平衡 状态 的 过 程 缓慢 得 多 这 一 条 件 就 默认 为 已 经 
满足 了 . 
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更 重要 的 ,由 于 绝热 过 程 , 式 (11. 1) 中 的 导数 ze2,05A “的 平均 值 可 以 理 


解 为 按 统 计 分 布 求 平均 ,该 统计 分 布 与 在 参量 A 的 给 定 值 下 的 平衡 状态 相对 
应 , 即 与 该 时 刻 所 存在 的 外 界 条 件 下 的 平衡 状态 相对 应 . 


把 热力 学 量 5 看 成 物体 的 粹 5 和 外 参量 和 的 函数 ,就 可 以 把 导数 定 写 成 另 


外 的 形式 . 因为 在 绝热 过 程 中 5 保持 不 变 , 所 以 我 们 有 
dE _ /3E\ dA 
T= (a dt， hey 
式 中 括号 下 方 的 字母 表明 导数 是 在 $ 不 变 的 情况 下 取 的 . 
将 式 (11.1) 与 式 (11.2) 相 比较 ,我 们 得 到 : 
aE(p,g;A) _/9E 
oA lai 3 
这 就 是 所 求 的 公式 . 该 公式 使 得 能 够 通过 热力 学 的 途径 来 计算 形 为 2 24 
的 量 ( 按照 平衡 的 统计 分 布 ) 的 平均 值 . 这 种 类 型 的 量 在 研究 宏观 物体 的 性 质 时 
常会 遇 到 ,因此 (11.3) 式 在 统计 学 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 计算 作用 于 物体 上 
的 各 种 力 ( 这 时 作为 参量 A 的 是 物体 某 一 部 分 的 坐标 ,参阅 下 面 讨论 压强 的 一 
节 ) ,计算 物体 的 磁 矩 或 电 矩 ( 这 时 作为 参量 A 的 是 磁场 强度 或 电场 强度 ) 等 
等 ,都 属于 这 一 类 . 
我 们 在 这 里 对 于 经 典 力学 的 情形 所 进行 的 全 部 讨论 也 完全 可 以 应 用 到 量 
子 理论 中 去 ,只 需要 在 所 有 的 地 方 都 用 哈密 顿 算 符 8 去 代替 能 量 E(p,g; 和 A ) 就 
行 了 . 这 时 公式 (11.3) 写 成 如 下 形式 
aH _ /9E 
2 0 (11.4) 
式 中 横 线 表示 完全 的 统计 平均 ,该 平均 已 自动 包含 了 量子 力学 的 平均 . 


8$12 压强 


物体 的 能 量 已 是 一 个 可 加 性 的 热力 学 量 : 物 体 的 能 量 等 于 它 的 各 个 (宏观 
的 ) 部 分 的 能 量 之 和 2. 另 一 个 基本 的 热力 学 量 炉 也 具有 同样 的 性 质 . 

能 量 和 炉 的 可 加 性 导致 下 列 非常 重要 的 结果 . 如 果 物 体 处 于 热平衡 状态 ， 
那么 可 以 断言 :物体 的 焙 在 给 定 的 能 量 值 下 (或 物体 的 能 量 在 给 定 的 箭 值 下 ) 仅 


@ 其 所 以 如 此 是 由 于 我 们 忽略 了 这 些 部 分 之 间 的 相互 作用 能 ;如 果 我 们 正 是 要 考虑 由 于 不 同 物体 
间 存 在 着 分 界面 而 引起 的 那些 现象 (这 些 现象 在 第 十 五 章 中 研究 ) ,就 不 能 这 样 做 了 . 
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与 物体 的 体积 有 关 而 与 物体 的 形状 无 关 @. 实际 上 ,物体 形状 的 改变 可 以 当成 是 
物体 各 个 部 分 的 重新 排列 ,由 于 业 与 能 量 都 是 可 加 性 量 , 所 以 它们 不 发 生变 化 . 
当然 ,这 时 假定 物体 并 不 处 于 外 力 场 中 ,所 以 物体 各 部 分 在 空间 的 位 移 不 至 于 
引起 它们 能 基 的 变化 . 

这 样 ,处 于 平衡 中 的 静止 物体 的 宏观 状态 总 共 只 要 用 两 个 量 就 可 以 完全 确 
定 , 例 如 用 体积 与 能 量 . 所 有 其 它 的 热力 学 量 都 可 以 表示 为 这 两 个 量 的 函数 . 当 
然 , 因 为 各 个 热力 学 量 之 间 的 这 种 相互 依赖 关系 ,所 以 其 它 任 何 一 对 热力 学 量 
也 都 可 以 用 来 作为 自 变量 . 

现在 我 们 来 求 物体 作用 于 自身 体积 的 边界 上 的 力 . 根据 力学 中 熟知 的 公 
式 ,作用 到 某 个 表面 元 dg 上 的 力 等 于 


F = 9E(p,g;7) 
or 


式 中 E(p,gq;r) 是 物体 的 能 量 , 作 为 物体 中 粒子 的 坐标 与 动量 的 函数 ,同时 也 作 
为 该 表面 元 的 径 矢 的 函数 ,在 现在 的 情况 下 , 面 元 的 径 矢 起 着 外 参量 的 作用 . 对 
该 等 式 取 平 均值 并 利用 (11.3) 式 ,得 到 
FE ~-_92(P,9ir) =-( 世 ] =- (号 ) av 
or ar/, aV/, oar” 

式 中 了 为 体积 . 因为 体积 的 变化 等 于 ds . dr, 其 中 ds 是 表面 元 ,所 以 2 = ds, 因 
而 

FB = (EE 

Fs (9) 4 


由 此 可 见 , 作 用 在 表面 元 上 的 平均 力 ,指向 该 面 元 的 法 线 方向 并 与 该 面 元 的 面 
积 成 正比 (帕斯卡 定律 ). 作用 到 单位 表面 积 上 的 力 ,其 绝对 值 等 于 


Fa (i 1 


该 物理 量 称 为 压强 . 

在 用 (9. 1 ) 式 来 定义 温度 时 ,实质 上 是 对 不 直接 与 任何 其 它 物体 相 接触 的 
物体 而 言 的 ,特别 是 对 不 被 任何 外 界 介质 所 包围 的 物体 而 言 的 . 在 这 种 条 件 下 ， 
不 必 确 定 过 程 的 特征 ,就 可 以 讨论 物体 的 能 量 和 灼 变化 . 而 在 物体 处 于 外 界 
介质 中 (或 被 容器 壁 所 包围 ) 的 普遍 情况 下 ,公式 (9. 1) 必须 规定 得 更 明确 些 . 


QD 这些 论断 事实 上 只 适用 于 液体 和 气体 ,而 不 适用 于 固体 ,改变 固体 的 形状 (使 之 形变 ) 要 求 耗 费 

- 定 的 功 , 即 这 时 物体 的 能 量 被 改变 . 这 种 情况 是 因为 :固体 的 形变 状态 ,严格 地 说 ,是 不 完全 的 热 动 平衡 

状态 (但 是 为 了 建立 完全 平衡 所 需要 的 弛 珍 时 间 如 此 之 大 ,以 致 于 在 很 多 方面 ,形变 固体 的 行为 都 像 在 
平衡 状态 一 样 )， 
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实际 上 ,如 果 在 变化 的 进程 中 ,给 定 物体 的 体积 发 生变 化 ,这 就 不 可 避免 地 会 影 
响 到 同 它 相互 接触 的 诸 物体 的 状态 ,因而 为 了 定义 温度 ,我 们 必须 同时 考虑 所 
有 这 些 同 它 相互 接触 的 物体 (例如 ,把 物体 与 放置 它 的 容器 一 起 考虑 ). 而 如 果 
我 们 想 仅仅 根据 一 个 给 定 物 体 的 热力 学 量 来 定义 温度 ,就 必须 认为 这 个 物体 的 
体积 没有 改变 . 换 句 话说 ,温度 定义 为 :在 恒定 体积 下 取 物体 的 能 量 对 其 信 的 导 
数 


7 = ( 守 ) . (12.2) 


等 式 (12.1),(12.2) 可 以 合 在 一 起 写成 以 下 微分 关系 式 
dE = TdS - Pd (12. 3) 
这 是 最 重要 的 热力 学 关系 式 之 一 . 
彼此 处 于 平衡 的 物体 ,其 压强 彼此 相等 . 这 甚至 从 以 下 事实 就 可 直接 得 出 : 
任何 情况 下 的 热平衡 都 以 存在 力学 平衡 为 前 提 , 换 而 言 之 ,这 些 物体 中 任何 两 
个 物体 的 相互 作用 力 ( 遍 及 它们 的 接触 表面 ) 应 该 相互 抵消 , 即 其 绝对 值 相等 而 
方向 相反 . 
平衡 时 压强 相等 也 可 以 从 业 是 极 大 值 的 条 件 推导 出 来 ,完全 类 似 于 我 们 在 
8$ 9 中 证 明 温 度 相 等 那样 . 为 此 ,考虑 处 于 平衡 状态 的 闭合 系统 的 两 个 相互 接触 
的 部 分 . 箭 为 极 大 值 的 必要 条 件 之 一 是 : 业 相 对 于 这 两 部 分 的 体积 V, 和 的 变 
化 ,如 果 其 它 部 分 的 状态 保持 不 变 ( 这 也 特 指 V+ V, 之 和 保持 不 变 ) ,应 取 极 大 
值 . 如 果 S, 和 5, 表示 这 两 部 分 的 箭 , 则 有 
05 _ 95, sam _ a5, 35, _ 
aV 7 aV, + BV, av, ™ aV, aV, 
但 是 ,由 改写 的 关系 式 (12.3) 
人 dE + dy 


可 以 看 出 中 = 全 ,因此 天 = 区 .由 于 平衡 时 温度 7， 和 7 相同 ,所 以 我 们 由 此 得 
出 所 求 的 压强 相等 关系 式 :P, = P， 

必须 注意 ,在 建立 热平衡 的 过 程 中 ,压强 达到 相等 ( 即 力学 平衡 ) 远 比 温度 
达到 相等 要 快 得 多 . 因此 ,常常 会 遇 到 这 样 的 情况 ,在 整个 物体 的 压强 是 常数 
时 ,而 温度 还 不 是 常数 . 问题 就 在 于 :压强 不 便 定 与 存在 未 抵消 的 力 有 关 ,这 些 
力 导致 出 现 宏观 运动 ,宏观 运动 促使 压强 趋 于 相等 的 过 程 远 比 促使 温度 趋 于 相 
等 的 过 程 进 行 得 快 得 多 ,因为 温度 趋 于 相等 的 过 程 与 宏观 运动 无 关 

容易 看 出 ,在 任何 平衡 状态 下 ,物体 的 压强 应 该 是 正 的 . 实际 上 , 当 P >0 时 


有 | 57] >0, 因 而 物体 的 灶 只 可 能 在 物体 肛 胀 时 增加 ,然而 这 种 肛 胀 又 会 受到 
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它 周围 物体 的 阻碍 . 反之 , 当 P<0 时 就 会 有 [ 3y) <0. 因而 物体 就 必须 自发 地 


收缩 ,致使 箭 增长 . 

但 是 ,温度 为 正 的 要 求 与 压强 为 正 的 要 求 之 间 有 本 质 的 区 别 . 具有 负 温 度 
的 物体 是 完全 不 稳定 的 ,因而 不 可 能 存在 于 自然 界 中 . 而 具有 负 压 强 的 (不 平衡 
的 ) 状 态 在 自然 界 中 是 可 以 实现 的 ,虽然 只 具有 有 限度 的 稳定 性 . 问题 就 在 于 : 
物体 自发 地 收缩 使 它 “ 脱 离开 "容器 壁 ,或 者 在 物体 的 内 部 形成 空 腔 , 即 物体 形 
成 了 新 的 表面 ;这 种 情况 就 导致 在 所 谓 亚 稳 态 中 实现 负 压 强 的 可 能 性 %. 
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作用 在 物体 上 的 外 力 可 以 对 物体 做 功 , 根 据 普 遍 的 力学 规则 , 功 定义 为 这 
些 力 与 它们 所 引起 的 位 移 的 乘积 . 这 个 功 可 以 使 物体 进入 宏观 运动 的 状态 ( 通 
常用 于 改变 物体 的 动能 ) ,或 使 物体 在 外 场 中 产生 位 移 ( 例 如 在 重力 场 中 使 物体 
升 高 ). 然而 最 使 我 们 感 兴趣 的 情况 是 对 物体 做 功 的 结果 改变 了 物体 的 体积 ( 即 
外 力 是 对 物体 进行 压缩 ,物体 作为 一 个 整体 仍然 保持 静止 ). 

以 后 我 们 约定 外 力 对 已 知 物体 做 功 R 总 认为 是 正 的 , 负 功 R<0 相应 地 表 
示 已 知 物体 本 身 (例如 物体 膨胀 时 ) 对 某 些 外 界 客体 做 功 (大 小 为 | R|). 

作用 在 物体 表面 单位 面积 上 的 力 是 压强 ,而 表面 的 面 元 与 它 的 位 移 的 乘积 
就 是 该 面 元 运动 所 扫 过 的 体积 ,注意 到 这 两 点 我 们 就 求 得 物体 体积 改变 时 对 物 
体 所 做 的 功 ( 在 单位 时 间 内 ) 是 


A i C3, EE) 


(在 压缩 物体 时 9 <0, 则 守 >0). 该 公式 既 可 用 于 可 逆 过 程 ,也 可 用 于 不 可 远 


过 程 ; 此 时 只 要 求 遵 守 一 个 条 件 一 一 在 整个 过 程 中 物体 必须 处 于 力学 平衡 状 
态 , 即 在 每 一 时 刻 ,压强 在 整个 物体 内 必须 是 常数 ， 

如 果 物 体 是 热 绝缘 的 , 则 其 能 量 的 所 有 变化 由 对 物体 做 功 而 引起 . 在 非 热 
绝缘 物体 的 普遍 情况 下 ,除了 功 以 外 ,物体 还 通过 直接 传递 的 途径 从 与 它 相互 
接触 的 其 它 物 体 获 得 (或 给 予 ) 能 量 . 这 部 分 变化 的 能 量 称 为 物体 所 获得 (或 给 
出 ) 的 热量 @. 因而 ,物体 能 量 的 变化 (在 单位 时 间 内 ) 可 以 写成 


dE _ dR ,dQ 
Dg 人 


与 功 的 情形 相 类 似 ,我 们 约定 物体 从 外 源 获得 的 热量 总 是 正 的 . 
一 般 说 来 ,(13.2) 中 的 能 量 E 应 当 理 解 为 物体 的 总 能 量 , 包 括 宏观 运动 的 


@ 关于 亚 稳 态 的 定义 ,参看 §21; 关 于 负 压 强 , 也 可 参看 (83.1) 后 的 脚注 . 
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动能 在 内 . 然而 ,我 们 习惯 上 将 只 研究 与 改变 静止 物体 体积 有 关 的 功 ; 在 这 种 情 
况 下 ,能量 就 归结 为 物体 的 内 能 了 . 
在 功 由 (13. 1) 式 所 定义 的 条 件 下 ,对 于 热量 有 : 


dQ _ dE ,pdy 
0 Pi 测 攻 柄 为 


我 们 假定 :在 整个 过 程 中 ,可 以 认为 物体 在 每 一 时 刻 都 处 于 热平衡 状态 ,这 个 热 
平衡 状态 与 物体 在 这 一 时 刻 的 能 量 和 体积 的 值 相对 应 (必须 强调 ,这 并 不 表示 
过 程 一 定 是 可 逆 的 ,因为 物体 可 能 并 不 和 周围 的 物体 处 于 平衡 状态 ). 根据 定义 
明 数 E(S,V) (物体 在 平衡 状态 下 的 能 量 ) 的 微分 的 关系 式 (12.3) 可 以 写 出 


es (13.4) 


当 物体 的 状态 作 无 限 小 改变 时 , 它 所 获得 的 功 dR 与 热量 dg 都 并 不 是 任何 
物理 量 的 全 微分 .只 有 dQ + dR 之 和 即 能 量 的 变化 dE 才 是 全 微分 . 因此 可 以 
说 物体 在 给 定 状 态 下 的 能 其 ,而 不 能 说 ,例如 ,物体 在 给 定 状态 下 所 具有 的 热 
量 . 换 而 言 之 , 绝 不 能 把 物体 的 能 量 分 为 热能 与 机 械 能 . 这 种 划分 仅仅 在 讨论 能 
量 的 变化 时 才 有 可 能 . 在 物体 从 一 种 状态 转化 为 男 一 种 状态 时 ,能 量 的 变化 可 
以 分 成 物体 所 获得 (或 给 出 ) 的 热量 以 及 对 物体 所 做 (或 物体 自身 对 其 它 物体 所 
做 ) 的 功 . 这 种 区 分 并 非 由 物体 的 初 态 与 末 态 单 值 地 确定 ,而 与 过 程 本 身 的 特征 
有 关 . 换 而 言 之 , 功 与 热量 是 物体 所 经 历 的 过 程 的 函数 ,而 不 仅仅 是 物体 的 初 态 
与 末 态 的 项 数 . 当 物 体 经 历 一 个 循环 过 程 , 即 从 某 一 状态 开始 而 又 以 同一 状态 
终结 时 ,这 一 点 表现 得 尤为 明显 . 实际 上 ,在 这 一 过 程 中 能 量 的 变化 为 零 ,而 同 
时 物体 却 能 够 获得 (或 给 出 ) 一 定 的 热量 (或 者 功 ). 在 数学 上 把 这 种 情况 表示 
为 :全 微分 dE 对 闭合 回路 的 积分 等 于 零 ,而 dQ 和 dR 并 不 是 全 微分 ,所 以 它们 
的 积分 不 等 于 零 . 

物体 的 温度 在 每 升 高 一 度 时 所 吸收 的 热量 称 为 热 容 . 显然 ,物体 的 热 容 与 
在 什么 条 件 对 它 加 热 有 关 . 通常 分 为 在 体积 不 变 情况 下 的 热 容 C, 与 在 压强 不 
变 条 件 下 的 热 容 C,. 显然 ， 


c, = 7( 守 ) ， (13.5) 
C, = 7(37) (13.6) 


”在 这 种 意义 下 ,记号 dR 与 dQ 是 不 太 确切 的 ,因此 我 们 要 避免 使 用 它们 . 
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我 们 来 讨论 热量 的 公式 (13.4) 不 适用 ,然而 却 可 以 对 它 建 立 某 些 不 等 式 的 
情形 . 有 这 样 一 些 过 程 :虽然 温度 (和 压强 ) 在 物体 内 都 是 不 变 的 ,而 整个 过 程 中 
物体 并 不 处 于 热平衡 状态 . 例如 ,在 相互 反应 物质 的 均匀 混合 物 中 所 产生 的 化 
学 反应 就 是 这 样 . 由 于 物体 自身 存在 不 可 北 过 程 (化 学 反应 ) ,物体 的 炉 的 增长 
也 就 不 依赖 于 它 所 获得 的 热量 ,于 是 可 以 断言 :如 下 不 等 式 是 正确 的 


SS G13) 


有 一 种 不 可 逆 过 程 ,其 结果 是 物体 从 一 个 平衡 态 过 渡 到 另 一 个 与 初 态 很 相 

近 的 平衡 态 , 但 是 整个 过 程 中 物体 并 不 处 于 平衡 状态 了 ,在 这 种 情况 下 可 以 写 出 

男 一 个 类 似 的 不 等 式 . 这 时 ,物体 在 该 过 程 中 获得 的 热量 88 与 物体 的 炉 的 改变 
55 之 间 有 不 等 式 

80 70 (13.8) 


8$14 烩 


如 果 在 过 程 中 物体 的 体积 保持 不 变 , 则 dQ = dE, 即 物体 所 获得 的 热量 等 于 
物体 能 量 的 变化 . 如 果 过 程 是 在 压强 不 变 的 情形 下 进行 的 , 则 热量 可 以 用 某 个 
量 的 微分 形式 来 确定 : 

dQ = d(E + PV) = dW, (14.1) 
这 个 物理 量 
W =-E PV (14.2) 
称 为 物体 的 始 2. 因此 ,在 压强 不 变 的 情况 下 所 进行 的 过 程 中 答 的 变化 等 于 该 物 
体 所 获得 的 热量 . 

容易 求 出 烩 的 全 微分 等 于 什么 .把 dE =TdSs -PdV 代 入 dW=dE+PdVt+ 

VdP ,我 们 求 出 


dW = TdS + VdP. (14.3) 
由 此 得 出 
= {3wW i 
| V ml (14.4) 


如 果 物 体 是 热 绝 缘 的 (应 该 记得 ,这 绝 不 表明 物体 是 闭合 的 ) , 则 dQ =0, 而 
从 (14.1) 得 出 , 热 绝 缘 物 体 在 压强 不 变 的 条 件 下 所 经 历 的 过 程 中 
多 = 常数 ， (14.5) 
即 它 的 烩 是 守恒 的 ， 


@ 压强 改变 不 大 的 所 谓 焦耳 -汤姆 孙 过 程 (参阅 $18) 就 是 一 个 例子 ， 
四 它 也 称 为 热 函 数 或 热 函 . 
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根据 关系 式 dE =7dS - Pdy, 热 容 C, 可 以 写成 


i (等 ) . (14.6) 
类 似 地 ,对 于 热 容 C, 有 
s。- (加 
2 aT 


我 们 看 到 ,在 压强 不 变 的 情况 下 炊 具有 的 性 质 类 似 于 在 体积 不 变 的 条 件 下 
能 量 所 具有 的 性 质 . 


$15 自由 能 和 热力 学 势 


当 物 体 的 状态 发 生 无 穷 小 的 可 逆 等 温 变 化 时 ,对 物体 所 做 的 功 可 以 写成 一 
个 量 的 微分 形式 
dR=dE-d0=dE-7TdS = d(E-7S) 
或 
dR = dF, (15.1) 
其 中 
F=E-7S (13.2) 
是 物体 状态 的 一 个 新 的 函数 , 称 为 自由 能 . 这 样 ,在 可 逆 的 等 温 过 程 中 ,对 物体 
所 做 的 功 等 于 物体 自由 能 的 变化 . 
我 们 来 求 自由 能 的 微分 . 把 dE =7TdS - PdV 代 和 信 dF =dE -7dS -Sd7, 得 到 


dF =- SdT - Pdy C15. 2 
由 此 得 出 很 明显 的 等 式 
-fa 3 
te a (5.4 
利用 关系 式 = 下 + 7TS, 可 以 通过 自由 能 把 能 量 表 示 为 
= 
| (on) Flos 


公式 (12.1),(12.2),(14.4),(15.4) 表 明 , 知 道 了 E,W 或 这些 量 中 的 
任何 一 个 (作为 两 个 相应 的 自 变量 的 函数 ) ,并 作出 其 偏 导 数 ,就 可 以 确定 所 有 
其 余 的 热力 学 量 . 由 于 这 个 原因 ,E,W,F 这 些 量 通常 称 为 热力 学 势 ( 与 力学 势 
相 类 似 ) 或 热力 学 特征 函数 . 能 量 E 是 相对 于 变量 5,7 的 势 ; 烩 四 是 相对 于 变 
量 5S,P 的 势 ;自由 能 F 是 相对 于 变量 V,7T 的 势 . 

我 们 还 缺少 相对 于 变量 P,7 的 热力 学 势 . 为 此 ,我 们 把 PdV = d(PV) -VdP 
代入 (15.3), 并 将 d( PV) 移 到 等 式 的 左边 ,得 到 

d® = - SdT + VdP, (15.6) 
式 中 引入 一 个 新 的 量 
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b=E-TS+PV=F+PV=W-7S, (15.7) 
称 为 热力 学 势 (狭义 的 )%. 
从 (15.6) 式 可 以 有 两 个 明显 的 等 式 


9 = = 5] . (15. 8) 


就 像 通过 FF 表示 一样 ,也 可 以 通过 多 表示 熔 : 


Mi = 一 实 (二 


如 果 除 了 体积 以 外 还 有 确定 系统 状态 的 其 它 参 

中 必须 附加 上 与 微分 dA; 成 正比 的 诸 项 : 

dE = TdS ~ PdV + >》 4idAi， (15. 10) 
式 中 A; 是 物体 状态 的 某 些 函数 . 由 于 变换 到 其 它 的 势 并 不 涉及 变量 A,, 显 然 ， 
在 FF, 多,W 的 微分 表示 式 中 也 必须 附加 这 些 同样 的 项 : 

dF =— SdT - PdV + > AidA,, 
如 此 等 等 . 因此 ,A; 这 些 量 可 以 从 任何 一 个 势 对 A, 求 偏 导 数 得 出 (这 时 必须 记 
住 ,在 求 偏 导数 时 有 哪些 其 它 的 变量 应 看 作为 常数 . 再 回顾 公式 (11.3) ,可 以 写 
出 相 类 似 的 关系 式 : 


) 、 (15.9) 
A;, 则 能 量 的 微分 表示 式 


2 F311 
aA 二 人 


该 式 表 明 :物体 的 哈密 顿 函 数 对 某 个 参 变量 的 偏 导 数 的 平均 值 可 通过 自由 能 对 
同一 参 变量 的 偏 导数 表示 (完全 类 似 地 ,也 可 通过 或 者 不 的 偏 导数 表示 ). 

值得 注意 下 列 情况 . 如 果 A; 这 些 参 变量 的 值 变 化 不 太 大 , 则 E,F,W,@ 这 
些 量 的 变化 也 不 太 大 . 显然 ,如 果 这 些 量 中 的 每 一 个 都 是 在 相应 的 一 对 变量 不 
变 的 条 件 下 考虑 的 , 则 这 些 量 的 变化 彼此 都 相等 : 

(8E),y (BF)yy 二 (SW),p (8D),p. (15. 12) 

这 个 结果 称 为 小 增 量 定理 ,以 后 将 多 次 用 到 . 

自由 能 与 热力 学 势 具 有 极其 重要 的 性 质 ,利用 该 性 质 能 在 各 种 不 同 的 不 可 


着 过 程 中 确定 它们 变化 的 方向 . 从 不 等 式 (13.7) 出 发 ,把 (13.3) 式 中 的 全 代入 
其 中 ,得 到 
一 本 四 一 << 了 一 一 1 


假设 过 程 在 等 温和 体积 不 变 ( 了 = 常数,Y = 常数 ) 的 条 件 下 进行 ,这 时 不 等 式 可 


@D 在 西方 文献 中 量 玉 和 外 常常 也 分 别称 为 交 姆 雷 兹 自由 能 和 吉 布 斯 自由 能 . 
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d(E -75) = 宁 <0. (15. 14) 


dt 
因此 ,在 温度 和 体积 不 变 的 情况 下 所 进行 的 不 可 逆 过 程 伴 随 着 物体 自由 能 的 减 
少 . 
类 似 地 ,在 P= 常数 .T= 常数 时 ,不 等 式 (15. 13) 具 有 形式 


即 在 温度 和 压强 都 不 变 的 情况 下 所 进行 的 不 可 逆 过 程 伴随 着 热力 学 势 的 减 
少 0. 

相应 地 ,在 热平衡 状态 下 ,物体 的 自由 能 与 热力 学 势 都 取 极 小 值 一 一 前 者 
是 在 T 和 V 不 变 的 条 件 下 对 于 状态 的 一 切 变化 而 言 ,后 者 是 在 7 和 P 不 变 的 条 
件 下 对 于 状态 的 一 切 变 化 而 言 . 


习 题 


已 知 物体 自由 能 的 表示 式 , 怎 样 可 以 计算 出 物体 粒子 的 平均 动能 ? 

解 : 哈 密 顿 函数 (在 量子 情形 下 为 哈密 顿 算 符 ) 可 以 写成 区 (p,9q) =U(g)+ 
K(p) 的 形式 ,其 中 U(g) 是 物体 粒子 间 的 相互 作用 势能 ,K(p) 是 物体 粒子 的 动 
能 . 后 者 是 动量 的 二 次 函数 ,并 且 与 粒子 的 质量 m( 对 于 由 相同 粒子 构成 的 物体 
而 言 ) 成 反比 . 因此 把 m 当成 参 变量 ,可 以 写 出 

E(p,g;m 1 
Bo pgm) Rs 


om 


这 样 , 应 用 公式 (15. 11) ,得 到 平均 动能 


K = K(p) = -mm 2 、 
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T,V 和 7T,P 是 在 实践 中 最 常用 而 且 最 方便 的 两 对 热力 学 变量 . 正 因为 如 
此 ,常常 需要 将 热力 学 量 彼此 间 的 各 种 导数 变换 成 别 的 变量 一 一 无 论 是 函数 ， 
还 是 自 变 量 . 

如 果 用 Y 和 了 作为 自 变 量 , 则 变换 的 结果 可 通过 压强 已 与 热 容 C,( 作 为 了 
和 了 的 函数 ) 很 方便 地 表示 出 来 . 把 压强 .体积 和 温度 联系 起 来 的 方程 , 称 为 物 
体 的 物 态 方程 . 因此 这 里 所 论 及 的 公式 应 该 使 得 能 够 根据 物 态 方程 与 热 容 C， 


D 应 该 注意 ,在 这 两 种 情况 下 所 讨论 的 都 是 物体 并 非 处 于 平衡 状态 的 过 程 (例如 ,化 学 反应 ), 因 
此 , 它 的 状态 并 非 单 值 地 取决 于 温度 与 体积 (或 压强 ). 


516 热力 学 量 的 导数 之 间 的 关系 .43 ， 


计算 出 热力 学 量 的 各 种 导数 . 

类 似 地 ,在 选取 已 和 了 作为 自 变量 时 ,变换 的 结果 应 该 通过 了 和 C,( 作 为 己 
和 了 的 函数 ) 表 示 出 来 . 

同时 还 应 该 注意 ,C, 对 TY 或 C, 对 P( 而 不 是 对 温度 7) 的 依赖 关系 本 身 就 


可 用 物 态 方 程 来 确定 .实际 F ,容易 看 出 ,导数 { 能 变换 成 用 函数 P(V,7) 


oy 
就 可 以 确定 的 形式 . 利用 5 = - ( 55] ,我 们 有 








(7 
又 因为 (57) = -PP, 就 得 到 所 求 的 公式 
| = 7(24) . Ci 
用 类 似 的 方法 ,可 求 得 公式 ee 
二 俩 ea 


(变换 时 必须 用 到 公式 (15.8) ). 

现在 我 们 指出 ,最 常 遇 到 的 几 种 热力 学 导数 可 以 怎样 变换 . 

科 对 体积 或 压强 的 导数 可 以 根据 物 态 方程 并 借助 于 下 列 一 些 公式 计算 出 
来 ,这 些 公式 是 热力 学 量 微分 表达 式 的 直接 结果 . 


这 些 公 式 是 : 
2 i 
即 
为, (办 ， 03 
类 似 地 有 
(22), = -35 ($7), -~ 37( 9), 
即 
测 …-( 测 . oem 


根据 等 式 dE = TdS -~ Pdy 可 以 计算 导数 | 本 为 


(= 
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或 者 ,把 (16.3) 式 代 人 ,得 


(所 = 7( 江 -和 (16.5) 

y 

用 类 似 的 方式 可 以 求 出 下 列 公 式 : 
( 装 ,--"( 斩 ,-( 芭 ， ue 
(于 四 3 + We (Sa. = 党 = 7(7) ， (16.7) 
( 殷 六 -P|(S) , 5 0 de (16. 8) 


最 后 ,我们 指出 :在 以 7,P 作为 自 变量 时 ,如 何 从 热 容 C, 和 物 态 方程 来 计 
算 热 容 C,. 由 于 c.=7(5 2 ,问题 就 在 于 把 导数 [入 天 变换 到 其 它 自 变量 . 进 
行 这 类 变换 最 简单 的 方法 是 用 雅 可 比 行列 式 0. 








我 们 写 出 
6 
(六 的， 
(5), 
”靖国 
(53), 
@ 行列 式 
du ou 
= 和 Ek 重生 
0x oy 





称 为 雅 可 比 行列 式 . 它 具 有 下 列 很 显然 的 性 质 : 
(vu) _ _ a(u,v) 











By) ~ Mey) 和 
9(u,y) _ /Ou 
a(x,7y) -| 有 上 (¥) 
其 次 还 有 下 列 关系 式 : 
9(u,v) _ a(u,v) .a(t,s) 
oy Di Dy) 人 
du dv 
9| — ,vr 9| x ,一 一 
da v) 2 ( dt ) ( ) (V) 
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把 (16.4) 式 代入 ,就 得 到 所 求 的 公式 





(16.9) 


类 似 地 ,把 C, =7( 5 变换 到 以 7,Y 作为 自 变量 时 ,可 以 得 到 公式 


Pp 
Cs 到， 
[ 
导数 { 55) 总 是 负 的 一 一 当 物 体 等 温 膨 胀 时 ,其 压强 总 是 下 降 的 (在 $21 


中 ,将 严格 地 证 明 这 种 情况 ). 因此 从 公式 (16. 10) 得 出 结论 ,对 于 所 有 的 物体 有 
G2 Gs (16.11) 
当 物 体 绝热 膨胀 (或 压缩 ) 时 ,其 粹 保持 不 变 . 因此 在 绝热 过 程 中 ,物体 的 温 
度 体积 和 压强 之 间 的 关系 由 科 不 变 的 情况 下 所 取 的 各 种 导数 来 确定 . 我 们 来 
推导 能 够 根据 物体 的 物 态 方程 和 热 容 来 计算 这 些 导数 的 一 些 公式 . 
当 以 V,T 为 自 变量 时 ,我 们 求 出 温度 对 体积 的 导数 为 : 





(16. 10 ) 








9( 了 ,S) ( 汪 
(ny 
aVis a(V,s) 人 [加 Cav),’ 
a(V, 
或 者 将 (16.3) 式 代入 ,得 
(3 =- 去 ( 茸 (16. 12) 


类 似 地 求 得 公式 
( 约 ,- 代 0 


wa 为 正 ( 负 ) , 则 在 绝热 膨胀 时 


物体 的 温度 下 降 ( 升 高 )?. 
其 次 ,我 们 计算 物体 的 绝热 压缩 率 , 写 出 


@ 在 §21 中 将 严格 证 明 总 有 C。 >0, 所 以 也 总 有 C, >0. 
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5(P,7) 7)， 
或 者 
(区 = 如 区 (16. 14) 


因为 不 等 式 C, > C,, 由 此 得 出 ,绝热 压缩 率 按 绝对 值 总 是 小 于 等 温 压 缩 率 . 
利用 公式 (16.9),(16.10) ,从 (16.14) 可 以 得 到 关系 式 


国 -大 :于 ne 
(7 ( 弛 -二 (办 : CT.) 
§ 17 ”热力 学 温 


现在 我 们 指出 ,怎样 可 以 ( 至少 在 原则 上 ) 建 立 热 力学 温标 ,为 此 使 用 任意 
一 个 物体 ,其 物 态 方程 预先 并 不 知道 . 换 句 话说 ,问题 就 在 于 要 用 这 个 物体 来 
建立 热力 学 温标 7 与 由 任意 刻度 的 “温度 计 ” 所 定义 的 某 种 纯粹 经 验 温标 r 之 
间 的 关系 T=T(7). 
为 此 从 如 下 关系 式 (所 有 的 量 均 属 于 该 物体 ) 出 发 : 
30 
(0 =) 
(此 处 已 用 到 (16.4) 式 ). 由 于 7 与 7 彼此 一 一 对 应 ,说 7 不 变 或 是 7 不 变 求 导 
并 无 区 别 . 我 们 把 导数 57) 改写 成 


(= 








a7), dT’ 
那么 就 有 
= 
或 
ay 
人 四 ar (17. 1 ) 
(3H) 


在 等 式 有 边 的 两 个 量 作为 经 验 温度 7 的 函数 可 以 直接 被 测量 出 来 :| 36 
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可 以 用 等 温 膨胀 时 为 了 使 物体 的 温度 保持 恒定 而 必须 传递 给 它 的 热量 来 确定 ， 
而 导数 (9) 可 以 用 等 压 加 热 时 物体 体积 的 改变 来 确定 . 因此 ,公式 (17. 1) 解 


决 了 所 提出 的 问题 ,能 确定 所 求 的 关系 了 = 了 47). 

同时 必须 考虑 到 ,由 (17. 1) 式 的 积分 来 确定 Imn7 只 能 精确 到 一 个 任意 附加 
常数 的 程度 . 由 此 可 知 温度 7 本身 的 确定 也 只 精确 到 一 个 任意 的 常数 因子 的 程 
度 . 自然 ,这 也 是 理所当然 的 一 一 绝对 温度 的 量度 单位 可 以 任意 选择 ,这 等 价 于 
在 关系 T=7T(7) 中 有 一 个 任意 的 因子 . 


$18 焦耳 -汤姆 孙 过 程 


考虑 这 样 一 种 过 程 ,在 压强 已 下 的 气体 (或 液体 ) 稳定 地 迁移 到 压强 为 P， 
的 容器 内 . 过 程 的 稳定 性 意味 着 ,在 整个 过 程 中 压强 P, 和 P, 保持 不 变 . 可 以 把 
这 一 过 程 图 示 为 气体 可 穿 过 多 和 孔 的 壁 ( 图 2 的 e), 同 时 分 别 用 一 个 向 里 移动 和 
一 个 向 外 移动 的 活塞 保持 壁 两 边 的 压强 不 变 . 如 果 壁 上 的 孔 足 够 地 小 , 则 气体 
的 宏观 流速 可 以 认为 是 零 . 同时 还 假定 :气体 与 外 界 是 热 绝 缘 的 . 





上 面 描述 的 过 程 称 为 焦耳 -汤姆 孙 过 程 . 应 当 着 重 指出 :该 过 程 是 不 可 逆 
的 ,这 从 存在 具有 许多 小 孔 的 壁 就 可 以 看 出 , 它 会 产生 很 大 的 摩擦 ,把 气体 的 速 
度 消耗 掉 . 

设 有 一 定量 气体 在 压强 P, 下 充满 体积 V, ,绝热 地 迁移 到 V, 中 去 ,并 且 压 
强 变 为 P,. 气体 能 量 的 变化 已 - E,, 等 于 让 气体 移出 体积 V 对 之 所 做 的 功 
P,V, 减 去 气体 在 压强 P, 下 占有 体积 V, 其 所 做 的 功 P,V,. 因此 ,有 E, -五 = 
PV-PV 或 E+P VV =E,+P, 此 见 

W, = W,. 很 1. 人 时 

所 以 ,在 焦耳 - 汤姆 孙 过 程 中 ,气体 的 烩 守恒 . 

在 压强 作 微小 变化 的 情况 下 ,焦耳 -汤姆 孙 过 程 所 引起 的 温度 变化 由 等 熔 


下 所 取 的 导数 弛 决定 . 变换 这 个 导数 ,使 P,7 为 自 变量 ,有 
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a(T,W) (于 
[= A(T, W) a a(P,7) 本 aP/, 
aP/, 3(P,W) a(P,W) aW\ 
a(P,7) (37), 
由 此 并 借助 公式 (14.7) 和 (16.7) ,得 
(加 ,= 计 "( 蛤 ,中 6 


增 的 变化 取决 于 导数 [ 35 . 关系 式 dW = TdS + VdP 可 写成 dS = dw 


V 
asy __V 
(53) ye (18.3) 
这 个 量 总 是 负 的 ,这 是 理所当然 的 :因为 气体 经 过 不 可 道 的 焦耳 - 汤姆 孙 过 程 
而 变 到 较 低 压强 时 伴随 着 箭 的 增加 . 


我 们 再 讨论 一 个 如 下 过 程 ,最 初 处 于 两 个 连通 容器 之 一 的 气体 膨胀 到 第 二 
个 容器 中 去 ;这 个 过 程 当 然 是 不 稳定 的 ,并 且 这 两 个 容器 中 的 压强 都 要 发 生变 
化 ,直到 彼此 相等 为 止 . 在 气体 膨胀 到 真空 中 时 ,其 能 量 E 守重. 如 果 由 于 膨胀 


的 结果 ,总 体积 只 有 不 大 的 变化 , 则 温度 的 变化 取决 于 导数 [3]. 把 这 个 导数 
变换 到 以 Y,7 为 自 变量 ,我 们 得 到 公式 


( 绚 “G[P = ] (18.4) 


对 于 炉 的 变化 有 
各 


正如 所 料 ,气体 膨胀 时 , 灶 增 加 . 
$19 最 大 功 


考虑 由 几 个 彼此 并 不 处 于 热平衡 的 物体 所 组 成 的 绝热 系统 . 在 建立 热平衡 
的 过 程 中 ,系统 可 以 (对 某 个 外 界 客体 ) 做 功 . 然而 ,向 平衡 状态 的 过 渡 可 以 通过 
不 同 的 方式 来 实现 ,而 且 系统 最 终 的 平衡 状态 也 将 是 不 同 的 ;特别 地 ,系统 的 能 
量 和 粹 将 会 是 不 同 的 . 

根据 这 一 点 ,从 不 平衡 的 系统 可 能 获得 的 总 功 将 与 建立 平衡 的 方式 有 关 ， 
因而 可 以 提出 以 下 问题 :为 使 系统 产生 尽 可 能 大 的 功 , 人 向 平衡 状态 的 过 渡 应 该 
如 何 进 行 . 同时 ,我 们 感 兴趣 的 正 是 由 于 系统 的 不 平衡 性 所 做 的 那 部 分 功 ; 这 意 
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味 着 必须 除去 由 于 系统 一 般 脱 胀 所 可 能 做 的 功 一 一 系统 本 身 处 于 平衡 状态 也 
能 做 这 样 的 功 . 根据 这 一 点 ,我们 将 假定 在 过 程 结束 时 系统 的 总 体积 保持 不 变 
(虽然 在 过 程 进行 之 中 可 能 有 所 变化 ). 

设 系统 的 初始 能 量 为 6。 ,而 系统 在 平衡 状态 下 的 能 量 作为 系统 在 该 状态 下 
焙 的 函数 为 已 (S). 由 于 系统 是 热 绝 缘 的 , 它 所 做 的 功 就 简单 地 等 于 其 能 量 的 变 
化 : 

|R| = E, - E(S) 
(我 们 写成 | R| ,是 因为 根据 我 们 约定 ,如 果 系 统 本 身 做 功 , 就 有 R <0). 
把 |R| 对 末 态 的 炉 5 求 导数 ,有 
| (让 
35 
式 中 了 是 末 态 的 温度 ;导数 在 系统 未 态 体 积 (与 初 态 值 相 同 ) 恒定 的 条 件 下 到 . 
我 们 看 到 ,该 导数 是 负 的 , 即 | R | 随 着 5 的 增加 而 减 小 . 但 是 热 绝缘 系统 的 箭 不 
可 能 减少 .因此 ,只 要 在 整个 过 程 进行 中 $ 保持 不 变 ,就 会 达到 最 大 可 能 的 
HL | 

因此 ,我 们 得 出 结论 : 当 系 统 的 粹 保持 不 变 时 , 即 按 可 逆 方 式 向 平衡 态 过 渡 
时 ,系统 做 的 功 最 大 . 

设 有 两 个 具有 不 同 温度 7 和 7, 的 物体 ,而 且 7 > 7. 我 们 来 确定 当 它 们 
之 间 有 小 量 的 能 量 交换 时 可 能 产生 的 最 大 功 . 首先 要 着 重 指出 :假如 能 量 的 转 
移 是 在 两 个 物体 相互 接触 时 直接 发 生 的 话 ,那么 就 什么 功 也 不 会 产生 . 这 时 过 


程 将 是 不 可 赣 的 (两 个 物体 的 炳 会 增加 8E[ 元 -元 ] ,其 中 3E 是 转移 的 能 量 ). 


因此 ,为 了 实现 能 量 的 可 逆转 移 而 相应 地 得 到 最 大 功 , 还 必须 把 一 个 实现 
某 种 可 逆 循 环 过 程 的 辅助 性 物体 (“ 工 作物 体 " ) 引进 系统 中 . 这 个 过 程 应 该 这 
样 进行 ,使 得 彼此 直接 进行 能 量 交换 的 物体 处 于 相同 的 温度 ,就 是 说 ,我 们 在 温 
度 7 下 把 工作 物体 同 温度 为 7, 的 物体 相 接触 并 等 温 地 从 后 者 获得 一 定 的 能 
量 . 随后 , 它 被 绝热 地 冷却 到 温度 T ,并 在 此 温度 下 把 能 量 给 予 温 度 为 九 的 物 
体 ,最 后 ,又 绝热 地 返回 到 初 态 . 在 与 这 些 过 程 相 联系 的 膨胀 过 程 中 ,工作 物体 
对 外 界 客体 做 功 . 以 上 所 描述 的 循环 过 程 称 为 卡 诺 循环 . 

在 着 手 计 算 所 获得 的 最 大 功 时 ,值得 指出 ,工作 物体 在 这 里 可 以 不 予 考虑 ， 
因为 过 程 的 结果 仍旧 是 使 它 返回 到 最 初 的 状态 . 设 比 较 热 的 第 二 个 物体 失去 热 
量 -8E,= — 7,85, ,而 第 一 个 物体 同时 获得 能 量 5E, = T,85. 由 于 过 程 的 可 逆 
性 ,两 个 物体 箭 的 和 保持 不 变 , 即 85S, = -85,. 所 做 的 功 等 于 两 个 物体 总 能 量 的 
减少 , 即 

|8R|.. =- 8E, -$8E, =-T5S -7,85, =- (7 -7,)85,, 
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1, 2 
| (19.1) 
所 做 的 功 与 所 耗费 的 能 量 之 比 称 为 效率 n. 根据 (19. 1) 式 , 当 能 量 从 较 热 
的 物体 转移 到 较 冷 的 物体 时 ,最 大 效率 等 于 
72 1, 
Yaa = 1 
一 个 更 方便 的 量 是 利用 系数 n, 它 定义 为 所 做 的 功 与 在 给 定 条 件 下 可 能 获得 的 
最 大 功 的 比 . 显然 ， 


| 5R | ... = 


(.19; 2) 


WE 
na 


§20 处 于 外 部 介质 中 的 物体 所 做 的 最 大 功 


现在 我 们 考虑 另 一 种 情况 下 的 最 大 功 问 题 . 设 物体 处 于 外 部 介质 中 ,而 且 
介质 的 温度 Te 和 压强 P, 与 物体 的 温度 7 和 压强 已 并 不 相同 . 物体 可 以 对 某 个 
客体 做 功 ,假定 该 客体 不 仅 与 介质 ,而 且 与 该 物体 都 是 热 绝 缘 的 . 介质 与 处 于 其 
中 的 物体 以 及 物体 对 之 做 功 的 客体 一 起 组 成 闭合 系统 . 介质 具有 如 此 巨大 的 体 
积 和 能 量 ,以 致 由 于 物体 所 经 历 的 过 程 而 引起 的 能 量 与 体积 的 改变 ,不 会 导致 
介质 的 温度 与 压强 有 任何 可 觉察 的 变化 ,因而 可 以 认为 介质 的 温度 和 压强 是 不 

假如 没有 介质 ,那么 在 物体 状态 变化 给 定 ( 即 给 定 物体 的 初 态 与 末 态 ) 的 情 
况 下 ,物体 对 热 绝缘 的 客体 所 做 的 功 就 是 一 个 完全 确定 的 量 , 等 于 物体 能 量 的 
变化 . 然而 ,有 了 介质 存在 而 且 它 也 参与 过 程 , 这 就 使 得 结果 不 再 是 单 值 的 , 同 
时 产生 一 个 问题 :在 物体 状态 变化 给 定 的 情况 下 ,物体 能 够 做 的 最 大 功 是 怎么 
样 的 . 

如 果 物 体 从 一 个 状态 转变 到 另 一 个 状态 时 , 它 对 外 部 客体 做 功 ,那么 物体 
从 第 二 个 状态 逆转 变 到 第 一 个 状态 时 , 某 个 外 功 源 应 该 对 物体 做 功 . 正 转变 伴 
随 着 物体 做 最 大 功 | R | ,,, ,要 实现 与 这 个 转变 相对 应 的 逆转 变 , 就 要 求 外 源 耗 
费 最 小 功 R。 显然 , | R| ,与 Ri, 这 两 个 功 彼此 相同 ,因此 有 关 计算 它们 二 者 
问题 完全 等 价 ,下面 我 们 就 讨论 热 绝 缘 的 外 功 源 对 物体 所 做 的 功 . 

在 过 程 进 行 中 ,物体 可 以 同 介质 交换 热量 和 功 . 因为 我 们 感 兴趣 的 只 是 给 
定 的 外 源 对 物体 所 做 的 那 部 分 功 ,当然 就 必须 把 介质 对 物体 所 做 的 功 从 对 物体 
所 做 的 总 功 中 分 出 来 . 这 样 ,在 物体 状态 的 某 种 (不 一 定 很 小 的 ) 变 化 下 ,物体 能 
量 的 总 的 变化 由 三 部 分 组 成 :外 源 对 物体 所 做 的 功 尽 ,介质 对 物体 所 做 的 功 以 
及 物体 从 介质 获得 的 热量 . 正如 上 面 已 经 指出 的 ,由 于 介质 的 尺度 很 大 , 它 的 温 


$20 处 于 外 部 介质 中 的 物体 所 做 的 最 大 功 “ 51， 


度 和 压强 可 以 认为 是 不 变 的 ;所 以 它 对 物体 所 做 的 功 是 P,AV,, 它 所 放出 的 热 
晤 等 于 一 7,AS。( 角 标 为 0 的 字母 属于 介质 ,不 带 角 标的 字母 属于 物体 ). 因此 ， 
我 们 有 : 
AE = R+ PAV, - TAS.. 
由 于 介质 和 物体 一 起 的 总 体积 保持 不 变 , 所 以 Am = -AV. 其 次 ,由 于 炳 增长 定 
律 有 AS+AS。==0( 热 绝缘 的 外 功 源 的 粹 始终 不 变 ) ,因此 ASo=> -AS. 所 以 从 
R =AE -PAV, +7T AS 求 得 
R= AE -TAS+ PAV. (20. 1) 
在 可 逆 过 程 的 情况 下 取 等 号 . 因此 ,我 们 再 次 得 出 结论 :假如 转变 过 程 是 可 
逆 的 ,那么 实现 状态 的 转变 所 耗费 的 功 就 最 小 (相应 地 ,完成 逆转 变 产生 最 大 
功 ). 最 小 功 的 数值 取决 于 公式 
= AL = TS + (20. 2) 
(Te 和 Pu 是 常量 ,可 以 移 到 符号 A 之 外 ) ,这 个 功 等 于 物理 量 E -76S + PoV 的 
变化 . 显然 ,最 大 功 的 公式 应 该 以 相反 的 符号 写 出 : 
IR|. =- A(E -TS + PY), (20. 3) 
因为 初 态 与 末 态 交换 了 位 置 . 
如 果 在 过 程 进行 中 ,物体 在 每 一 给 定 的 时 刻 都 处 于 平衡 状态 ( 当然 , 同 介质 
并 不 处 于 平衡 ) ,那么 对 于 状态 的 无 穷 小 变化 ,可 以 把 (20.2) 式 写成 另外 的 形 
式 :把 dE =7dS -Pdy 代 入 dR。,=dE-7ds+Pody, 求 得 
dR = (7T- 7)dS-(P-P,)dv. (20.4) 
值得 指出 两 种 重要 的 特殊 情形 . 如 果 物 体 的 体积 和 温度 保持 不 变 , 并 且 物 
体 的 温度 与 介质 的 温度 相等 , 则 从 (20.2) 式 有 尽 。.=A( 巨 -7S) ,或 
R =A (20. 5) 
即 最 小 功 等 于 物体 自由 能 的 变化 . 倘若 物体 的 温度 和 压强 保持 不 变 ,并 且 了 = 
7o,P=Po, 则 有 
RR (20.6) 
即 外 源 所 做 的 功 等 于 物体 热力 学 势 的 变化 . 
值得 强调 的 是 ,在 这 两 种 特殊 的 情形 下 ,所 指 的 物体 应 该 是 并 非 处 于 平衡 
状态 的 物体 ,所 以 其 状态 并 不 能 仅 由 7 和 V( 或 P) 唯 一 地 确定 ;否则 这 些 量 不 变 
就 意味 着 :根本 没有 任何 过 程 发 生 . 这 里 可 以 考虑 在 相互 反应 的 混合 物 中 的 化 
学 反应 溶解 过 程 ,等 等 . 
现在 假定 ,处 于 外 部 介质 中 的 物体 任 其 自然 ,不 对 它 做 任何 功 . 在 这 个 物体 
中 将 产生 自发 的 不 可 道 过 程 ,使 物体 趋 于 平衡 状态 . 现在 应 该 在 不 等 式 (20.1) 
中 令 R=0, 所 以 有 
A(E -TS+PV) <0. (20.7) 
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这 意味 着 ,物体 所 经 历 的 过 程 , 将 使 E- 7,5 + Puy 这 个 量 不 断 减 小 ,直到 平衡 时 
达到 最 小 值 . 

特别 是 ,在 温度 7=7, 和 压强 P= P, 都 不 变 的 自发 过 程 中 ,物体 的 热力 学 
势 $B 降低 ,而 在 物体 的 温度 T=7, 和 体积 都 不 变 的 自发 过 程 中 ,物体 的 自由 能 
下 将 降低 . 这 些 结果 曾 在 $ 15 中 用 另 一 种 观点 得 到 . 应 该 指出 ,这 里 所 得 出 的 结 
论 实 质 上 并 非 以 物体 的 温度 和 体积 (或 压强 ) 在 整个 过 程 中 保持 不 变 为 前 提 ; 可 
以 断言 ;在 任何 过 程 的 开始 与 结束 时 ,只 要 温度 和 压强 (或 体积 ) 是 相同 的 (而 且 
等 于 介质 的 温度 和 压强 ) ,即使 它们 在 过 程 的 进行 中 是 变化 的 ,那么 物体 的 热力 
学 势 (或 自由 能 ) 将 因 该 过 程 而 减 小 . 

还 可 以 赋予 最 小 功 另外 的 热力 学 意义 . 设 S, 是 物体 和 介质 的 总 炉 ; 如 果 物 
体 处 于 同 介质 平衡 的 状态 , 则 5, 是 它们 的 总 能 量 E, 的 函数 : 

和 

假设 物体 并 不 处 于 同 介质 平衡 的 状态 ,这 时 它们 的 总 箭 与 5,( 5,) 的 值 (在 它们 
的 总 能 量 值 E, 相同 的 条 件 下 ) 相差 某 一 数量 AS, <0. 在 图 3 中 , 实 线 表示 函数 
S,( EE,) ,而 竖 直 线段 ob 表示 数量 - AS,. 水 平 线段 be 表示 当 物 体 从 与 介质 平衡 
的 状态 逆向 转变 到 对 应 于 点 的 状态 时 总 能 量 的 变化 . 换 而 言 之 ,该 线段 表示 
某 个 外 源 为 了 使 物体 从 与 介质 平衡 的 状态 进入 给 定 状态 所 必须 耗费 的 最 小 功 . 
这 里 所 说 的 平衡 状态 (图 3 上 的 点) ,当然 跟 对 应 于 给 定 值 E, 的 平衡 状态 (a 
点 ) 并 不 一 致 





因为 物体 是 整个 系统 的 一 个 非常 小 的 组 成 部 分 ,所 以 它 所 经 历 的 过 程 只 能 
使 总 能 量 和 总 粹 产生 相对 而 言 极 小 的 变化 . 从 图 3 上 的 图 形 得 出 : 
__ dS.(E). 
dE 
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但 是 导数 全 ! 是 系统 的 平衡 温度 , 即 介质 的 温度 7,. 因此 ， 





BN: a RS (20. 8) 
To To 


该 公式 确定 的 是 : 当 物 体 并 不 处 于 同 介 质 平衡 的 状态 时 ,闭合 系统 (物体 + 介 
质 ) 的 和 与 其 最 大 可 能 值 相 差 多 少 ;这 里 的 AE,AS 和 AV 表示 物体 的 能 量 , 粮 和 
体积 与 它们 在 完全 平衡 状态 下 的 值 之 差 . 
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从 灶 的 极 大 值 条 件 得 到 热平衡 条 件 以 后 ,直到 目前 ,我 们 只 考虑 了 灼 一 
阶 导 数 . 因为 要 求 业 对 能 量 和 体积 的 导数 为 零 ,作为 平衡 条 件 我 们 得 到 了 ( $9， 
§ 12 ) 物 体 所 有 各 部 分 的 温度 和 压强 应 该 相等 的 条 件 . 然而 ,一 阶 导数 等 于 零 仅 
仅 是 极 值 的 必要 条 件 ,并 不 保证 焙 就 一 定 取 极 大 值 . 众所周知 ,阐明 极 大 值 的 充 
分 条 件 ,就 需要 研究 函数 的 二 阶 导数 . 

然而 ,不 直接 从 闭合 系统 的 科 为 极 大 值 的 条 件 出 发 ,而 是 从 与 它 等 效 的 另 
一 个 条 件 出 发 ,研究 这 个 问题 更 为 方便 2 了. 从 所 考虑 的 物体 中 分 出 某 个 微小 的 
(然而 是 宏观 的 ) 部 分 . 相对 于 这 一 小 部 分 ,物体 的 其 余部 分 可 以 看 成 是 外 部 的 
介质 . 这 时 ,正如 我 们 在 上 一 节 所 见 到 的 ,能 够 断言 ,在 平衡 时 ， 

B= Tg FR 

这 个 量 有 个 极 小 值 , 式 中 ,5S,V 是 物体 的 该 小 部 分 的 能 量 、 炉 和 体积 ;而 To,P。 
是 介质 的 温度 和 压强 , 即 物体 的 其 余部 分 的 温度 和 压强 . 显然 ,Te 和 P 同时 也 
是 我 们 正 研 究 的 这 一 部 分 在 平衡 状态 下 的 温度 和 压强 . 

因此 ,对 平衡 状态 有 任何 微小 的 偏离 时 ,E - TuS + PoV 这 个 量 的 改变 应 该 
是 正 的 , 即 

8E -7T8S+P8V >0. 《2 1 

换 句 话说 ,为 使 物体 的 这 一 小 部 分 从 平衡 状态 变 到 任何 邻近 态 所 必须 耗费 的 最 
小 功 应 该 是 正 的 . 

热力 学 量 与 其 平衡 值 的 偏差 前 的 系数 ,以 后 都 指 的 是 平衡 值 , 与 此 相应 ,把 
零 角 标 也 略 去 . 

把 8E 展开 为 级 数 (把 五 看 成 是 S 和 了 本 精确 到 二 次 项 ,我 们 得 到 

aE aE 


i oj8y 2 (S85 + +2.0E gs8y + o Ear 
5 555 + py 不 er Sa7555 + kar) 


@ ”至 于 炉 对 宏观 运动 动量 的 依赖 关系 , 则 无 论 关 于 一 阶 导数 的 条 件 ,或 者 关于 二 阶 导数 的 条 件 ,我 
们 都 已 经 研究 过 了 ($10) ,其 结果 是 求 出 了 物体 内 部 不 存在 宏观 运动 的 要 求 以 及 温度 必须 大 于 零 的 要 
求 : 
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但 是 2 = 7,25 = -P, 因 此 这 里 的 一 次 项 等 于 785 - P8V, 而 且 在 把 5E 代 和 人 
(21. 1) 式 时 ,一 次 项 就 消去 了 . 这 样 ,我 们 得 到 条 件 

9°E. aE Es 

Er +235378S8Y + dV 5 0; (21.2) 


众所周知 ,为 使 这 个 不 等 式 对 于 任意 的 58 和 58V 都 成 立 ,必须 满足 下 列 两 个 条 
件 9: 





2 

六 (21.3) 
oFEoE FE:? 
a a [ai] (21.4) 


因为 





2 
3 (二 } -元 


”和 
所 以 条 件 (21. 3) 取 二 > 0 的 形式 ,或 


人 (21.5) 
即 定 容 热 容 总 是 正 的 . 
条 件 (21.4) 可 以 写成 雅 可 比 行列 式 形式 
oak aE 
| (ss) a( 37) a(T,P) 


a(S,V) a 
变换 到 以 了 和 了 为 自 变量 . 有 











RpY _ AE I TN 
a(5,D ~ 25D ~ [0 cm) 
a(T,V) 07/ ， 
因为 C, >0, 上 式 相当 于 条 件 
(加 < 0， (21.6) 


即 在 温度 不 变 的 条 件 下 ,体积 的 增加 总 是 伴随 着 压强 的 减 小 . 

条 件 (21.5) 和 (21.6) 称 为 热力 学 不 等 式 . 不 满足 这 两 个 条 件 的 状态 是 不 稳 
定 的 ,因而 在 自然 界 中 不 可 能 存在 . 

在 $16 中 已 经 指出 ,由 于 不 等 式 (21.6) 和 公式 (16. 10) 总 有 C, > C,. 因此 
由 (21.5) 式 ,可 得 出 结论 ,总 有 


@ 在 (21.4) 中 取 等 号 的 特殊 情况 ,将 在 以 后 的 $ 152 中 考虑 . 
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CQ (2 了) 

C, 和 C, 是 正 的 ,意味 着 在 体积 不 变 的 条 件 下 能 量 是 随 温 度 单调 增长 的 函 
数 ,而 在 压强 不 变 的 条 件 下 始 也 是 随 温 度 单 调 增长 的 函数 . 至 于 炉 则 无 论 在 体 
积 不 变 的 条 件 下 还 是 在 压强 不 变 的 条 件 下 ,都 随 温度 单调 增长 . 

条 件 (21.5),(21.6) 是 对 物体 中 任何 一 个 微小 的 部 分 推导 出 来 的 ,因为 在 
平衡 状态 下 所 有 各 部 分 的 温度 和 压强 彼此 都 相等 ,当然 这 些 条 件 也 适用 于 整个 
物体 . 这 里 我 们 假定 物体 是 均匀 的 (至 今 也 只 考虑 这 样 的 物体 ). 我 们 着 重 指出 ， 
满足 条 件 (21.5) ,(21.6) 正 好 与 物体 的 均匀 性 有 关 . 例如 ,可 以 考虑 这 样 的 物 
体 ,其 粒子 是 靠 万 有 引力 维系 在 一 起 的 ;显然 ,这 样 的 物体 是 不 均匀 的 , 它 将 沿 
着 指向 中 心 的 方向 逐渐 变 得 稠密 . 物体 的 热 容 整体 也 可 以 小 于 零 , 即 物体 可 以 
随 着 能 量 的 减 小 而 变 热 . 值得 指出 ,这 与 物体 每 一 小 部 分 的 热 容 大 于 零 的 结论 
并 不 矛盾 ,因为 在 这 种 条 件 下 ,整个 物体 的 能 量 并 不 等 于 它 的 各 部 分 的 能 量 之 
和 一 一 这 些 部 分 之 间 还 存在 着 万 有 引力 相互 作用 产生 的 附加 能 量 . 

我 们 推导 出 来 的 不 等 式 是 平衡 条 件 . 但 是 满足 这 些 条 件 并 不 足以 使 得 平衡 
是 完全 稳定 的 . 

的 确 , 可 以 存在 这 样 的 状态 , 当 无 限 小 地 偏离 该 状态 时 , 炳 减 小 ,因此 物体 
接着 就 返回 到 初 态 ; 当 产 生 某 一 有 限 偏离 时 , 焙 有 可 能 比 初 态 更 大 . 在 这 种 有 限 
偏离 的 情况 下 ,物体 并 不 返回 到 初 态 , 相 反 地 ,会 趋向 于 转变 到 某 个 其 它 的 平衡 
态 , 这 个 状态 所 对 应 的 炉 的 极 大 值 比 最 初 状态 中 烤 的 极 大 值 还 要 大 . 相应 于 这 
种 可 能 性 ,在 平衡 状态 中 ,需要 区 别 所 谓 亚 稳 态 和 稳定 态 . 如 果 物 体 处 于 亚 稳 
态 , 则 在 偏离 足够 大 时 ,物体 可 能 不 返回 初 态 . 虽然 亚 稳 态 在 一 定 限度 内 是 稳定 
的 ,但 是 物体 迟早 终究 要 从 该 状态 转变 到 另 一 个 稳定 的 状态 中 . 后 者 对 应 于 所 
有 可 能 的 极 大 炉 中 的 最 大 者 ;离开 这 种 状态 的 物体 迟早 会 返回 到 这 个 状态 . 
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考虑 由 介质 和 被 介质 所 包围 的 物体 所 组 成 的 闭合 系统 . 设 $ 为 系统 的 总 
焙 ,而 y 为 属于 物体 的 某 一 个 量 ,并且 是 这 样 一 种 量 :$ 相对 于 它 具 有 极 大 值 的 


条 件 全 =0, 表 示 物 体 本 身 处 于 平衡 状态 ,而 并 不 一 定 同 介 质 处 于 平衡 . 再 设 x 
为 属于 同一 物体 的 另 一 个 热力 学 量 ,并 且 是 这 样 一 种 量 :如 果 除 了 =0 以 外 ， 


还 有 a =0, 则 表示 物体 不 仅 处 于 自身 的 内 部 平衡 ,而 且 也 同 介质 处 于 平衡 
引入 符号 
X=-—,， =- 一 . (22. 1) 
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在 完全 的 热力 学 平衡 状态 下 , 焙 $ 应 当 是 极 大 值 . 因此 , 除 条 件 


= (22;2.) 
以 外 ,还 应 该 满足 不 等 式 
站 > 0， 人 > 0， (22.3) 
并 且 
的 区 -的 >。 ea 


现在 假定 ,经 过 某 种 不 太 大 的 外 部 作用 ,物体 与 介质 的 平衡 被 破坏 ,而 且 量 
x 稍 有 变化 ,条 件 夺 =0 也 被 破坏 ;而 至 于 量 y, 则 假定 它 并 不 受 该 作用 的 直接 影 
响 . 设 Ax 是 量 x 的 变化 , 则 在 受到 作用 的 那 -- 时 刻 量 天 的 变化 为 
和 
(AX), = (和 


在 y 不 变 的 情况 下 ,x 的 变化 当然 会 破坏 Y=0 的 条 件 , 即 破坏 了 物体 内 部 
的 平衡 . 此 后 , 当 平衡 重新 恢复 以 后 , 量 X=AX 将 取 数 值 


全 人 (二 ) 光 才 
式 中 导数 是 在 等 于 零 的 恒定 的 了 值 下 取 的 . 


我 们 比较 AX 的 这 两 个 数值 . 利用 雅 可 比 行列 式 的 性 质 , 有 


5 
2 








dlys WED Rh 和 - 
a(%,y) 9y/, 
根据 条 件 (22.3) ,在 上 式 中 第 二 项 的 分 母 是 正 的 ,再 考虑 到 不 等 式 (22.4) , 求 得 
局 > ( > 0， (W233 
或 
| (AX), | > | (AX)yso |， (22. 6) 


不 等 式 (22.5) 或 (22.6) 构 成 所 谓 勒 夏 特 列 原理 的 内 容 . 

我 们 把 量 x 的 变化 Ax 看 作为 外 界 对 物体 作用 的 量度 ,而 把 AX 看 作 在 这 种 
作用 的 影响 下 物体 性 质变 化 的 量度 . 不 等 式 (22.6) 表 明 , 在 外 部 作用 使 物体 离 
开平 衡 状态 以 后 , 当 物 体内 部 的 平衡 又 恢复 时 ,AX 的 值 变 小 了 . 所 以 , 勒 夏 特 列 
原理 可 以 表述 如 下 : 

使 物体 离开 平衡 状态 的 外 部 作用 ,会 在 物体 中 引发 一 些 过 程 ,力图 减弱 该 
作用 的 影响 . 

我 们 举例 来 前 明 上 述 内 容 . 
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首先 ,利用 (20.8) 式 ,把 志和 了 这 两 个 量 的 定义 稍 加 改变 较为 方便 ;根据 


(20.8) 式 ,介质 加 物体 所 组 成 系统 的 箭 的 变化 等 于 - = , 式 中 7, 是 介质 的 温 
度 , 而 Re 是 把 物体 从 与 介质 处 于 平衡 的 状态 引 到 给 定 状态 时 必须 做 的 最 小 功 . 
于 是 可 写 





1 Rs 1 Rs 
天 ， = 下 CR 
对 于 物体 状态 的 无 穷 小 变化 ,有 (参看 (20. 4)) 

dR 3 (T= Td8 一 :人 (一 了 二 到 


从 今 以 后 没有 下 标的 所 有 量 都 属于 物体 ,而 具有 下 标 0 的 量 都 属于 介质 
设 « 是 物体 的 炉 5, 那 么 X= 一 平衡 条 件 X =0 给 出 了 =7,, 即 物体 的 温 
度 与 介质 的 温度 相等 . 不 等 式 (22. 5) 和 (22.6) 取 形式 





oT 9 了 

EA 2 0 22.8 
(85), * (a5 0 
[a] | wee|. (22. 9) 


这 些 不 等 式 的 意义 如 下 . 量 x( 物体 的 炉 ) 的 变化 表明 :有 一 定 的 热量 传 给 
物体 (或 从 物体 中 取出 ). 结果 物体 自身 的 平衡 被 破坏 ,特别 是 物体 的 温度 改变 
了 (变化 了 (A7T),). 物体 内 平衡 的 恢复 导致 物体 温度 的 变化 在 绝对 值 上 减 小 
( 变 为 (AT),-。), 即 好 像 使 物体 从 平衡 状态 偏离 作用 的 后 果 被 减弱 了 一 样 . 可 
以 说 ,加 热 (冷却 ) 物 体会 在 物体 中 引发 一 些 过程 , 这 些 过 程 会 促使 物体 降低 ( 升 
高 ) 温 度 . 





现在 , 设 * 是 物体 的 体积 站 那么 X = -平衡 时 X=0, 即 P=P. 不 等 

式 (22.5) 和 (22.6 ) 给 出 
全) < (三 <0， (22. 10) 
EGR | > [4AP)S.6.: (22. 11) 


如 果 物 体 ( 在 温度 不 变 的 条 件 下 ) 体积 改变 而 偏离 平衡 ,那么 ,特别 是 它 的 
压强 就 会 改变 ;在 物体 内 平衡 的 恢复 会 使 压强 改变 的 绝对 值 减 小 . 物体 体积 的 
减 小 会 增加 它 的 压强 ,反之 亦 然 . 注意 到 这 一 点 ,可 以 说 ,物体 体积 的 减 小 (或 增 
加 ) 会 在 物体 中 引发 一 些 过 程 ,这 些 过 程 会 促使 压强 减 小 (或 增加 ). 

今后 ,我 们 会 遇 到 这 些 结 果 在 (溶液 .化 学 反应 等 等 ) 各 方面 的 一 系列 应 用 . 

还 应 该 指出 ,如果 在 不 等 式 (22.8) 中 , 取 物 体 的 体积 作为 量 y, 则 我 们 有 : 

RE aT 池 
人 


Y 53 0, 


Y=0 
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因为 条 件 Y=0 在 该 情况 下 是 指 P =P,, 即 压强 恒定 . 因此 ,我 们 再 次 得 到 熟知 
的 不 等 式 C, > C, >0. 

类 似 地 ,如 果 在 (22. 10) 中 , 取 物 体 的 炉 作为 y, 则 条 件 Y=0 将 表示 温度 是 
常数 T=7T ,因而 得 到 


aV aV 
这 也 是 我 们 已 经 熟知 的 结果 . 


$23 能 斯 特定 理 


热 容 C, 大 于 零 的 这 一 事实 表示 :能 量 是 温度 的 单调 增长 消 数 . 反之 , 当 温 
度 下 降 时 能 量 单 调 地 减 小 ,因而 ,在 最 低 的 可 能 温度 即 绝对 零度 时 ,物体 应 该 处 
于 具有 最 小 可 能 能 量 的 状态 . 如 果 假 想 物 体 划 分 为 许多 部 分 ,把 物体 的 能 量 看 
作 这 些 部 分 的 能 量 之 和 , 则 可 以 断言 这 些 部 分 中 的 每 一 个 也 将 处 于 能 量 最 小 的 
状态 ;显然 , 当 总 和 取 极 小 值 时 , 它 的 所 有 各 项 也 必然 相应 地 取 极 小 值 . 

所 以 ,在 绝对 零度 时 ,物体 的 任何 一 部 分 应 该 处 于 一 个 确定 的 量子 态 一 一 
基态 . 换 句 话说 ,这 些 部 分 的 统计 权重 都 等 于 一 ,因而 它们 的 乘积 , 即 整个 物体 
的 宏观 状态 的 统计 权重 也 等 于 一 . 因而 ,物体 的 炉 一 一 统计 权重 的 对 数 一 一 等 
于 零 . 

因此 ,我 们 得 出 如 下 重要 的 结论 :在 绝对 零度 时 ,任何 物体 的 箭 都 变 为 零 了 
( 称 为 能 斯 特定 理 (W. Nemst,1906)). 

值得 强调 的 是 ,这 个 定理 是 量子 统计 学 的 结论 ,分 立 量子 态 的 概念 在 量子 
统计 学 中 起 重要 作用 . 在 纯粹 的 经 典 统 计 学 中 ,这 个 定理 是 不 能 被 证 明 的 ,这 时 
炉 始终 只 能 确定 到 具有 一 个 任意 附加 常数 的 准确 度 ( 参 看 §7). 

能 斯 特定 理 还 能 够 对 其 它 某 些 热力 学 量 在 7 一 0 时 的 行为 作出 结论 . 例如 ， 
容易 看 出 , 当 7=0 时 , 热 容 一 一 无 论 是 C, 还 是 C, 一 一 都 变 为 专 : 


[号 < (5 < 0， 


二 (323 1 
只 要 把 热 容 的 定义 写成 形式 
0 95. 
全 1 7 “ln 


就 可 以 直接 得 出 (23. 1) 式 . 当 T7 一 0 时 ,有 iIn7 一 -% ,但 因为 5 趋向 于 常数 极限 
( 即 零 ) ,显然 ,上 述 导 数 趋 于 零 . 


QD 为 避免 误解 ,我 们 强调 指出 : 几 讨 论 温度 趋 近 于 零 都 是 在 某 些 其 它 条 件 不 变 的 情况 之 下 一 一 比 
如 说 在 体积 不 变 或 压强 不 变 的 条 件 下 . 但 是 假如 在 使 气体 的 温度 趋 近 于 零 的 同时 ,又 无 限 地 减 小 它 的 密 
度 , 则 炉 就 可 以 不 变 为 零 . 


$24 热力 学 量 对 粒子 数 的 依赖 关系 。59 ， 


其 次 ,热膨胀 系数 变 为 零 : 


当 7 = 0 时， ( 苇 ) ;0 (23. 2) 


实际 上 ,这 个 导数 等 于 导数 - 个 小 (参看 (16.4) ) ,而 后 者 在 了 =0 时 变 为 零 ， 


因为 当 7=0 时 ,不 论 压强 如 何 , 总 有 5 =0. 
类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 : 


当 T = 0 时 ， (3) = 和 (23. 3) 


通常 当 7_0 时 , 灶 按 某 种 宪 律 变 为 零 , 即 5 = af ,其 中 oa 是 压强 或 体积 的 
函数 . 显然 ,在 这 种 情况 下 ， 热 容 和 | 5 | 和 | 这 些 量 都 按 同样 的 规律 ( 即 按 


同样 的 寡 次 n) 变 为 零 . 
最 后 ,可 以 看 出 ,C, - C, 较 之 热 容 本 身 更 快 地 变 为 零 , 即 
当 T = 0 时， (23.4) 


p 


实际 上 , 当 3 ec Sx 7T" 趋 近 于 零 . 从 (16.9) 式 可 以 看 出 ,这 时 C, - 
C_ < Tv 因此 2 全 二 ce Tt( 应 当 注意 . 当 T=0 时 、， 压 纺 率 ( 一 般 说 来 仍 


四 限 值 ). 

如 果 在 温度 的 整个 变化 范围 内 物体 的 热 容 都 是 已 知 的 , 则 炳 可 以 用 积分 的 
方法 计算 出 来 ,而 且 用 能 斯 特定 理 可 以 确定 出 积分 常数 的 值 . 于 是 ,在 给 定 的 压 
强 值 下 , 炉 对 温度 的 关系 由 如 下 公式 确定 








三 过 [ ed7, (23.5) 
对 于 烩 ,类 似 的 公式 为 
W = W, + [ car， (23.6) 
式 中 W 是 在 T=0 时 炊 的 值 . 对 于 热力 学 势 田 = 罗 -TS, 相 应 地 有 
$b = W,+ [car a 二 af (23.7) 
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除了 能 量 和 灶 以 外 , 像 忆 , 瑟 , 克 这 些 热力 学 量 也 都 具有 可 加 性 (可 加 性 可 以 
从 这 些 量 的 定义 直接 得 出 ,只 要 考虑 到 压强 和 温度 在 处 于 平衡 状态 的 整个 物体 
内 都 是 不 变 的 ). 这 种 可 加 性 使 我 们 能 够 对 于 这 些 量 依赖 于 物体 中 粒子 数 的 特 
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征 作出 茶 些 结论 . 在 这 里 我 们 考虑 由 相同 粒子 (分 子 ) 构 成 的 物体 ;所 有 的 结果 
都 能 直接 推广 到 由 不 同 粒子 所 构成 的 物体 一 一 混合 物 上 去 (参看 § 83). 

物理 量 的 可 加 性 意味 着 :物质 的 数量 (与 其 相关 的 就 是 粒子 数 W) 变 化 了 多 
少 倍 , 则 该 物理 莉 也 变化 多 少 倍 . 换 句 话说 ,可 加 性 的 热力 学 量 应 该 是 可 加 性 变 
量 的 一 次 齐 次 函数 

我 们 把 物体 的 能 量 表示 为 箭 和 体积 以 及 粒子 数 的 图 数 . 因为 S 和 了 本 身 也 
是 可 加 性 的 ,这 个 函数 应 该 取 如 下 形式 : 


E = Mr( 坟 ,下 (24. 1 ) 
这 是 N,S 和 了 的 一 次 齐 次 函数 的 最 普遍 的 形式 . 目 由 能 下 是 W,7 和 了 的 郴 数 . 


因为 温度 在 整个 物体 内 部 都 是 不 变 的 ,而 体积 是 可 加 性 的 ,所 以 出 于 同样 的 考 
虑 ,可 以 写 出 


Fa N (7). (24. 2) 
完全 类 似 地 ,把 烩 殉 表 示 为 N,S 和 压强 P 的 函数 形式 ,我们 得 到 

W = Mr( 六 ,有 (24.3) 
最 后 ,对 于 作为 N,P,7 的 函数 的 热力 学 势 ,有 

和 = N(P,T) (24.4) 


在 以 上 的 叙述 中 ,实质 上 我 们 是 把 粒子 数 看 作 是 一 个 参量 ,对 于 每 一 个 物 
体 它 具有 给 定 的 常数 值 . 现在 ,我 们 在 形式 上 把 NN 也 看 成 是 一 个 自 变量 . 那么 在 
热力 学 势 的 微分 表达 式 中 ,应 该 附加 一 个 正比 于 dN 的 项 . 例如 ,我 们 把 能 量 的 
全 微分 写成 


dE = 7dS - Pdy + AdN， (24. 5) 
式 中 我 们 用 字母 人 表示 偏 导数 
总 (区 (24.6) 
4 这 个 量 称 为 物体 的 化 学 势 . 类 似 地 ,用 同样 的 ,现在 有 
dW = TdS + VdP + pdN, (24.7) 
dF =— SdT - Pdy + dN, (24. 8) 
d® = - SdT + VdP + dN. (24. 9) 
从 这 些 公 式 中 得 出 
WW Yam .12 
有 


也 就 是 说 ,把 E,W,F,@ 这 些 量 中 的 任何 一 个 对 粒子 数 求 导数 ,就 可 以 得 到 化 学 
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势 ,但 是 在 每 一 种 情形 下 化 学 势 是 用 不 同 的 变量 来 表示 的 . 
把 写成 (24.4) 形 式 的 进行 微分 ,我 们 求 出 几 = 9 =/(P,7) , 即 


$ = Ny. (24.11) 
由 此 可 见 ,( 由 相同 粒子 所 构成 的 ) 物 体 的 化 学 势 不 是 别 的 ,而 是 属于 一 个 分 子 
的 热力 学 势 . 化 学 势 可 以 表示 为 P 和 7 了 的 函数 ,而 与 N 无 关 . 因此 ,对 化 学 势 的 
微分 而 言 ,可 以 立即 写 出 如 下 表达 式 
du = - sdT + vdP, (24. 12) 
式 中 s 和 vw 是 属于 一 个 分 子 的 炉 和 体积 . 
如 果 考 虑 一 定量 的 物质 ( 直到 目前 为 止 ,我 们 通常 都 是 这 么 做 的 ) , 则 其 中 
的 粒子 数 是 给 定 的 常量 ,而 它 的 体积 是 变量 . 现在 我 们 在 物体 内 划分 出 某 个 一 
定 的 体积 ,并 考虑 这 个 体积 中 所 包含 的 物质 ;在 这 种 情况 下 ,粒子 数 w 将 是 变 
量 ,而 体积 了 将 是 常量 . 这 时 ,例如 等 式 (24. 8) 就 化 为 
dF = - SdT + udN. 
在 这 里 自 变量 是 了 7 和 Wi; 我 们 引入 这 样 一 种 热力 学 势 : 它 的 第 二 个 自 变 量 不 是 
N, 而 是 人/. 为 此 把 jdN =d(AN) -wdu 代入 ,就 得 到 
d(F -nN) =- SdT - Ndy. 
但 是 ,uN= 甸 ,而 ~-@B= -PT 所 以 ,一 种 新 的 热力 学 势 (我 们 用 字母 2 来 表示 
它 ) 就 等 于 


12 =- PV (24. 13) 
而 且 
df2 =- SdT - Ndx (24. 14) 
在 温度 和 体积 都 不 变 的 条 件 下 ,把 2 对 化 学 势 求 导数 ,就 得 到 粒子 数 . 
~- {2 -=vfae 
人 ie, g "| 二 网 人 


就 像 证 明 E,W,F 和 BB( 各 自在 相应 的 一 对 变量 恒定 时 ) 的 小 增 量 彼此 相等 
一 样 ,容易 证 明 在 T,y,V 不 变 的 条 件 下 ,变化 (52) 71, y 也 具有 相同 的 性 质 . 换 句 
(BE)svn 3 (BP) n 本 (SB )sns (SW) Spy = (842) 7 rw: 
(24. 16 ) 
这 些 等 式 改进 并 推广 了 小 增 量 定理 ， 

最 后 ,类 似 于 在 $15 和 §20 中 对 自由 能 和 热力 学 势 所 进行 的 推导 ,可 以 证 
明 , 在 7T,V 和 不 变 的 条 件 下 所 进行 的 一 个 可 逆 过 程 中 所 做 的 功 ,就 等 于 热力 
学 势 2 的 变化 . 相对 于 状态 在 7,V,p 不 变 的 条 件 下 的 一 切 变 化 ,在 热平衡 状态 
下 的 势 2 有 极 小 值 . 


"62. 第 二 章 热力 学 量 


 ” 汉 题 
试 求 在 变量 取 T, 凡 ,V 时 热 容 C, 的 表达 式 ， 
解 :把 导数 c.=7( 弛 )， 变换 到 以 了 ,Y 和 几 作 为 自 变量 ,为 此 ,我 们 写 出 


oT 
(考虑 了 始终 不 变 ) : 





CT) (tn),(37) 








9SY _ a(S,N) _ 3(7T,x) _ /9S) _ op!r\ aT/, 
(7 a(T,N) o(T,N) 和 (2) E 
a(T,p) OM/r 
ox( 罚 ,-- 识 -( 状 " 
9 
C Wit 本 
人 
u'r 


§25 在 外 场 中 物体 的 平衡 


考虑 处 于 (时 间 上 ) 和 恒定 的 外 场 中 的 物体 . 这 时 ,物体 的 各 个 部 分 处 于 不 同 
的 条 件 下 ,因此 物体 是 不 均匀 的 . 这 样 的 物体 的 平衡 条 件 之 一 仍旧 是 在 整个 物 
体 中 温度 为 常量 ;但 是 在 物体 中 的 不 同 地 点 压强 是 不 同 的 . 

为 了 推导 第 二 个 平衡 条 件 ,我 们 从 物体 中 划分 出 两 个 确定 的 相互 接触 的 体 
积 ,并 且 要 求 在 物体 的 其 余部 分 的 状态 不 变 的 条 件 下 它们 的 炉 5=5, + 5, 极 大 . 


焙 为 极 大 值 的 必要 条 件 之 一 是 导数 - 等于零 因为 在 给 定 的 物体 这 两 部 分 中 


的 粒子 总 数 N + N, 可 看 作 常 数 ,我 们 有 
0 
aN, ON, omow QaN, 3N, 

但 是 只 要 把 恒等式 dE =7dS +AdN 改写 成 为 如 下 形式 


_dE 
ds = dN; 


我 们 就 可 以 看 出 ,( 在 E 入 恒定 的 条 件 下 ) 导 数 0 等 于 -长 . 因此 ,有 名 = 全 
但 是 在 平衡 时 Ti =7, ,因此 ,py =pz. 于 是 ,我 们 得 出 以 下 结论 :物体 在 外 场 中 平 
衡 时 ,除了 温度 为 常数 外 ,还 应 该 遵守 条 件 

人 = 常数 ， (25. 1 ) 
即 物 体 所 有 各 部 分 的 化 学 势 应 该 彼此 相等 . 这 时 ,每 一 部 分 的 化 学 势 是 它 的 温 
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度 和 压强 的 阴 数 ,也 是 确定 外 场 的 诸 参 量 的 函数 . 如 果 没 有 外 场 , 则 由 从 和 7 为 
常数 的 条 件 ,自动 地 得 出 压强 也 为 常数 . 

在 引力 场 中 ,分 子 的 势能 4 只 是 其 重心 坐标 x,y,z 的 函数 (而 与 分 子 内 原子 
的 位 置 无 关 ). 在 这 种 情况 下 ,物体 的 热力 学 量 的 变化 归结 为 在 其 能 量 上 再 附加 
上 分 子 在 引力 场 中 的 势能 . 例如 ,化 学 势 ( 属 于 一 个 分 子 的 热力 学 势 ) 取 
A =Ao + u(x,y,z) 的 形式 , 式 中 jwo(P,T) 是 没有 外 场 时 的 化 学 势 . 因此 ,引力 场 
中 的 平衡 条 件 可 以 写成 

jo(P,T) + u(x,y,2) = 常数 . (25, 2 

特别 是 ,在 均匀 的 重力 场 中 ,u = mgz(m 为 分 子 的 质量 ,g 为 重力 加 速度 ,z 

为 铅 直 坐 标 ). 把 等 式 (25.2) 在 不 变 的 温度 条 件 下 对 坐标 z 进行 微分 ,得 到 
vdP = - mgdz. 


式 中 "|( 宫 | 是 比 体积 . 在 压强 变化 不 大 的 条 件 下 ,v 可 以 认为 是 不 变 的 . 引 


入 密度 p = 一 ,并 进行 积分 ,得 到 


P = 常数 - pgz， 
这 就 是 在 不 可 压缩 的 液体 中 通常 的 流体 静 压 强 的 公式 . 
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正如 我 们 在 $ 10 中 已 经 看 到 的 ,在 热平衡 状态 ,只 有 物体 整体 的 匀速 平 动 
和 匀速 转动 才 有 可 能 . 对 于 匀速 平 动 无 需 作 任何 特殊 的 讨论 ,因为 根据 伽利略 
相对 性 原理 , 它 无 论 如 何 也 不 会 影响 物体 的 力学 性 质 ,所 以 也 不 会 影响 物体 的 
热力 学 性 质 ,而 且 ,说 物体 的 热力 学 量 有 变化 ,也 只 是 在 物体 的 能 量 上 附加 了 物 
体 的 动能 . 

现在 考虑 以 角速度 2 围绕 一 根 固定 轴 作 匀速 转动 的 物体 . 设 E(p,g) 是 物 
体 在 静止 坐标 系 中 的 能 量 , 而 E'(p,g) 是 在 随 物 体 一 起 转动 的 坐标 系 中 的 能 量 . 
从 力学 中 已 经 知道 ,这 两 个 能 量 通 过 如 下 关系 彼此 相 联 系 : 

E'(p,g) = E(p,g) - 0: M(p,g), (26. 1) 

式 中 M(p,g) 是 物体 的 角 动 量 . 

因此 ,能量 E'(p,g) 以 角速度 只 作为 参量 而 与 其 有 关 ,并 且 


aE'(p,g) _ _ 
a0 M(p,g). 


@ 参看 第 一 卷 $ 39. 虽然 在 那里 导出 的 公式 (39.13) 是 以 经 典 力学 为 基础 的 ,但 是 在 量子 理论 中 ， 
对 于 相应 各 基 的 算 符 ,完全 同样 的 关系 式 也 成 立 , 因 此 ,下 面 所 导出 的 全 部 热力 学 关系 式 与 用 哪 一 种 力学 
来 描述 物体 粒子 的 运动 无 关 . 
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将 上 式 按 统 计 分 布 求 平均 ,并 利用 公式 (11.3) ,得 到 


aE’ 
Se 26. 2 
an), (26. 2) 


式 中 E'=E'(p,q9),M=M(p,g) 是 物体 的 平均 (热力 学 ) 能 量 和 平均 角 动 量 . 
根据 这 个 关系 式 ,我 们 可 以 把 给 定 体积 下 转动 物体 能 量 的 微分 写成 








dE' = TdS - M. dQ. (20;.3) 
对 于 (在 转动 坐标 系 中 的 ) 自 由 能 F" =E' -75S, 相 应 地 有 
dF” =- SdT - M : d92. (26.4) 
将 等 式 (26. 1 ) 求 平均 ,得 到 
E" =E-M.: 2, (26.5) 
把 该 等 式微 分 ,并 将 (26.3) 式 代入 ,就 得 到 在 静止 坐标 系 中 能 量 的 微分 
dE = TdS + 2: dM. {26.6) 
对 于 自由 能 下 =E -7S, 相 应 地 有 
dF =- SdT+02.: dM. (26.7) 
由 此 可 见 ,在 这 些 关系 式 中 , 自 变量 并 非 角 速度 ,而 是 角 动 量 , 而 且 


从 力学 中 大 家 知道 ,匀速 转动 在 一 定 意义 下 等 效 于 呈现 两 个 力 场 :离心 力 
场 和 科 里 奥 利 力 场 . 离心 力 与 物体 的 大 小 (其 中 包含 到 转动 轴 的 距离 ) 成 正比 ; 
而 科 里 奥 利 力 与 物体 的 大 小 完全 无 关 . 由 于 这 种 情况 ,后 者 对 宏观 转动 物体 的 
热力 学 性 质 的 影响 与 前 者 相 较 十 分 微小 ,通常 可 以 把 它们 完全 忽略 不 计 ?. 因 
此 ,只 要 把 粒子 的 离心 能 量 作为 x(x,y,z) 代 入 (25.2) 式 ,就 得 到 转动 物体 的 热 
平衡 条 件 : 


Ko(P,7) -9 = 常数 ， (26.9) 


式 中 心 是 静止 物体 的 化 学 势 ,m 为 分 子 的 质量 ,r 为 到 转动 轴 的 距离 . 根据 同样 
的 理由 ,可 以 把 转动 物体 的 总 能 量 E£ 写成 它 的 内 能 (在 这 里 我 们 用 E,, 来 代表 
它 ) 与 转动 动能 之 和 : 
M’ 

E = Et or (26. 10) 
式 中 1 是 物体 相对 于 转动 轴 的 转动 惯量 . 必须 注意 ,一 般 说 来 ,转动 会 改变 物体 
中 的 质量 分 布 ,所 以 物体 的 转动 惯量 和 内 能 一 般 来 讲 , 也 与 2( 或 与 W) 有 关 . 只 
有 在 转动 足够 缓慢 的 情况 下 ,这 两 个 量 才 可 以 认为 是 与 只 无关 的 常数 . 


QD 可 以 证 明 : 在 经 典 统计 学 中 , 科 里 奥 利 力 完全 不 影响 物体 的 统计 性 质 一 一 参看 § 34. 
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考虑 孤立 的 匀速 转动 的 固体 ,固体 内 部 具有 给 定 的 质量 分 布 . 因为 物体 的 
炉 是 它 的 内 能 的 函数 ,所 以 在 这 种 情况 下 有 


2 
S = Ss(E -了 本) 


由 于 物体 的 闭合 性 , 它 的 总 能 量 和 和 角 动 量 守恒 ,而 粹 应 该 在 给 定 的 有 和 EE 下 取 
极 大 的 可 能 值 . 所 以 我 们 得 出 结论 :物体 的 转动 惯量 相对 哪 一 根 轴 具 有 最 大 的 
可 能 值 , 它 的 平衡 转动 就 绕 哪 一 根 轴 进 行 . 这 就 自动 地 意味 着 :在 任何 情况 下 ， 
转动 轴 总 是 物体 的 惯量 主轴 . 其 实 上 述 情 况 , 早 就 很 显然 ,如 果 物 体 并 非 绕 惯 量 
主轴 转动 , 则 从 力学 可 知 ,转动 轴 本 身 将 在 空间 发 生 移动 ( 进 动 ), 即 转动 是 非 均 
匀 的 ,因而 也 是 非 平衡 的 . 
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相对 论 力学 使 通常 的 热力 学 关系 式 产生 一 系列 的 变化 . 在 这 里 ,我 们 只 考 
虑 那些 最 感 兴趣 的 变化 . 

如 果 构 成 物体 的 粒子 的 微观 运动 变 为 相对 论 性 运动 ,那么 热力 学 的 普遍 关 
系 式 并 不 改变 ,但 是 能 得 出 物体 的 压强 与 能 量 之 间 的 一 个 重要 的 不 等 式 


E 
一 一 ;| 
P< A (27.43 


式 中 是 物体 的 能 量 ,其 中 包括 构成 物体 的 粒子 的 静止 能 基 . 

考虑 到 物体 自身 所 产生 的 引力 场 ,广义 相对 论 可 引起 热平衡 条 件 中 的 某 些 
变化 ,这 些 变 化 就 是 我 们 主要 兴趣 所 在 . 考虑 一 个 静止 的 宏观 物体 ,当然 , 它 的 
引力 场 是 不 变 的 . 在 恒定 的 引力 场 中 ,必须 把 物体 任何 一 小 部 分 的 守恒 能 量 5。 
与 位 于 给 定位 置 的 观察 者 所 测量 到 的 能 量 E 区 别 开 来 . 这 两 个 量 由 关系 式 

bE, = Ea Boo 

彼此 相 联 系 , 式 中 gm 是 度 规 张 量 的 时 间 分 量 ( 参 看 第 二 卷 $ 88 的 公式 (88.9)， 
式 中 v=0,mec =E). 但 是 ,在 $9 中 证 明了 处 于 平衡 状态 的 整个 物体 内 温度 是 
恒定 的 ,但 是 按照 这 个 证 明 本 来 的 含义 ,很 显然 , 焙 对 守恒 能 量 5。 求 微 商 而 得 
到 的 量 应 该 是 不 变 的 . 而 由 位 于 空间 给 定 的 一 点 的 观察 者 测量 到 的 温度 7, 是 灶 
对 能 量 五 求 微 商 得 到 的 ,因而 在 物体 的 不 同 点 是 各 不 相同 的 . 

为 导出 定量 的 关系 式 ,应当 注意 ;按照 粹 的 定义 的 实质 , 炉 只 与 物体 的 内 部 
状态 有 关 , 所 以 不 会 在 出 现 引 力 场 的 情况 下 发 生变 化 (只 要 在 这 个 场 不 影响 物 
体 的 内 部 性 质 ,这 一 条 件 事实 上 总 能 满足 ). 因此 守恒 能 量 E 对 炉 的 导数 等 于 


@ 参看 第 二 卷 §535. 但 是 值得 注意 ,关于 该 不 等 式 适用 于 在 自然 界 中 所 有 存在 的 粒子 间 相 互 作用 
类 型 (不 仅仅 限于 电磁 的 相互 作用 ) ,目前 还 没有 普遍 证 明 . 
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TVgw ,由 此 可 见 ,热平衡 条 件 之 一 是 要 求 该 量 在 整个 物体 内 为 常数 @ 
TVSw = 常数 . (27. 2) 
第 二 个 平衡 条 件 一 一 化 学 势 恒定 一 一 也 以 类 似 的 方式 发 生变 化 . 化 学 势 被 
定义 为 能 量 对 粒子 数 的 导数 . 由 于 粒子 数 当 然 不 会 因为 有 引力 场 而 发 生变 化 ， 
所 以 对 于 在 每 一 给 定点 测量 到 的 化 学 势 ,我 们 得 到 与 温度 的 关系 式 完全 相似 的 
关系 式 : 


LV8o = 常数 . (27.3) 
我 们 注意 到 ,关系 式 (27.2) ,(27.3) 可 以 写成 
类 尖 dx ,dx 
T = 常数 3 4 = 常数 de (Ts 二) 


这 两 个 式 子 不 仅 能 考虑 物体 在 参照 系 中 静止 的 情况 ,而且 也 能 考虑 物体 在 参照 
系 中 运动 (整体 转动 ) 的 情形 . 这 时 ,导数 些 -应 该 是 沿 着 物体 中 给 定点 所 描 出 的 
世界 线 来 求 取 . 

在 微弱 的 (牛顿 的 ) 引力 场 中 ,gw =1 + <, 其 中 p 是 引力 势 (参看 第 二 郑 


§ 87). 把 这 个 式 子 代 人 (27.2) 中 并 求 出 平方 根 ,我 们 就 在 同样 的 近似 程度 下 求 
出 


7 = 常数 . (1 -分 (27. 5) 


注意 到 pg <0, 我 们 得 出 : 当 平衡 时 ,在 物体 中 | wp | 越 大 的 地 方 , 即 在 物体 中 越 深 
的 地 方 ,温度 就 越 高 . 当 过 渡 到 非 相 对 论 力学 的 极限 情形 时 (c 一 % ),(27.5) 变 
为 T= 常数 ,这 正 是 所 预期 的 . 

条 件 (27.3) 也 可 以 用 类 似 的 方式 来 变换 ,但 是 必须 注意 ,在 过 渡 到 经 典 力 
学 的 极限 情形 时 ,相对 论 性 的 化 学 势 并 不 直接 变换 到 通常 没有 引力 场 时 的 ( 非 
相对 论 性 的 ) 化 学 势 表示 式 ,我 们 用 字母 来 标记 ,而 是 变 为 jo + me ,其 中 me 
是 物体 单个 粒子 的 静止 能 量 . 因此 我 们 有 


/Ri C86 + me’) (1 + S)~ po +mc +mg, 
所 以 条 件 (27. 3 ) 变 为 
Ko + mp = 常数 ， 
它 与 (25.2) 一 致 ,这 正 是 所 预期 的 . 
最 后 ,我 们 指出 一 个 有 用 的 关系 式 , 它 是 条 件 (27.2) 和 (27.3) 的 直接 推论 . 


@ 方程 (27.2) 在 gm 变 为 零 的 那些 点 失去 意义 . 这 种 情形 发 生 在 所 谓 黑洞 的 附近 . (参见 第 二 卷 
§ 102). 这 类 客体 热力 学 性 质 的 讨论 可 参阅 论文 集 :黑洞 . M. ;Mup,1978. 
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把 这 两 个 表达 式 相 除 , 求 出 从 = 常数 ,由 此 得 出 % = 宁 . 另 一 方面 ,根据 (24. 12) 


式 ,在 恒定 的 体积 (等 于 单位 体积 ) 下 ,有 
dP = SdT + Ndn ， 


式 中 S,N 是 单位 体积 内 物体 的 炉 和 粒子 数 . 把 T= 二 代入 上 式 , 并 注意 到 


uN+ST=g@+ST=e+P(se 是 单位 体积 物体 的 能 量 ,我 们 得 到 所 求 的 关系 式 了 
业 _dP (27.6) 





nw e+P 


@ 在 非 相对 论 的 情形 下 , 令 j= me: ,se=pez > P(p 为 密度 ) ,我 们 得 到 dy = vdP( "= 二 表示 一 个 粒 
子 所 占 的 体积 ) ,这 正如 在 T= 常数 时 所 预期 的 . 
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现在 我 们 回 到 第 一 章 所 提出 的 问题 :任何 宏观 物体 作为 某 个 大 的 闭合 系统 
的 微小 部 分 ( 子 系统 ) , 求 其 分 布 函数 . 解决 这 个 问题 的 最 方便 和 最 普遍 的 方法 ， 
是 基于 将 微 正则 分 布 应 用 于 整个 系统 上 . 
把 我 们 感 兴趣 的 物体 从 闭合 系统 中 划分 出 来 ,并 把 整个 系统 看 成 由 两 部 分 
即 由 该 物体 和 系统 的 所 有 其 余部 分 组 成 . 我 们 把 这 个 相对 于 物体 的 其 余部 分 称 
为 介质 . 
把 微 正则 分 布 (6.6) 写 成 
dw = 常数 .8(E+E'-E")drdr’, (28.1) 
式 中 的 BE,d 厂 和 E',dT 厂 ' 分 别 属于 物体 和 介质 ,而 E'” 是 闭合 系统 给 定 的 能 量 
值 ;物体 和 介质 的 能 量 之 和 E+E' 应 该 等 于 这 个 E'” 值 . 
我 们 的 目的 是 求 出 整个 系统 的 这 样 一 种 状态 的 概率 w, :在 这 种 状态 下 该 物 
体 处 于 某 个 确定 的 量子 态 ( 具 有 能 量 E,), 即 处 于 以 微观 方式 描述 的 状态 . 这 时 
我 们 对 介质 的 微观 状态 并 不 感 兴趣 ,而 认为 介质 处 于 某 种 宏观 描述 的 状态 . 设 
A 太 "是 介质 的 宏观 状态 的 统计 权重 ;我 们 用 AE' 表 示 在 $7 中 所 指出 的 意义 下 
与 量子 态 间 隔 AT' 相 对 应 的 介质 的 能 量 间 隔 . 
在 (28.1) 中 用 1 代替 dT 厂 , 令 =E,, 并 对 d 太 进行 积分 就 求 出 所 寻求 的 概 
率 w,: 
w。= 常数 * |8(E, + E’-E")dr. 


设 (EE') 表 示 介 质 的 能 量 小 于 或 等 于 EE' 的 量子 态 总 数 . 由 于 被 积 式 只 与 E' 有 
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关 , 所 以 可 以 变换 成 对 dE' 的 积分 ,写成 
_ 


dT a 
用 下 式 
dl” ws 
dE’ AE’’ 
代替 导数 人 7( 参 看 $7) ,其 中 5'(E') 是 介质 的 粹 ,为 介质 能 量 E' 的 函数 . 当然 ， 


AE' 也 是 EE' 的 函数 . 因此 ， 
w。 = 常数 | Sas +E -E'")dE', 
由 于 8 函数 的 存在 ,积分 归结 为 用 E"”-E, 代替 E' ,我 们 就 得 到 


w，= 常数 ， 全 了 


现在 考虑 到 :由 于 物体 很 小 ,其 能 量 E, 比 E” 小 得 多 . 当 E' 变 化 不 很 大 时 ， 
AE' 这 个 量 的 变化 相对 来 讲 也 很 小 ;所 以 在 AE' 中 可 以 直接 地 令 E' =E'”, 于 是 
AE' 就 变 为 与 E, 无 关 的 常数 了 . 在 指数 因子 e” 中 ,必须 把 S'(E"” -EE,) 按 E, 的 
寡 次 展开 至 线性 项 ， 


~ -E) =S'(E'") -E. 


(28.2) 


ds’'(E'") 
dE 


但 是 粹 $' 对 能 量 的 导数 不 是 别 的 ,而 是 二 ,其 中 了 是 系统 的 温度 (物体 与 介质 的 


温度 相同 ,因为 假定 系统 处 于 平衡 状态 ). 
于 是 ,最 后 我 们 得 到 w, 的 如 下 表示 式 : 


山 ， 关 Aexp| =] (28.3) 





式 中 4 是 与 五 , 无 关 的 归 一 化 常数 . 这 是 统计 物理 学 中 最 重要 的 公式 之 一 . 它 确 
定 了 任何 宏观 物体 的 统计 分 布 ,这 个 宏观 物体 是 某 个 大 的 闭合 系统 的 比较 小 的 
一 部 分 . 分 布 (28.3 ) 称 为 吉 布 斯 分 布 或 正则 分 布 ( 它 是 吉 布 斯 在 1901 年 对 经 典 
统计 学 研究 所 发 现 的 ). 


归 一 化 常数 4 由 条 件 》w。= 1 确定 ,由 此 得 出 
工 = ye. (28. 4) 


表征 该 物体 的 任何 物理 量 f 的 平均 值 都 可 以 借助 于 吉 布 斯 分 布 按 如 下 公式 
计算 : 
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SF e-EwT 
nn 
n 


ps 
在 经 典 统计 学 中 ,对 于 相 空 间 中 的 分 布 沙 数 , 可 以 得 到 与 公式 (28. 3) 完 全 
对 应 的 表达 式 


太吉 罗 央 大 = (28.5) 


p(p,g) 二 (28.6) 
式 中 有 (p,9) 是 物体 的 能 量 作为 它 的 粒子 的 坐标 和 动量 的 函数 2. 归 一 化 常数 4 
由 如 下 条 件 决 定 


[pdpda = 4|e "qdpdg = 二 C28: 7) 


实际 上 常常 会 遇 到 这 样 的 情况 :并 非 粒 子 的 所 有 微观 运动 都 是 准 经 典 的 ， 
只 有 对 应 于 一 部 分 自由 度 的 运动 是 准 经 典 的 ,而 对 应 于 其 余 的 自由 度 的 运动 是 
量子 的 (例如 ,分 子 的 平 动 可 以 是 准 经 典 的 ,而 分 子 内 部 的 原子 的 运动 具有 量子 
的 特征 ). 在 这 种 情况 下 ,物体 的 能 级 可 以 写成 准 经 典 的 坐标 和 动量 的 函数 形 
式 :E, =E,(p,9), 式 中 n 表示 确定 “量子 部 分 "运动 的 量子 数 的 集合 ,对 于 量子 
部 分 的 运动 ,p,q 的 值 起 参量 的 作用 . 于 是 吉 布 斯 分 布 的 公式 可 写成 

dz (p,qg) = Ae™"*" dp,dg,, (28.8) 
式 中 dp。dg。 是 “ 准 经 典 的 "坐标 与 动量 微分 的 乘积 . 

最 后 ,关于 能 够 应 用 吉 布 斯 分 布 解决 问题 的 范围 必须 作 如 下 说 明 . 我 们 讲 
到 吉 布 斯 分 布 总 是 指 子 系统 的 统计 分 布 ,事实 上 也 正 是 如 此 . 然而 ,十 分 重要 的 
是 ,这 个 分 布 也 可 以 完全 成 功 地 用 于 确定 闭合 物体 的 基本 统计 性 质 . 事实 上 , 像 
物体 的 热力 学 量 或 它 的 各 个 粒子 的 坐标 与 速度 的 概率 分 布 这 些 人 性 质 , 显 然 与 我 
们 把 物体 看 成 是 财 合 的 还 是 看 成 放 在 一 个 想像 的 恒温 器 中 无 关 ( 87). 但 是 ,在 
后 一 种 情况 下 ,物体 成 为 “ 子 系 统 ”, 因 而 就 可 以 把 吉 布 斯 分 布 直接 应 用 于 它 . 在 
应 用 吉 布 斯 分 布 时 ,闭合 系统 与 非 闭 合 系统 的 差别 实质 上 只 在 考虑 关于 物体 总 
能 量 的 涨 落 这 个 重要 性 不 太 大 的 问题 时 才 会 出 现 . 

吉 布 斯 分 布 给 出 一 个 不 等 于 零 的 能 量 平均 涨 落 , 这 种 涨 落 对 处 于 介质 中 的 
物体 具有 实际 意义 ,而 对 于 闭合 物体 就 是 完全 虚构 的 了 ,因为 按照 定义 ,这 种 物 
体 的 能 量 是 常量 ,并 不 会 发 生 涨 落 . 

吉 布 斯 分 布 实质 上 与 微 正则 分 布 差别 细微 ,由 之 也 可 以 看 出 (在 上 述 意 义 
下 ) 应 用 吉 布 斯 分 布 于 闭合 系统 的 可 能 性 ,而 用 它 进行 具体 计算 要 方便 得 多 . 实 
际 上 ,粗略 地 说 , 微 正 则 分 布 等 于 承认 对 应 于 物体 给 定 能 量 值 的 所 有 微观 状态 


@@ ”为 避免 误解 ,我 们 再 次 提醒 ,w, (或 p) 是 能 量 的 单调 函数 ,绝对 不 会 在 E=E 处 具有 极 大 值 . 在 


E = EE 处 具有 很 陡 的 极 大 值 的 ,是 按 能 量 的 分 布 函数 , 它 由 uw 与 < 相 乘 得 到 . 
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是 等 概率 的 . 而 正则 分 布 是 “散布 "在 能 量 值 的 一 个 间隔 内 ,但 是 ,对 于 宏观 物体 
来 讲 ,这 个 间隔 的 宽度 (能 量 平均 涨 落 的 数量 级 ) 是 极为 微小 的 . 
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在 经 典 统 计 学 的 吉 布 斯 分 布 公 式 中 能 量 (p,q) 总 是 可 以 表示 为 两 部 分 之 
和 一 一 动能 和 势能 . 其 中 的 第 一 部 分 是 原子 的 动量 的 二 次 函数 ,而 第 二 部 分 是 
它们 坐标 的 函数 ,并且 这 个 函数 的 形式 取决 于 物体 内 粒子 的 相互 作用 定律 (如 
果 有 外 场 存 在 , 则 还 依赖 于 外 场 ). 如 果 把 动能 和 势能 分 别 表 未 为 天 (P) 和 
U(gq), 则 EE(p,qg) =K(p) +U(9g) ,而 且 概 率 dw =p(p,qg)dpdg 可 以 写成 
四 双关 Aexp( 一 全 一 Tp?) dpdg, 


也 就 是 说 ,概率 被 分 为 两 个 因子 的 乘积 ,其 中 一 个 仅仅 与 坐标 有 关 , 而 另 一 个 仅 
仅 与 动量 有 关 . 这 意味 着 动量 的 概率 与 坐标 的 概率 是 彼此 独立 的 ,其 意义 也 就 
是 说 :动量 的 任何 特定 值 无 论 如 何 也 不 会 影响 坐标 的 任何 特定 值 的 概率 ,反之 
亦 然 . 因而 ,动量 的 不 同 值 的 概率 可 以 写成 

dw, = Wd (29.1) 
而 坐标 的 概率 分 布 为 

dw, = be™"'"’’ dg. (29..2) 

因为 动量 的 所 有 可 能 值 的 概率 之 和 应 该 等 于 一 (对 于 坐标 来 说 也 完全 一 
样 ) ,所 以 概率 dw, 与 dw, 应 当 各 自 归 一 化 , 即 它 们 对 该 物体 所 有 可 能 的 动量 值 
或 坐标 值 的 积分 应 该 等 于 一 . 从 这 两 个 条 件 可 以 决定 (29.1) 和 (29.2) 中 的 常数 
a 和。. 

我 们 来 研究 动量 的 概率 分 布 , 同 时 再 次 强调 一 个 非常 重要 的 事实 :在 经 典 
统计 学 中 ,这 种 分 布 与 系统 内 粒子 的 相互 作用 类 型 或 外 场 的 类 型 完全 无 关 , 所 
以 可 以 把 这 种 分 布 表示 成 一 种 对 于 任何 物体 都 适用 的 形式 2. 

整个 物体 的 动能 等 于 物体 内 所 含有 的 每 个 原子 的 动能 之 和 ,因而 概率 再 一 
次 分 解 为 许多 因子 的 乘积 ,其 中 的 每 个 因子 只 与 一 个 原子 的 动量 有 关 . 这 又 表 
示 :各 个 原子 动量 的 概率 是 彼此 独立 的 , 即 其 中 任何 一 个 原子 的 动量 无 论 如 何 
也 不 会 影响 其 它 所 有 原子 动量 的 概率 . 因此 可 以 把 每 个 原子 动量 的 概率 分 布 分 
别 写 出 来 . 


一 个 质量 为 mn 的 原子 的 动能 等 于 +P + Wt 2 式 申 p,,p,,p, 是 原子 的 动量 


@ 假定 我 们 使 用 笛 卡 儿 坐 标 . 
@ 在 量子 统计 学 中 ,一般 说 来 ,这 个 论断 是 不 正确 的 . 
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在 笛 卡 儿 坐 标 中 的 分 量 ,因而 概率 分 布 具有 如 下 形式 
dw, = aexp| — i(p + p, + p?) |dp,dp,dp.， 


常数 a 由 归 一 化 条 件 决定 . 分 成 对 dp, ,dp, ,dp., 的 积分 并 借助 于 已 知 的 公式 


{ dx = /二 . 

SE a 

结果 求 得 a = (2rm7) ,我 们 得 到 最 终 的 动量 概率 分 布 的 形式 为 
a 

ee (2mmT) p| = | dp,dp, dp.. (29. 3) 


把 动量 变换 为 速度 (p =mv) ,可 以 写 出 相对 于 速度 的 分 布 : 


i m(VW+y t+) 
dw, = (a exp| -dd (29. 4) 
这 就 是 所 谓 的 麦克 斯 韦 分 布 (J. C. Maxwell,1860). 应 当 指 出 ,这 个 分 布 又 


可 分 解 为 三 个 独立 因子 的 乘积 : 


dw 


Wh diy (29. 5) 


其 中 的 每 一 个 因子 确定 一 个 速度 分 量 的 概率 分 布 . 

如 果 物 体 是 由 许多 分 子 构成 的 (例如 ,多 原子 气体 ) ,那么 除了 单个 原子 具 
有 麦克 斯 韦 分 布 以 外 ,分 子 的 整体 平 动 也 具有 这 样 的 分 布 . 这 是 因为 ,从 分 子 的 
动能 中 可 以 把 平 动能 量 作为 一 项 分 离 出 来 ,结果 就 把 所 求 的 分 布 以 (29.4) 式 的 
形式 分 离 出 来 了 ,其 中 普 必须 理解 为 分 子 的 总 质量 ,而 w,w，,z 应 当 理 解 为 它 
的 质心 的 速度 分 量 . 必须 强调 :分 子平 动 麦克 斯 韦 分 布 的 成 立 条 件 ,与 分 子 内 部 
原子 运动 (以 及 分 子 的 转动 ) 的 性 质 关 系 不 大 ,这 里 包括 原子 运动 必须 用 量子 力 
学 描述 的 情形 在 内 . 

式 (29.4) 是 以 “速度 空间 ”中 的 笛 卡 儿 坐 标 来 表示 的 . 如 果 从 笛 卡 儿 坐 标 
变换 到 球 坐 标 , 则 得 到 ; 


dw, = (= =) e "Ty singdodpdyv, (29. 6) 
27T 

式 中 "是 速度 的 绝对 值 ,而 2 和 9 是 确定 速度 方向 的 极 角 和 方位 角 . 对 角度 进 

行 积分 ,我们 得 到 速度 绝对 值 的 概率 分 布 为 : 


dw = 47|( 2 (29.7) 
27T 


有 时 采用 速度 空间 中 的 圆柱 坐标 较为 方便 . 这 时 


中 显然 ,麦克 斯 韦 分 布 对 于 悬浮 在 液体 中 的 粒子 的 所 谓 布 朗 运 动 也 是 正确 的 . 
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dW, = (3) ep| a | v,dv, dz.dp ， (29. 8) 


式 中 v, 是 沿 z 轴 的 速度 分 量 ,w 是 垂直 于 z 轴 的 速度 分 量 ,而 9 是 决定 v 方向 
的 角度 . 


我 们 来 计算 原子 的 动能 的 平均 值 . 根据 平均 值 的 定义 并 利用 (29. 5) ,我 们 
求 出 速度 的 任意 一 个 笛 卡 儿 分 量 2， 


Er 5 
w= ea) ny (29.9) 


因此 原子 动能 的 平均 值 等 于 7 因而 可 以 说 ,在 经 典 统计 学 中 物体 的 全 部 粒子 


的 平均 动能 总 是 等 于 NT, 其 中 入 是 原子 的 总 数 


习 题 
1. 求 迷 度 绝 对 值 的 n 次 究 的 平均 值 . 
解 :利用 (29.7) ,得 
I 
如 果 n 为 偶数 (n=27) , 则 
CF) = (TE) Cr + D1, 


如 果 n= 二 2r+1, 则 


”我们 在 这 里 引入 在 应 用 麦克 斯 韦 分 布 时 经 常会 遇 到 的 形 如 
| |i ex"dx 
的 积分 的 值 ,以 供 参 考 . 以 ax?* =y 代入 后 ,给 出 
1 = a ey dy 三 Fa Tr( 7), 
式 中 T(x) 是 伽 马 函 数 . 其 中 如 果 n=2r,r>0, 则 


I _ (2r—1)11 Ti 
2 a 


式 中 (2r-1)1!1 =1.3.，5.…，(2r-1). 如 果 r=0, 则 
如 果 m=2r+1, 则 


从 -mm 到 +m 的 同样 积分 ,在 ”为 奇数 时 等 于 零 ,而 在 " 为 价 数 时 等 于 从 0 到 m 的 积分 的 两 倍 . 
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2r+1 
2 


(wy = | sh 1 


2. 求 速度 的 均 方 涨 落 . 
解 : 利 用 习题 1] 中 n=1 和 n=2 的 结果 , 求 得 


2 i 了 8 
((Av)’) = -1 = 


3. 求 原子 动能 的 平均 值 \ 均 方 值 和 均 方 涨 落 . 
解 :利用 习题 1 中 的 结果 ,得 到 
((Ae)’) = Re 7. 


4. 求 原子 动能 的 概率 分 布 . 


£ = 





2 
解 : dw, = eTVede. 
VTT 


5. 求 分 子 转动 角 达 度 的 概率 分 布 . 
解 : 按 照 与 分 子平 动情 形 相 同 的 理由 ,( 在 经 典 统计 学 中 ) 可 以 分 别 写 出 每 
个 分 子 转 动 的 概率 分 布 . 把 分 子 看 成 刚体 (由 于 分 子 内 部 的 原子 振动 很 小 ,因此 
可 以 这 样 考 虑 ) , 它 的 转动 动能 就 等 于 
1 11M MHz M; 
Erol 三 本 (下 人 2 + 1,{2 + Lf2) 衬 下 aa we 
式 中 1 ,1,,1, 是 主 转动 惯量 ,0 ,1D, ,00， 是 角速度 在 惯量 主轴 上 的 投影 ,而 M， = 
1102,,M, =1,f2,,M, =1D 是 角 动量 的 分 量 ,相对 于 角速度 人 2 ,人 2,, 人 2， 它们 起 着 
广义 动量 的 作用 . 角 动 量 的 归 一 化 概率 分 布 为 
-372 -172 Ti Ms MW 
dd, = (QRT) TE EL) exp| -gi i + TT)] dM dMadm,, 
而 角速度 的 概率 分 布 为 
don = (2m7) (LD) exp| - (1 + 8 + LE) | dn dd0,. 
6. 求 分 子 的 角速度 和 角 动 量 的 绝对 值 . 


解 :借助 于 上 题 求 出 的 分 布 ,得 到 


上 有 二 wg YY 
人 2 OF (T+1,+1,) 
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考虑 一 个 物体 , 它 的 原子 各 自 相对 于 一 定 的 平衡 位 置 作 微小 的 振动 . 这 里 
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所 说 的 可 以 是 晶体 中 原子 的 振动 ,也 可 以 是 气体 分 子 中 原子 的 振动 (在 后 一 种 
情况 下 ,分 子 的 整体 运动 并 不 影响 其 内 部 的 原子 振动 ,因而 不 会 影响 到 下 面 所 
得 到 的 结果 ). 

从 力学 中 已 经 知道 ,由 任意 个 作 微小 振动 的 粒子 所 构成 的 系统 ,其 哈密 顿 
En 


E(p,g) = FP + waga) ， 


式 中 gq。 是 振动 的 简 正 坐 标 (在 平衡 点 q。=0) ,p。 = 9。 是 与 它们 相对 应 的 广义 动 
量 , 而 w。 是 振动 频率 . 换 句 话说 ,Ek(p,g) 分 解 为 许多 独立 项 之 和 ,其 中 每 一 项 对 
一 个 单独 的 简 正 振动 (或 称 为 “振子 ” ). 在 量子 力学 中 ,对 于 系统 的 哈密 顿 
算 符 情 况 也 同样 ,因此 每 一 个 振子 都 独立 地 量子 化 ,并 且 系 统 的 能 级 由 和 式 表 
示 : 
Ze 
n, 是 整数 . 
由 于 这 些 情 况 ,整个 系统 的 吉 布 斯 分 布 分 为 许多 独立 因子 的 乘积 ,其 中 的 
每 一 个 因子 各 自 确 定 一 个 振子 的 统计 分 布 . 根据 这 一 点 ,下 面 我 们 考虑 一 个 单 
独 的 振子 . 
我 们 来 确定 振子 9 的 概率 分 布 2( 以 后 我 们 总 是 省 略 掉 标 明 振子 号 码 的 角 
标 a ) . 在 经 典 统计 学 中 解决 这 个 问题 十 分 简单 :因为 振子 的 势能 是 oz: ,所 以 
概率 分 布 由 下 述 公 式 给 出 : 
dw, = Wi 
或 者 由 归 一 化 条 件 确定 4 以 后 ,为 


dw, = 一 “一 e dg (30. 1) 
27T 
(由 于 积分 收敛 得 很 快 ,所 以 对 dg 的 积分 可 以 在 积分 限 - wm 到 + % 中 进行 ). 
现在 我 们 在 量子 情形 下 解决 这 个 问题 . 设 小 ,(9) 是 振子 的 定 态 波 函数 , 相 
应 的 能 级 为 





6 = ju 人 n 十 了 


如 果 振 子 处 于 第 n 个 状态 , 则 它 的 坐标 的 量子 力学 概率 分 布 取 决 于 yi (在 
振子 的 情形 下 , 函数 yw, 是 实数 ,所 以 我 们 可 以 直接 写成 y, 去 代替 模 平 方 


QD 简 正 坐标 9 的 量 纲 是 [cm . g']. 
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1w, 上”). 如 果 用 振子 处 于 第 n 个 状态 的 概率 w, 去 乘 好 ,然后 对 所 有 可 能 的 状 
态 求 和 ,就 得 到 所 求 的 概率 的 统计 分 布 . 


根据 吉 布 斯 分 布 ,w, 具有 形式 
W, 三 a 
式 中 a 是 常数 . 因此 ,我 们 得 到 公式 
dw = 了 (30.2) 


当然 ,这 个 公式 是 与 普遍 公式 (5.8) 完 全 相符 合 的 . 
为 了 计算 上 式 中 的 和 式 ,可 以 应 用 如 下 方法 . 引 人 和 人 符号 dw, = p,dg 并 求 
导数 : 
dp, Se, VW 
dg = 2a2。 wr, dq 
引入 动量 算 符 已 =- 访 开 ， 并 且 考 虑 到 振子 的 动量 只 在 n 一 n+1 的 跃迁 中 才 有 


丰 和 的 和 了 元 (参看 本 教 和 和 三 着 $23) ,可 以 写 出 : 


dy , i = 
a 二 和 ww (Pp. ib A : | a 


= qn-i.n a1 J 


( 式 中 利用 了 动量 矩阵 元 和 坐标 矩阵 元 之 间 的 关系 式 psi, = 一 iog -oopusin 
= 因此 ,我 们 有 


和 - ; PAT S -二 
dg = 1 2 nine 天 di 2, qarinnie 再 }. 


在 第 一 个 和 式 中 作 求 和 角 标 的 变换 (nn +1) ,并 注意 到 关系 式 





Sn = BE Bs i 2 a 0， 
求 出 

dp, 2 -上 ew/T -ea/T 

dg ei 0 一 ) 2 dni nn 
用 类 似 的 方法 我 们 求 出 等 式 

qo, = ofl $0) OD dna 
比较 这 两 个 等 式 后 ,我 们 得 到 方程 式 
= - (Tetanh 2 ) gp 


由 此 得 出 
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，= 和 常数， Me -gq tanh 32). 
从 归 一 化 条 件 确定 常数 后 ,最 后 我 们 得 到 如 下 公式 (下. Bloch ,1932 ) : 
dw, 一 [aa 本 exp| - gq” tanh ?2)dg. (30.3) 


由 此 可 见 ,在 量子 的 情形 中 ,振子 的 不 同 坐 标 值 的 概率 也 是 按照 e ”形式 的 规 
律 而 分 布 的 ,但 是 与 经 典 统计 学 相 比较 ,系数 a 具有 不 同 的 值 . 在 hw < 了 的 极 
限 情形 下 ,量子 化 已 经 不 起 作用 ,公式 (30.3) 正 如 所 希望 的 那样 变 为 公式 
(S30. 1 

在 相反 的 极限 情形 hw > 7 下 ,公式 (30.3) 变 成 


dw, = fe "dg, 


即 振子 处 于 基态 中 ,其 坐标 的 概率 分 布 是 纯 量子 分 布 2. 这 相当 于 在 7 << hw 
时 ,振子 的 振动 实际 上 未 被 激发 . 

振子 动量 的 概率 分 布 可 按 类 似 于 (30. 3 ) 的 方式 写 出 来 ,无需 重新 计算 . 这 
是 因为 :振子 量子 化 的 问题 相对 于 坐标 和 相对 于 动量 是 完全 对 称 的 ,因而 振子 


在 p 表象 中 的 波 函 数 与 它 通常 的 坐标 波 函 数 完全 一 样 (用 记 代 蔡 9; 参 看 本 教程 
第 三 卷 $23 习题 1). 因此 所 求 的 分 布 为 


172 2 
dw, = 人 erh3 iw 5 exp( 一 tanh 39) dp (30.4) 
在 经 典 的 极限 情形 下 (fi < 7 了 7) , 它 变 为 通常 的 麦克 斯 韦 分 布 
= (2m7) -ze 每 dp。 (30. 5) 
习 题 
确定 简 谐 振子 的 坐标 密度 矩阵 . 


解 :与 统计 平衡 相应 的 振子 坐标 密度 矩阵 由 如 下 公式 确定 
pp49,9 ) = a 5 oy,(9) ,9) 
(与 (5.4) 后 的 脚注 相 比 较 ). 设 g=r+s,g' =r-s 并 计算 导数 ( 疆 ) 如 正文 中 
作 类 似 计算 ,得 到 


人 @ 这 是 振子 基态 波 函 数 的 模 平方 . 


“78 ， 第 三 章 ” 吉 布 斯 分 布 


= (1 Da [hin (gg) -pal g')]. 
以 同样 的 方法 计算 sp = (9 - g')p 并 且 与 求 出 的 导数 相 比 较 , 我 们 得 到 
2 
(2) =— sp coth 次 ， 
由 此 得 出 


p(9q,9 ) = A(r)exp| 一 下 名 coth 2 ; 
要 求 在 s=0 即 g =g =r 时 密度 矩阵 的 “对 角 元 ”p(qg,94) 与 (30.3) 一 致 ,可 确 
定 函 数 4(r) .最 后 我 们 有 
wo fw 1/2 A. w(g q')” fw w(g fw 
p(g,9') (和 tanh | exp| 2 tanh py- 3 coth 5 
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根据 公式 (7.9) ,物体 的 炉 可 以 用 它 的 分 布 函 数 的 对 数 的 平均 值 来 计算 : 
S =— (lnw,). 
把 吉 布 斯 分 布 (28.3) 代 人 上 式 ,得 到 


二 E 
总 二 InA + 了 了 ， 


由 此 得 出 In4 = (E - 7S)/T. 但 是 平均 能 量 E 恰好 是 我 们 在 热力 学 中 所 了 解 

的 能 量 , 因 此 五 - 7S = 下 ,而 且 ln4 = F/T , 即 分 布 的 归 一 化 常数 直接 与 物体 的 

自由 能 有 关 . 

因此 , 吉 布 斯 分 布 又 可 以 写成 形式 

所 二 而， 
2 

这 也 是 它 最 常用 的 形式 . 用 同样 的 方法 借助 于 (7. 12) ,我 们 得 到 在 经 典 情形 下 

的 表达 式 





WwW. = exp 


C31. 1 


p = (27) “exp F- Ep,g) 


分 布 (31. 1) 的 归 一 化 条 件 为 
2 = Se 一 吉 | 中 


ES 


由 此 得 出 
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= Te 
取 对 数 后 ， 
F=-Tny eT™. (31.3) 


这 个 公式 是 吉 布 斯 分 布 的 热力 学 应 用 的 基本 公式 . 在 原则 上 它 提供 了 计算 
任何 物体 的 热力 学 函数 的 可 能 性 ,只 要 物体 的 能 谱 是 已 知 的 
在 (31.3) 的 对 数 符号 后 面 的 和 式 通常 称 为 配 分 函数 . 它 不 是 别 的 ,而 就 是 


算 符 e-z%z7 的 迹 , 式 中 户 是 该 物体 的 哈密 顿 算 符 @; 
Z 三 一 tte ry. (31.4) 


这 种 形式 的 写法 其 优点 在 于 :可 以 利用 任何 完全 的 波 函 数 系 来 计算 迹 . 

在 经 典 统 计 学 中 ,可 由 分 布 (31.2) 的 归 一 化 条 件 得 到 类 似 的 公式 . 然而 , 必 
须 事先 顾及 一 个 前 提 ,在 我 们 只 对 分 布 范 数 本 身 感 兴趣 ,而 不 将 归 一 化 系数 与 
物体 的 特定 的 定量 特性 如 自由 能 相 联系 之 前 ,这 个 前 提 一 直 是 不 重要 的 . 例如 ， 
如 果 把 两 个 同样 的 原子 相互 交换 位 置 ,那么 在 这 种 置换 以 后 物体 的 微观 状态 由 
另外 一 个 相 点 表示 ,这 个 相 点 是 由 原来 的 相 点 在 把 一 个 原子 的 坐标 和 动量 与 另 
一 个 原子 的 坐标 和 动量 交换 以 后 得 到 的 . 另 一 方面 ,由 于 被 置换 原子 的 全 同性 ， 
物体 的 这 两 种 状态 在 物理 上 是 同样 的 . 因此 ,与 物体 的 同一 物理 微观 态 相 对 应 
的 ,在 相 空 间 中 有 一 系列 的 点 . 然而 ,在 对 分 布 泪 数 (31.2) 进 行 积 分 时 ,每 一 个 
状态 当然 只 应 该 考虑 一 次 @. 换 而 言 之 ,我 们 只 应 该 对 相 空 间 的 一 部 分 区 域 积 
分 ,这 部 分 区 域 相应 于 物理 上 不 同 的 物体 状态 ;我 们 用 积分 号 上 加 一 撤 来 标记 
这 种 情况 . 

这 样 ,我 们 得 到 公式 

病 入 去 Tn {ear (31.5) 


在 这 里 和 以 后 在 类 似 的 情形 下 ,我 们 总 是 用 d 表示 相 空 间 的 体积 元 除 以 
(27h)': 


dpdg 
dT = 一 一 一 一 . 31.6 
(27)" ( ) 


D 按照 一 般 法 则 ,e- 人 应 该 理解 为 这 样 一 个 算 符 : 它 的 本 征 函 数 与 算 符 及 的 本 征 函 数 相同 ,而 它 
的 本 征 值 等 于 e-“"". 

@ ”如果 把 经 典 的 配 分 函数 看 成 是 量子 的 配 分 函数 的 极限 ,这 个 情况 就 变 得 特别 明显 . 后 者 是 按 所 
有 不 同 的 量子 态 进行 求 和 的 ,因而 根本 不 会 发 生 任何 问题 ( 必须 注意 ,由 于 量子 力学 中 的 波 函 数 对 称 性 
原理 ,量子 态 绝 不 会 因 相同 粒子 的 置换 而 发 生变 化 ). 

从 纯粹 经 典 的 观点 看 来 ,如 此 理解 配 分 函数 很 有 必要 ,否则 统计 权重 的 可 乘 性 就 会 破坏 ,从 而 炉 和 其 
它 热 力学 量 的 可 加 性 也 会 破坏 . 
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因此 , 求 和 形式 的 量子 配 分 函数 (31. 3 ) 被 积分 形式 的 配 分 函数 所 代替 . 正如 在 
$ 29 中 已 经 指出 的 ,经 典 的 能 量 B(p,9) 总 是 可 以 表示 成 动能 K(p) 与 势能 
U(9) 之 和 的 形式 . 动能 是 动量 的 二 次 函数 ,并 且 对 动量 的 积分 可 以 在 一 般 形式 
下 积分 出 来 . 因此 有 关 计 算 配 分 函数 的 问题 实际 上 归结 为 函数 e- ”对 坐标 积 
分 的 问题 . 

在 实际 计算 配 分 函数 时 ,为 方便 起 见 ,通常 是 扩大 积分 的 区 域 , 同 时 引入 相 
应 的 修正 因子 . 例如 , 设 所 讨论 的 是 由 NN 个 相同 的 原子 所 构成 的 气体 . 于 是 可 以 
对 每 个 原子 的 坐标 独立 地 进行 积分 ,并 且 把 积分 区 域 扩 展 到 气体 所 占据 的 整个 
体积 . 但 是 ,所 得 的 结果 必须 除 以 N 个 原子 可 能 的 置换 数 , 即 除 以 N!. 换 句 话 


说 ,可 以 用 对 整个 相 空 间 的 积分 除 以 N! 取代 积分 | 
1 
[far 本 ra (31.37) 


对 于 由 入 个 相同 分 子 构成 的 气体 ,用 类 似 的 方法 扩展 积分 区 也 很 方便 :对 
于 每 个 分 子 作为 一 个 整体 的 坐标 (分 子 质心 的 坐标 ) 独立 地 积 遍 整个 体积 ,而 对 
分 子 内 部 原子 的 坐标 所 进行 的 积分 则 只 在 每 个 分 子 内 部 积 遍 它 本 身 所 拥有 的 
“体积 ”( 即 构成 分 子 的 原子 能 以 显著 的 概率 被 发 现 的 一 个 小 区 域 ) ;此 后 ,必须 
把 积分 再 除 以 N1. 


习 题 
1. 设 物体 的 粒子 间 相 互 作用 势能 是 它们 坐标 的 n 次 齐 次 函数 . 试用 相似 性 


分 析 ,确定 出 这 种 物体 的 自由 能 在 经 典 统计 学 中 应 取 何 种 形式 . 
解 :在 配 分 函数 


Z fe Yar 


中 ,把 所 有 的 g 用 Ag 代替 ,把 所 有 的 p 用 A"p 代替 (其 中 入 是 任意 常数 ). 如 果 
同时 用 A"T 代替 了, 则 被 积 式 保持 不 变 . 但 是 ,对 坐标 进行 积分 的 积分 限 改 变 
了 一 一 积分 区 域 的 线 度 变 为 原来 的 1/A, 这 使 得 体积 相应 地 变 为 原来 的 1/A ;要 
使 积分 限 保持 不 变 , 必 须 同时 用 AV 代替 V. 在 经 过 所 有 这 些 代 换 以 后 ,由 于 在 
d 厂 中 的 自 变量 (s =3N 个 坐标 和 同样 数目 的 动量 ;NN 为 物体 中 的 粒子 数 ) 的 变 
换 , 积 分 还 要 乘 上 因子 入 ''*"?). 因此 ,我 们 得 出 结论 :在 代 换 
Vs A Ve 

下 , 配 分 函 教 作 如 下 变换 : 

人 
具有 这 些 性 质 的 函数 Z(V,T) 的 最 普遍 的 形式 为 
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a Vr-Y2) , 
式 中 是 单 变量 的 一 个 任意 函数 . 
由 此 我 们 求 出 自由 能 的 表达 式 形 为 


F =-3(F 1+)NTInT + NTp( (1) 


它 只 含有 一 个 未 知 的 单 变 量 函 数 (在 (1) 式 的 第 二 项 中 引入 了 数 N, 以 使 得 已 具 
备 应 有 的 可 加 性 ). 

2. 设 宏 观 物 体 中 粒子 间 的 相互 作用 势能 是 它们 坐标 的 n 次 齐 次 函数 , 试 推 
导 这 种 宏观 物体 的 位 力 定理 . 

解 : 遵 特力 学 中 推导 位 力 定理 的 方法 (参看 本 教程 第 一 卷 §510) ,计算 和 式 
> ,rp 对 时 间 的 导数 ,其 中 rr 和 pp 为 物体 中 诸 粒 子 的 径 和 和 动量 . 注意 到 了 = 





-3/n 
和 ) ， 


80) 并 且 K(P) 是 动量 的 二 次 并 次 函 教 ,得 到 
SFrp = Sp e+ rp=2K(p)+ > rp. 
物体 的 粒子 在 空间 的 有 限 区 域内 运动 ,其 速度 不 会 趋 于 无 穷 大 . 因此 rp 这 
个 量 是 有 限 的 ,而 且 它 对 时 间 的 导数 的 平均 值 变 为 零 ,所 以 
2K+(>》r.p) =0 
( 式 中 天 =(K(p)》). 导数 p 由 作用 于 物体 粒子 上 的 力 确定 . 在 对 所 有 的 粒子 
求 和 时 ,必须 考虑 到 :除了 这 些 粒子 彼此 间 的 相互 作用 力 以 外 ,还 有 来 自 物体 周 
国 各 方面 (遍及 物体 表面 ) 作 用 于 物体 上 的 力 : 
aU(g) 
(Zr:p) =- ( Dr: -Phr* df =-nU -3PV 
(面积 分 化 为 体积 分 并 注意 到 内.r=3). 这 样 ,我 们 就 得 到 2K -nV -3PV =0， 
或 者 引入 总 能 量 忆 =U+K, 有 
(n+2)K = nE + 3PV. (2) 
这 就 是 所 求 的 定理 . 它 不 仅 在 经 典 理论 中 是 正确 的 ,而 且 在 量子 理论 中 也 
是 正确 的 . 在 经 典 的 情形 下 ,平均 动能 民 = 了 NT, 从 而 关系 式 (2) 给 出 
3 
n 
由 习题 1 中 得 到 的 自由 能 表达 式 (1) 出 发 ,也 可 以 推导 出 这 个 公 碟 .. 


在 粒子 按照 库仑 定律 相互 作用 的 情形 下 (n= -1) ,我 们 从 (2) 式 得 到 
=— E+3PV. 


E+ PY = 3(3 + 二 )NT. (3) 


这 个 关系 式 是 相对 论 关系 式 
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2 
E-3Py= 》 me: Jl-== 


C 


的 极限 情形 , 式 中 能 量 忆 还 包括 物体 中 粒子 的 静止 能 量 ( 参 看 本 教程 第 二 卷 
$9.35.); 
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在 具体 计算 热力 学 量 时 常 有 这 样 的 情况 :从 物体 的 能 量 E(p,g) 中 可 以 分 
离 出 一 些 相对 说 来 较 小 的 项 ,这 些 项 在 零 级 近似 下 可 以 忽略 不 计 . 例如 ,物体 的 
粒子 在 外 场 中 的 势能 就 可 以 起 这 些微 小 项 的 作用 (关于 允许 认为 哪 一 些 项 是 微 
小 的 条 件 , 参 看 下 面 ). 

在 这 一 类 情况 下 可 以 建立 一 种 计算 热力 学 量 的 “ 微 扰 理论 ”(R. Peierls， 
1932). 首先 ,我 们 指出 在 经 典 吉 布 斯 分 布 可 以 应 用 的 情形 下 怎样 进行 这 种 计 
算 . 

把 能 量 E(p,q) 写 成 


E(p,g) = E,(p,qg) + V(p,g), C213 
式 中 了 是 微小 的 项 . 为 了 计算 物体 的 自由 能 我 们 写 出 
车 风 1 本 2 1 4 

Os js ep ee” [i + dr， (32.2) 


并 且 在 按 了 的 寡 次 的 展开 式 中 ,在 这 里 和 以 后 我 们 都 只 限于 取 到 二 次 项 ,因为 
我 们 的 目的 只 在 于 计算 一 级 近似 和 二 级 近似 的 修正 . 取 对 数 并 把 对 数 也 展开 成 
级 数 ,在 同样 的 精确 度 下 我 们 有 


F=sF+ 「 | Y - )e 二 十 7 | ve ar 


式 中 Fo 表示 在 V=0 时 计算 出 来 的 “未 微 扰 "的 自由 能 . 
以 上 所 得 到 的 几 个 积分 是 用 "未 微 扰 "的 吉 布 斯 分 布 来 计算 各 个 相应 量 的 


平均 值 . 记 住 在 这 种 意义 下 取 平 均 并 注意 到 - V? =((Y- 了 )》, 最 后 我 们 写 
出 





F=F+V -FV V)’). (32. 3) 
由 此 可 见 , 对 自由 能 的 一 级 近似 的 修正 就 直接 等 于 微 扰 能 量 V 的 平均 值 . 二 级 
近似 的 修正 总 是 负 的 ,而 且 取 决 于 Y 与 其 平均 值 了 的 均 方 偏差 . 特别 是 ,如 果 平 


均值 了 变 为 零 , 则 由 于 微 扰 的 结果 ,自由 能 就 减 小 了 
把 (32.3) 中 的 二 次 项 与 一 次 项 进行 比较 ,我们 就 能 阐明 上 述 微 扰 法 的 适 


用 条 件 . 这 时 必须 注意 :无 论 是 平均 值 Y ,还 是 均 方 值 ((Y- 了) ,粗略 地 
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说 ,这 两 者 都 与 粒子 数 成 正比 (参看 8$2 中 关于 宏观 物体 热力 学 量 的 均 方 涨 落 
的 讨论 ). 因此 可 以 把 所 求 的 条 件 表述 为 :属于 一 个 粒子 的 微 扰 能 量 应 当 比 7 
小 得 多 &. 

现在 我 们 对 量子 的 情形 作 类 似 的 计算 . 代替 (32.1) 式 ,在 这 里 必须 写 出 
相应 的 哈密 顿 算 符 表达 式 

H=H,+tV. 
根据 量子 微 扰 理论 (参看 第 三 卷 §38), 微 扰 系 统 的 能 级 在 精确 到 二 级 近似 修正 
时 的 表达 式 为 
[ss 上 

式 中 E'” 是 未 微 扰 的 能 级 (假定 是 非 简 并 的 )， 求 和 导 上 的 一 一 撤 表 示 应 该 把 m =n 
的 项 去 掉 . 

必须 把 该 表达 式 代 人 公式 


本 2 (32.4) 


a 
并 且 像 上 面 已 进行 的 那样 把 它 展开 . i 


td, + De， o 57 证 
-5 Vw, + 7( FV) (32. 5) 


并 = 
对 角 短 阵 元 .不 是 别 的 ,而 是 微 扰 能 量 V 在 该 (第 a 个) 量子 态 的 平均 值 
因此 和 式 





S Vw,=V 
是 V 的 完全 平均 值 一 一 既 对 物体 的 量子 态 进 行 了 平均 ,又 按 不 同 量子 态 的 (“未 
微 扰 "的 ) 统 计 分 布 进行 了 平均 . 对 自由 能 的 一 级 近似 修正 等 于 了 一 这 个 结果 
在 形式 上 与 上 面 所 得 到 的 经 典 结 果 是 一 致 的 . 
We 


— Ww,) 1 i 
= 于) 


(32.6) 


@ 在 把 (32.2) 中 的 被 积 式 展开 时 ,我 们 是 按 方 这 个 量 来 展开 的 , 它 与 粒子 数 成 正比 ,严格 地 讲 ， 
绝 非 很 小 . 但 是 取 对 数 并 把 对 数 再 次 展开 后 ,导致 大 项 相 消 ,结果 就 得 到 按 小 量 展开 的 土 级 数 . 
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在 这 个 表达 式 中 ,所 有 的 二 次 项 都 是 负 的 (因为 w。-z, 与 已 -已 。 同 号 ). 因 
此 在 量子 的 情形 下 ,对 自由 能 的 二 级 近似 修正 也 是 负 的 . 

正如 经 典 的 情形 一 样 , 这 个 方法 适用 的 条 件 也 是 要 求 ( 属 于 一 个 粒子 的 ) 微 
扰 能 量 比 了 小 得 多 . 然而 众所周知 ,通常 的 量子 力学 微 扰 理 论 (给 出 E, 的 表达 
式 (32.4)) 能 够 适用 的 条 件 是 要 求 微 扰 和 矩阵 元 比 相 应 的 能 级 之 差 小 得 多 ;粗略 
地 说 , 微 扰 能 量 应 该 比 那些 彼此 之 间 允 许 发 生路 迁 2 的 能 级 之 差 小 得 多 . 

这 两 个 条 件 绝 非 彼此 一 致 的 一 一 温度 与 物体 的 能 级 没有 任何 关系 . 可 能 出 
现 这 种 情况 : 微 扰 能 量 比 7 是 小 得 多 ,但 同时 比 几 个 起 主要 作用 的 能 级 之 差 却 
并 非 很 小 ,甚至 还 大 得 多 . 在 这 种 情况 下 ,热力 学 量 的 微 扰 理论 ( 即 公 式 (32.6)) 
可 以 应 用 ,然而 作为 能 级 本 身 的 微 扰 理论 ( 即 公 式 (32.4) ) 却 不 能 应 用 了 ; 换 句 
话说 ,由 公式 (32.6) 所 表示 的 展开 式 的 收敛 范围 可 能 比 推导 (32.6) 所 根据 的 展 
开 式 (32.4) 的 收敛 范围 还 宽 . 

当然 ,相反 的 情形 (在 足够 低 的 温度 下 ) 也 是 可 能 的 . 

如 果 不 仅 微 扰 能 其 比 7 小 得 多 ,而 且 连 能 级 之 差 也 比 T 小 很 多 , 则 公式 


Ee =Fo 


(32.6) 就 可 以 大 大 简化 . 把 (32.6) 中 的 w, 一 w， 接生 一 ”的 霹 次 展开 ， 在 这 
种 情形 下 我 们 求 得 
但 是 根据 矩阵 乘法 规则 ,有 

2 | [+ = 之 | Vo | = ,Val = (VF),, 
因而 我 们 得 到 在 形式 上 与 公式 (32.3) 完 全 一 致 的 表达 式 . 于 是 ,在 这 种 情形 下 ， 
量子 力学 的 公式 在 形式 上 转变 为 经 典 的 公式 2. 
$33 按 石 的 蜗 次 展开 式 


公式 (31.5) 实 质 上 是 自由 能 的 量子 力学 表达 式 (31.3) 在 准 经 典 情形 下 按 
直 守 次 展开 的 级 数 的 第 一 项 ,也 是 主要 的 一 项 . 计算 展开 式 中 下 一 个 不 等 于 零 的 
项 也 很 有 意义 (E. Wigner,G. E. Uhlenbeck,L. Cropper,1932 ). 

计算 自由 能 的 问题 归结 为 计算 配 分 函数 . 为 此 目的 ,我 们 利用 配 分 函数 就 


是 算 符 e- 思 的 迹 这 一 事实 (参看 (31.4) ) ;为 了 简化 繁复 的 表达 式 的 书写 ,我 们 
引入 符号 B=1/T. 计算 算 符 的 迹 可 以 借助 于 任何 一 个 完全 的 正 交 归 一 化 波 函 数 


@ 一 般 来 讲 , 这 是 一 些 使 得 物体 中 只 有 少数 粒子 的 状态 发 生变 化 的 跃迁 . 
@ 更 强 的 方法 是 所 谓 图 技术 , 它 能 考虑 热力 学 量 的 整个 微 扰 论 级 数 ,将 在 本 教程 的 第 九 卷 叙 述 . 
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系 来 进行 . 为 方便 起 见 ,我 们 可 以 选择 N 个 彼此 不 相互 作用 的 粒子 所 构成 的 系 
统 在 茶 个 很 大 的 (但 是 是 有 限 的 ) 体 积 了 中 的 自由 运动 的 波 函 数 来 作为 这 样 的 
波 函 数 系 . 

这 种 波 函 数 具 有 形式 


-0) (33.1) 


式 中 g; 是 粒子 的 笛 卡 儿 坐 标 ,而 p; 是 相应 的 动量 ;我 们 将 其 编号 , 取 i =1， 
2,…,s 的 值 ,其 中 :=3N 是 NN 个 粒子 所 构成 的 系统 的 自由 度数 . 

下 面 的 计算 对 于 由 相同 或 者 不 同 的 粒子 (原子 ) 所 构成 的 系统 都 是 同样 适 
用 的 . 为 了 以 普遍 的 形式 考虑 到 这 些 粒子 有 可 能 是 不 同 的 ,我 们 把 粒子 的 质量 
也 写 上 表征 自由 度 的 编号 的 角 标 m;( 对 应 于 同一 个 粒子 的 三 个 m; 值 当然 总 是 
相同 的 ). 

在 物体 内 存在 相同 粒子 , 则 在 量子 理论 中 必须 考虑 所 谓 的 交换 效应 . 首先 ， 
这 就 意味 着 : 波 函 数 (33. 1) 相 对 于 粒子 的 坐标 来 说 应 该 是 对 称 的 或 者 是 反对 称 
的 一 一 需 视 粒 子 服 从 哪 一 种 统计 而 定 . 然而 ,实际 上 这 个 效应 只 是 使 得 在 自由 
能 中 出 现 指数 型 的 小 项 ,因而 没有 必要 考虑 . 此 外 ,粒子 的 量子 力学 的 全 同性 会 
影响 到 应 该 怎样 对 粒子 的 不 同 动量 值 进 行 求 和 的 方法 一 一 在 下 面 , 例 如 在 计算 
量子 理想 气体 的 配 分 函数 时 ,我 们 就 会 遇 到 这 个 问题 . 这 个 效应 导致 在 自由 能 
出 现 一 个 三 次 方 的 项 ( 见 下 面 ) ,所 以 也 不 影响 我 们 在 这 里 要 计算 的 天 项 . 这 
样 ,在 计算 时 我 们 可 以 完全 不 考虑 任何 交换 效应 . 

在 (33. 1) 的 每 一 个 波 函 数 中 ,动量 p; 有 确定 的 常数 值 . 每 个 p; 的 全 部 可 能 
值 形成 一 个 稠密 的 不 连续 的 序列 (两 个 相 邻 值 之 间 的 距离 与 系统 所 占据 体积 的 


线 度 成 反比 ). 因此 和 矩阵 元 (e- 冯 ) ,对 全 部 可 能 的 动量 值 的 求 和 可 以 用 对 
dp =dp,dp,…dp, 的 积分 来 代替 ,同时 要 考虑 到 “占据 "在 相 空间 体积 V*dp( 每 个 


粒子 在 体积 了 的 全 部 坐标 值 和 在 dp 中 的 动 最 值 ) 内 的 量子 态 数 等 于 -9 
引入 符 号 
1 = exp( - ry pgi]exp(- BA)exp( = 5 pi9:): (33.2) 
把 它 对 所 有 的 坐标 进行 积分 就 得 到 我 们 所 感 兴趣 的 和 矩阵 元 ， 
e- 有 1) = | Td (33.3) 


由 此 再 对 动量 进行 积分 ,就 得 到 所 求 的 配 分 郴 数 . 
因此 ,我 们 应 该 把 了 遍及 整个 相 空间 进行 积分 ,更 确切 地 说 ,应 该 遍及 相 空 
间 内 对 应 于 物体 的 物理 上 不 同 状态 的 区 域 进行 积分 ,其 理由 已 在 $31 中 说 明 ; 
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如 同 在 §31 中 一 样 , 我 们 用 积分 号 上 加 一 撤 来 表明 这 种 情况 
Z= Ve- faar. (33.4) 


我 们 首先 来 计算 了 这 个 量 ,方法 如 下 . 求 导 数 
I i i 
>- = 一 exp| 一 Epig)Hexp( 5p.9.)! 
( 算 符 五 作用 在 位 于 它 右 边 的 所 有 因子 上 ). 展开 上 式 的 右边 ,并 利用 物体 哈密 
顿 算 符 的 明确 表 式 
=U 和 + (33.5) 
式 中 U=U(g,,q;,，… ,9,) 是 物体 中 所 有 粒子 的 相互 作用 势能 . 借助 于 (33.5) ?9 
并 经 过 简单 的 计算 后 ,我 们 得 到 关于 7 的 如 下 方程 : 
en a ,人 aol 
38 = -BE(P,9)1+ > | | (33.6) 
式 中 


E(p,g) = + 


是 物体 能 量 的 通常 的 经 典 表 达 式 . 
当 B=0 时 显然 有 7=1 ,上 述 方程 应 该 在 这 个 条 件 下 求解 . 将 
1 (33.7) 
代入 ,方程 化 为 以 下 形式 : 
Xv | 2ip _ 


dB 7 2m. 天 da fi 09， 
Wt a aU 
= GU 了 5: 33. 8) 
A px | pa 99; Wa ( 


其 边界 条 件 为 : 当 B=0 时 ,X=1. 
为 求 得 依 育 帘 的 级 数 展开 ,我 们 用 逐次 近似 法 来 解 方 程 (33. 8): 
xX=1+ ,+ Ax +*, (33.9) 
当 B=0 时 式 中 的 xx， 都 等 于 零 . 把 这 个 展开 式 代 入 方程 (33.8) ,并 且 把 旋 
的 不 同 宕 次 的 项 分 离 出 来 ,得 到 方程 


i 

9B mm. 9g;” 

Ox? 1 oaU ox ovU 21 OUN? 
A | i oY 2 ou ]. 
8 i | Pp: da i 9g dg; *# (5 





从 第 一 个 方程 确定 出 Xi ,然后 从 第 二 个 方程 确定 出 X2: 经 过 简单 的 计算 后 ,我们 
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得 到 
如 =- 司 ( 允 吾 闻 + 全 + 
+ (33.10) 


所 求 的 配 分 消 数 (33.4) 等 于 积分 
fa + My, + Rey, )e eo dT (33. 11) 


容易 看 出 ,在 这 个 积分 中 所 的 一 次 项 变 成 0. 这 是 因为 ,这 一 项 中 的 被 积 函 
数 是 动量 的 奇 郴 数 ( 有 E(p,9) 是 动量 的 二 次 函数 ,而 Xi 按照 (33. 10) 是 动量 的 线 
性 函数 ) ,所 以 在 对 动量 积分 后 变 为 零 . 因此 ,可 把 (33. 11) 改 写 为 形式 


洲 (站 PE)| enar, 
式 中 我 们 引入 了 依 经典 吉 布 斯 分 布 的 平均 值 Y，: 
[Wear 
eeeoar 
把 配 分 函数 的 这 个 表达 式 代 入 公式 (31.3) , 求 得 自由 能 为 : 
F=F, -lll + ys 


xX? 


或 者 在 同样 的 精度 下 ， 


2 
六 Ra (33. 12) 


式 中 ,F。 是 经 典 统 计 学 中 的 自由 能 (公式 (31. 5)). 

由 此 可 见 , 在 自由 能 的 展开 式 中 紧 接 经 典 项 之 后 的 是 声 的 二 次 项 . 这 并 不 
偶然 . 我 们 用 逐次 近似 法 解 方程 (33. 8) ,而 量子 常数 仅 以 语 的 形式 出 现在 该 方 
程 内 ;因此 所 得 到 的 展开 式 也 是 按 丢 医 次 的 展开 式 . 自由 能 是 实数 ,所 以 在 自由 
能 中 只 能 出 现实 数 的 丢 笑 次 . 因此 在 这 里 推导 出 的 自由 能 展开 式 ( 不 考虑 交换 
效应 ) 是 按 声 偶 次 医 的 展开 式 . 


我 们 剩 下 的 问题 是 计算 平均 值 Y: 在 8$29 中 我 们 看 到 :在 经 典 统 计 学 中 坐 
标的 概率 分 布 与 动量 的 概率 分 布 是 相互 独立 的 . 因此 对 动量 的 平均 和 对 坐标 的 
平均 可 以 分 别 进行 . 


显然 ,两 个 不 同 的 动量 的 乘积 其 平均 值 等 于 零 , 而 平方 p? 的 平均 值 等 于 及 
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因此 可 以 写成 

(Dipy) = Bd, 
式 中 当时 , 5。 0 5 =0. 利用 该 ed he 


二 =) ) -5 


在 这 里 ,两 项 可 以 合 ad -项 ， 认为 世人 的 平 人 和 如 下 关系 式 相 联系 、 


(器 )》-a《(( 惑 Ga 


很 窜 易 证 明 这 个 等 式 的 正确 性 ,只 要 注意 到 

3 人。 aq = en #p|( 守 ) di, 
右边 的 第 一 项 给 出 代表 表面 效应 的 表达 式 , 第 二 项 给 出 体积 效应 ;由 于 物体 的 
宏观 性 ,第 一 项 与 第 二 项 比较 起 来 完全 可 以 忽略 不 计 . 


把 这 样 得 到 的 xX, 的 表达 式 代 入 公式 (33. 12) 并 以 1/T 代替 B, 最 后 求 得 自 

由 能 的 表达 式 为 
| (33. 15) 

我 们 看 到 ,对 经 典 值 的 修正 项 总 是 一 个 正 的 量 , 它 由 作用 到 粒子 上 的 力 的 均 方 
值 来 决定 . 这 个 修正 项 随 着 粒子 质量 的 增加 以 及 温度 的 升 高 而 减 小 . 

根据 以 上 所 述 ,在 这 里 所 推导 出 来 的 展开 式 的 下 一 项 应 该 是 四 次 项 . 这 个 
情况 使 我 们 可 以 完全 独立 地 计算 到 项 ;该 项 在 自由 能 中 的 出 现 , 起 因 于 量子 力 
学 粒子 全 同性 导致 的 动量 求 和 的 某 些 特点 . 这 一 项 在 形式 上 与 对 理想 气体 进行 
类 似 计算 时 出 现 的 修正 项 相同 ,因而 (对 于 由 NN 个 相同 粒子 构成 的 物体 ) 由 公式 
(56. 14) : 
nN 
2g VT'”?m 372 
所 确定 . 正 号 属于 费 米 统计 的 情形 , 负 号 属于 玻 色 统计 的 情形 ;g 是 关于 电子 和 
核 二 者 角 动 量 取 向 的 总 简 并 度 . 

所 得 到 的 这 些 公 式 也 可 以 用 于 求 出 物体 内 的 原子 坐标 与 动量 概率 分 布 孔 
数 中 的 修正 项 . 根据 在 $5 中 得 到 的 普遍 结果 ,把 了 上 对 dg 积分 后 就 得 到 动量 的 
概率 分 布 (参看 (5. 10) ) 


和 ”汪汪 





(33. 16 ) 


dw，= 常数 . dp| 1d7. 
在 7 中 的 xie "一 项 含有 对 坐标 的 全 微 商 ,对 坐标 积分 后 它 给 出 的 量 代 表 表 
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面 效应 ,可 以 忽略 不 计 . 因此 有 : 
dw，= 常数 exp| - = 2 )ap]f (1 + Ws)e da 
在 妨 的 表达 式 (33. 10) 中 的 第 三 项 和 第 四 项 在 对 坐标 积分 后 给 出 一 个 微小 的 
常数 项 (不 包含 动量 ) , 它 在 这 一 近似 下 可 以 忽略 不 计 . 把 因子 |e dg 也 归并 
到 常 系数 中 去 ,得 到 : 
dw， = 常数 .exp[ - 六 总 ] [1 -站 全 y+ 


Ti MM 99; 99， 
忆 反 区 ht 9g; 二 Jar. 


式 中 所 包含 的 平均 值 由 如 下 关系 式 (类 似 于 (33. 14) ) 相 联系 : 


:VU U aU 
(Hm? 有 二 


“| 











因此 有 : 


(33. 17) 
用 同样 精度 的 指数 式 代 替 (33. 17 ) 中 方 括号 项 ,该 表达 式 可 以 很 方便 地 改写 成 
如 下 形式 : 


wl Wb 

(33,. 18') 

因此 ,我们 看 到 ,对 经 典 的 动量 分 布 函数 的 修正 归结 为 把 动量 的 一 个 二 次 

式 附加 到 指数 中 的 动能 上 ,这 个 二 次 式 的 系数 与 物体 中 粒子 的 相互 作用 定律 
有 关 . 

如 果 我 们 想 求 对 于 任意 一 个 动量 P 的 概率 分 布 ,就 必须 把 (33. 17) 对 所 有 

其 余 的 动量 进行 积分 . 这 时 ,所 有 带 平方 拟 ( 尖 间 的 项 给 出 一 些 常数 ,它们 比 1 

小 得 多 而 可 以 忽略 不 计 ,而 所 有 带 不 同 动量 乘积 的 项 积分 后 变 为 零 . 重新 变 为 

指数 形式 后 ,最 后 求 得 


i 


PT ee 有 效 温度 ” 
去 代替 真正 的 温度 7 了: 
”本 mw 5 所 2) )- 








Tr = 
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用 类 似 的 方法 可 以 计算 出 修正 的 坐标 分 布 函 数 . 在 把 了 对 动量 积分 后 就 得 
到 坐标 的 分 布 函数 : . 


dw，= 常数 ， dg| /dp 
利用 类 似 于 获得 表达 式 (33. 13 ) 的 计算 ,得 到 如 下 结果 : 


dw,，= 常数 tT [二 二 ( 双 ) + 
a m. on 下 je 


8$834 转动 物体 的 吉 布 斯 分 布 


关于 转动 物体 的 热力 学 关系 式 的 问题 已 经 在 $ 26 中 研究 过 了 . 现在 我 们 来 
看 ,应 该 如 何 表述 转动 物体 的 吉 布 斯 分 布 ;这 样 就 完全 解决 了 关于 转动 物体 的 
统计 性 质 的 问题 . 至 于 匀速 平 动 ,正如 在 $ 26 中 已 经 指出 的 ,因为 伽利略 相对 性 
原理 , 它 对 统计 性 质 只 起 着 无 关 紧 要 的 影响 ,所 以 不 必 特殊 考虑 . 

在 随 物体 一 起 转动 的 坐标 系 中 ,通常 的 吉 布 斯 分 布 是 正确 的 ;在 经 典 统计 
学 中 ， 


冲 汪 ld) ep (34. 1 ) 


式 中 E'(p,gq) 是 物体 在 该 妆 坐 标 系 中 的 能 量 ， 它 是 物体 粒子 的 坐标 和 动量 的 果 数 ， 
而 下 是 物体 在 该 坐标 系 中 的 自由 能 (但 是 它 决 不 同 于 静止 物体 的 自由 能 ). 能 
量 E'(p,gq) 与 静止 坐标 系 中 的 能 量 E(p,g) 之 间 的 关系 式 为 

E'(p,g) = E(p,g) 一 有 M(p,g) (34.2) 
式 中 2 是 转动 角速度 ,而 M(p,q) 是 物体 的 角 动 量 (参看 $26). 把 (34.2) 代 人 
(34. 1) ,我 们 求 出 转动 物体 的 吉 布 斯 分 布 形式 为 了 


sp = Ranh ep[ (34. 3) 


在 经 典 统计 学 中 ,转动 物体 的 吉 布 斯 分 布 也 可 以 表示 成 男 外 一 种 形式 . 为 
此 ,我 们 利用 物体 能 量 在 转动 坐标 系 中 的 如 下 表达 式 : 


"= 7 nt (34.4) 


式 中 v' 是 粒子 相对 于 转动 坐标 系 的 速度 ,而 r 是 粒子 的 径 矢 (参看 第 一 卷 
§ 39). 不 依赖 于 2 的 那 部 分 能 量 我 们 用 


@ 分 布 (34.3), 像 通常 的 吉 布 斯 分 布 一 样 ,是 同 54 中 由 刘 维 尔 定理 (公式 (4.2)) 出 发 所 得 到 的 
结果 完全 符合 的 :分 布 函数 的 对 数 是 物体 的 能 基 和 角 动 量 的 线性 函数 . 
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E(vr) = > 和 +U (34.5) 

来 表示 ,于 是 就 得 到 吉 布 斯 分 布 的 形式 为 

p= (2rj) “exp{ [PF’ — El(v,r)+ pp m(@2 x ")"]}. 
函数 p 决定 处 于 相 空 间 体积 元 dx,dyidz,…dpi,dp1,dp1,… 中 的 概率 ,其 中 pp 
=mz' +m(2xr) 是 物体 粒子 的 动量 (参看 第 一 卷 §39). 因为 在 求 动量 的 微分 
时 坐标 应 该 看 成 常数 ,所 以 ip" = mdv' ,并且 我 们 可 以 用 粒子 的 坐标 和 速度 表示 
概率 分 布 : 
-com -een 0 x0] 

x dxidy,dz, dv',dv',dv',.…, (34.6) 
为 简单 起 见 , 在 这 里 我 们 用 字母 C 表示 因子 (2m#) “与 所 有 粒子 质量 的 乘积 ， 


这 些 质量 的 乘积 是 在 把 动量 微分 变换 为 速度 微分 时 而 出 现 的 . 
对 于 静止 的 物体 我 们 有 


dw 三 CG on 
T 
式 中 Eo(v,r) 的 表达 式 与 (34.5) 相 同 , 不 过 现在 是 静止 坐标 系 中 的 速度 的 孙 
数 . 因此 ,我 们 看 到 ,转动 物体 按 坐 标 和 速度 的 吉 布 斯 分 布 与 静止 物体 的 吉 布 斯 
分 布 之 间 的 区 别 仅 在 于 附加 了 一 项 势能 , 它 等 于 
二 py m(@Q xr) 


换 句 话说 ,对 物体 的 统计 性 质 而 言 ,转动 相当 于 出 现 一 个 对 应 于 离心 力 的 外 场 . 
科 里 奥 利 力 并 不 影响 这 些 性 质 . 
然而 ,必须 着 重 指出 :上 述 结 论 只 适用 于 经 典 统计 学 . 在 量子 的 情形 下 ,对 
于 转动 物体 用 类 似 于 (34. 3 ) 式 的 统计 算 符 表达 式 
F'-H+09:.M 
T 
才 是 正确 的 . 形式 上 可 以 把 这 个 算 符 化 为 与 (34.6) 相 应 的 形式 ,这 时 速度 v' 用 


算 符 六 = 包 - (22 xr) 来 代替 . 但 是 这 个 矢量 算 符 各 分 量 彼此 不 对 易 , 不 像 静止 


坐标 系 中 的 速度 算 符 六 那样 . 因此 ,与 (34.6) 式 和 (34.7) 式 相应 的 两 个 统计 算 
符 , 除 了 其 中 有 一 个 存在 着 离心 能 量 以 外 ,一 般 来 讲 , 彼 此 之 间 还 存在 着 重大 的 
差别 . 
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直到 目前 为 止 我 们 始终 默认 :物体 中 的 粒子 数 是 给 定 的 常数 . 同时 我 们 有 


jedrdz .dm dz dm， (34.7) 


(34. 8) 


WwW = exp 
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意 不 提 各 个 子 系统 之 间 实 际 上 可 以 发 生 粒 子 交 换 这 一 事实 . 换 而 言 之 , 子 系统 
中 的 粒子 数 NN 不可 避免 地 会 在 它 的 平均 值 附 近 涨 落 . 为 了 准确 地 表述 这 里 的 粒 
子 数 是 什么 意思 ,我们 把 系统 中 被 包围 在 一 个 确定 体积 内 的 部 分 称 为 子 系统 ， 
那么 我 们 把 w 理解 为 处 于 该 体积 内 的 粒子 数 由 . 

这 样 就 产生 了 把 吉 布 斯 分 布 推广 到 粒子 数 可 变 的 物体 上 的 问题 . 在 这 里 ， 
我 们 只 写 出 由 相同 粒子 所 组 成 的 物体 的 公式 ;如 何 进 一 步 推广 到 含有 不 同 粒子 
的 系统 上 去 是 很 显然 的 ( $ 85 ). 

现在 分 布 函数 不 仅 与 量子 态 的 能 量 有 关 , 而 且 还 与 物体 中 的 粒子 数 NW 有 
关 ,并 且 能 级 已,, 本 身 在 不 同 的 NT 下 当然 也 是 不 同 的 (该 情况 用 角 标 N 表明 ). 
物体 包含 NN 个 粒子 并 且 同 时 处 于 第 n 个 状态 的 概率 用 ws 表示. 

确定 这 个 函数 形式 的 方法 与 $28 中 获得 晃 数 w, 的 方法 完全 一 样 . 区 别 只 
在 于 :介质 的 科 现在 不 仅 是 它 的 能 量 五 ' 的 函数 ,而 且 也 是 其 粒子 数 N' 的 函数 ， 
S'=S'(E',N'). 把 E' 和 N' 写 成 E' =E"” -已 ,和 N=N -NON 是 物体 中 的 粒 
子 数 ,N'" 是 整个 闭合 系统 中 给 定 的 粒子 总 数 , 它 比 N 大 得 多 ) ,根据 (28. 2) ,我 
们 有 

ws = 常数 .exp13S( -EN -AN)| 

(正如 在 $28 中 一 样 ,把 AE' 当 成 常数 ). 

其 次 ,把 5' 按 E,、 和 VN 的 血 次 展开 ,而 且 仍 然 只 保留 到 线性 项 . 把 等 式 
(24.5) 写 成 形式 

人 全 的 + dy - dN, 
由 这 个 式 子 得 出 
区- 二 (元 
因此 ， 
SE -已 No -N) ~ 8(E™,N") - + 多， 

并 且 根 据 平衡 条 件 ,物体 和 介质 的 化 学 势 u( 正 如 温度 一 样 ) 是 相同 的 . 

这 样 ,我 们 就 得 到 分 布 函 数 的 如 下 表达 式 : 
大 =- 思 。 

T 

归 一 化 常数 4 就 像 在 $31 中 那样 可 以 用 热力 学 量 表 示 出 来 . 计算 出 物体 的 





Wy = Aexp (35:.1) 


@ 在 828 中 推导 吉 布 斯 分 布 时 ,我 们 所 考虑 的 实质 上 正 是 在 这 种 意义 下 的 子 系统 :从 公式 (28-2) 
变换 到 (28.3) ,我 们 对 炉 进 行 微分 时 ,就 认为 物体 的 体积 是 恒定 的 (因而 介质 体积 也 是 恒定 的 ). 
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S=—- (lnwn» =—-In4 -二 地 


| 名 


由 此 得 出 
Tln4 =E-TS-yN. 
但 是 巨 -TS = 下 ,而 差 忆 -AN 是 热力 学 势 2. 因此 ,Tln4 = 人, 而 且 可 以 把 (35. 1 ) 
改写 成 
D+uN-E,, 
Wy 三 exp 
这 就 是 粒子 数 可 变 情 形 的 吉 布 斯 分 布 的 最 后 形式 2. 
分 布 (35.2) 的 归 一 化 条 件 ,要 求 把 wv 首先 对 所 有 的 量子 态 ( 在 给 定 的 入 
下 ) 然 后 对 所 有 的 NN 值 求 和 的 结果 应 当 等 于 1: 


> Wi “i (Wt Er ,一 填 
由 此 得 到 热力 学 势 2 的 如 下 表达 式 : 
人 = 一 Tin > Le ew?]. (35. 3) 
除了 公式 (31.3) 以 外 ,这 个 公式 也 可 以 用 来 计算 具体 物体 的 热力 学 量 . 公 
式 (31.3) 给 出 物体 的 自由 能 作为 7,N 和 VY 的 隙 数 ,而 公式 (35.3) 给 出 物体 的 
热力 学 势 作为 7T,x 和 VV 的 函数 . 


在 经 典 统计 学 中 ,我 们 写 概率 分 布 形 如 
dw, = pwdp ”dg 


(35.2) 


式 中 

人 +HAN —- Ev(p,g) 
了 

我 们 把 变量 N 写成 分 布 函 数 的 角 标 ;我 们 给 相 空 间 的 体积 元 也 写 上 同样 的 角 

标 ,以 此 强调 :与 每 一 个 N 值 对 应 的 有 它 自 己 的 相 空 间 ( 其 维 数 为 2*). 相应 地 ， 

的 公式 写成 


py = (27h) exp (35.4) 


0 =-Tin{y i ER (35. 5) 
N 


最 后 ,我 们 讨论 一 下 在 这 里 推导 出 的 粒子 数 可 变 情形 的 吉 布 斯 分 布 (35. 2) 
与 此 前 的 分 布 (31. 1) 之 间 的 关系 . 首先 很 明显 ,在 确定 物体 所 有 的 统计 性 质 ( 除 
了 物体 中 粒子 总 数 的 涨 落 以 外 ) 时 ,这 两 种 分 布 完全 等 效 . 忽略 粒子 数 NN 的 涨 


四 ”这 个 分 布 有 时 称 为 巨 正则 分 布 . 
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落 ,我 们 就 得 到 Q+HAN = 下 ,分 布 (35.2) 与 (31.1) 也 就 完全 一 致 了 . 分 布 (31. 1) 
和 (35.2) 之 间 的 关系 在 一 定 意义 下 类 似 于 微 正则 分 布 和 正则 分 布 之 间 的 关系 . 
用 微 正则 分 布 描述 子 系统 相当 于 忽略 它 的 总 能 量 的 涨 落 ; 而 正则 分 布 在 它 的 通 
常 形式 (31.1) 下 则 考虑 了 这 种 涨 落 . 但 是 ,后 者 没有 考虑 到 粒子 数 的 涨 落 ,可 以 
说 , 它 是 “相对 于 粒子 数 的 微 正 则 分 布 ”. 而 分 布 (35. 2) 无 论 对 能 量 或 是 对 粒子 
数 都 是 “正则 的 ”. 

因此 ,所 有 这 三 种 分 布 一 一 微 正 则 分 布 和 两 种 形式 的 吉 布 斯 分 布 ,对 于 确 
定 物体 的 热力 学 性 质 来 说 原则 上 都 适用 . 从 这 种 观点 来 看 ,区 别 只 在 于 数学 上 
的 方便 程度 . 实际 上 , 微 正则 分 布 是 最 不 方便 的 ,而 且 从 来 不 用 于 这 个 目的 . 最 
方便 的 通常 是 粒子 数 可 变 的 吉 布 斯 分 布 . 
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吉 布 斯 分 布 在 整个 统计 学 中 起 着 最 主要 的 作用 ,所 以 在 这 里 我 们 再 给 一 种 
说 法 看 其 合理 性 . 这 个 分 布 实质 上 早 在 $4 和 $§6 中 就 已 经 直接 从 刘 维 尔 定理 
推导 出 来 了 . 我 们 看 到 ,应 用 刘 维 尔 定理 (与 子 系统 分 布 函 数 可 乘 性 假设 一 起 ) 
就 能 够 得 出 , 子 系统 分 布 函 数 的 对 数 应 该 是 其 能 量 的 线性 函数 : 
jnw = a +BE,, (36.1) 
系数 B 对 于 给 定 闭合 系统 的 所 有 子 系统 来 讲 都 是 相同 的 (参看 (6.4) 式 ,或 经 典 
情形 的 类 似 关系 式 (4.5)). 由 此 可 得 
BE, 


有 
如 果 形式 上 引入 符号 B= - 方 ,a = 亏 , 那 么 这 个 表达 式 在 形式 上 就 与 吉 布 斯 分 


布 (31. 1) 一 致 . 剩 下 来 还 需要 证 明 : 从 吉 布 斯 分 布 本 身 , 即 用 纯粹 统计 学 的 方 
式 ,可 以 推导 出 基本 的 热力 学 关系 式 . 

我 们 已 经 看 到 ,B 这 个 量 ,因而 也 就 是 7 这 个 量 ,对 处 于 平衡 状态 的 系统 的 
所 有 部 分 应 该 是 相同 的 . 其 次 ,显然 应 该 有 B <0, 即 7>0, 和 否则 归 一 化 的 和 式 
Sw, 就 必然 会 发 散 (由 于 包含 粒子 的 动能 ,能 量 E, 可 以 取 任 意 大 的 数值 ). 所 


有 这 些 性 质 都 与 热力 学 温度 的 基本 性 质 一 致 . 

为 了 导出 定量 的 关系 式 ,我 们 从 归 一 化 条 件 

F-E 
2, cxp F 3 

出 发 . 对 这 个 等 式 取 微 分 ,把 它 的 左边 看 成 了 和 某 些 参量 和 A, ,A,,… 的 函数 ,这 些 
参量 表征 我 们 所 考虑 的 物体 所 处 的 外 部 条 件 ; 例 如 ,这 些 参 量 可 以 确定 物体 所 
占 体 积 的 形状 和 大 小 . 能 级 E, 依赖 于 和 A, ,A,,… ,以 它们 为 参量 . 

进行 微分 后 ,我们 写 出 
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WwW, aE, rR 
> 7 [dr - dA ee 


(为 简短 起 见 ,我 们 在 这 里 只 考虑 一 个 外 参量 入). 由 此 可 得 
aE, dT 
dF Dw, 二 dA 2 ws A t= 2 WE,). 


在 等 式 的 左边 ，》w。= 1, 而 在 右边 





d7| = 0 





aE aE 
E, =E, ee ae 
之 ww " 之 Un aA ~ aA 
再 考虑 到 下 -= -77S 以 及 @ 
aE, af 
95, _ 9H .2 
oA aA” 30507 
最 后 得 到 
ET 
aA 


这 就 是 自由 能 微分 的 一 般 形式 . 

用 同样 的 方法 也 可 以 得 到 粒子 数 可 变 情形 的 吉 布 斯 分 布 . 如 果 把 粒子 数 看 
成 动力 学 变量 , 则 显然 它 ( 对 于 闭合 系统 而 言 ) 也 是 一 个 “运动 积分 ” ,并 且 同 样 
也 是 可 加 性 的 . 所 以 应 当 写 成 


Inw, = a +BE, +YN, (36. 3) 
式 中 y 也 像 6 一 样 ,对 于 平衡 系统 的 所 有 各 部 分 都 应 该 是 相同 的 . 设 
rp 


就 得 到 形 为 (35. 2) 的 分 布 ,然后 用 与 上 面相 同 的 方法 ,就 可 以 得 到 热力 学 势 2 
微分 的 表达 式 . 


四 “如果 哈密 顿 算 符 (因而 还 有 它 的 本 征 值 5,) 与 菜 个 参量 入 有 关 , 则 


(参看 第 三 卷 ,(11. 16) ) ,对 它 进行 统计 平均 后 就 得 到 公式 (36. 2). 
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统计 物理 学 最 重要 的 研究 对 象 之 一 ,是 所 谓 的 理想 气体 . 理想 气体 是 指 这 
样 一 种 气体 , 它 的 粒子 (分 子 ) 间 的 相互 作用 是 如 此 微弱 ,以 至 于 可 以 忽略 不 计 . 
物理 上 人 允许 这 种 忽略 的 前 提 是 :或 者 粒子 之 间 的 相互 作用 在 任何 距离 下 都 很 
小 ,或 者 气体 足够 稀薄 . 后 一 种 情况 更 为 重要 ,在 这 种 情形 下 ,气体 稀薄 导致 它 
们 的 分 子 几乎 始终 彼此 相距 很 远 ,在 这 种 距离 下 相互 作用 力 已 经 足够 小 了 . 

由 于 分 子 间 不 存在 相互 作用 ,就 可 以 把 确定 整个 气体 的 能 级 E, 的 量子 力 
学 问题 归结 为 确定 单个 分 子 的 能 级 问题 . 我 们 用 es 表示 这 些 能 级 ,其 中 角 标 上 
是 确定 分 子 状态 的 量子 数 的 集合 . 于 是 能 量 E, 可 以 表示 为 每 个 分 子 的 能 基 之 
和 的 形式 . 

但 是 ,必须 注意 ,即使 不 存在 直接 的 力学 相互 作用 ,在 量子 力学 中 也 有 独特 
的 处 于 相同 量子 状态 的 粒子 间 的 相互 影响 ( 称 为 交换 效应 ). 比如 , 若 粒 子 服 从 
费 米 统计 ,那么 这 种 效应 表现 为 在 每 一 个 量子 态 中 不 可 能 同时 出 现 一 个 以 上 的 
粒子 ;对 于 服从 玻 色 统计 的 粒子 发 生 类 似 的 效应 ,但 以 另 一 种 方式 表现 出 来 . 

我 们 用 nn, 来 代表 气体 中 处 于 第 个 量子 态 的 粒子 数 ,n 这 些 数 有 时 称 为 各 
个 量子 态 的 占有 数 . 我 们 来 考虑 怎样 计算 这 些 数 的 平均 值 元 的 问题 ,并 且 先 来 
详细 地 研究 对 所 有 大 有 


@ 应 当 强调 一 下 : 当 我 们 讲 到 单个 粒子 的 量子 态 时 ,所 指 的 总 是 由 全 部 量子 数 的 集合 才能 完全 确 
定 的 状态 (其 中 包括 粒子 角 动 量 的 取向 ,如果 它 具有 这 种 量子 数 的 话 ) .不 应 当 把 量子 态 和 量子 能 级 混 为 
一 谈 一 一 对 应 于 同一 个 能 级 可 以 有 一 系列 不 同 的 量子 态 (如果 能 级 是 简 并 的 ). 
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n,<<l (37.1) 
的 一 种 非常 重要 的 情形 . 这 种 情形 在 物理 上 相当 于 足够 稀薄 的 气体 . 以 后 我 们 
将 建立 一 个 保证 满足 这 个 条 件 的 判 据 ,但 是 现在 已 经 可 以 指出 :事实 上 通常 所 
有 的 分 子 气体 或 原子 气体 都 是 满足 这 个 条 件 的 . 只 有 当 密 度 大 到 使 物质 无 论 如 
何 也 不 能 考虑 为 理想 气体 时 ,这 个 条 件 才 被 破坏 . 
平均 占有 数 元 ,<< 1 的 条 件 意味 着 :事实 上 ,在 每 一 时 刻 处 于 每 一 个 量子 态 
中 的 粒子 不 会 多 于 一 个 . 由 于 这 个 缘故 ,不 仅 粒 子 间 的 直接 的 动力 学 相互 作用 
可 以 忽略 不 计 , 而 且 连 上 述 它们 之 间 的 量子 力学 间接 相互 影响 也 可 以 忽略 不 
计 . 这 种 情况 也 就 使 得 吉 布 斯 分 布 公式 可 应 用 于 各 个 分 子 . 
事实 上 ,我 们 是 对 任何 大 的 闭合 系统 中 较 小 的 但 同时 又 是 宏观 的 部 分 来 推 
导 吉 布 斯 分 布 的 . 由 于 物体 是 宏观 的 ,可 以 认为 它们 是 准 闭 合 的 , 亦 即 在 某 种 意 
义 下 可 以 把 它们 同系 统 中 其 它 各 部 分 的 相互 作用 忽略 不 计 . 在 这 里 所 考虑 的 情 
形 下 ,气体 的 各 个 分 子 是 准 闭合 的 ,虽然 它们 绝 不 是 宏观 物体 . 
把 吉 布 斯 分 布 公 式 应 用 于 气体 的 分 子 ,我 们 可 以 断言 :分 子 处 于 第 上 个 状 
态 的 概率 正比 于 e-“" ,从 而 在 这 个 状态 的 分 子 的 平均 数 元 也 正比 于 e-“”, 即 
ni, = ae™™, (C37;2) 
式 中 a 是 常数 ,由 归 一 化 条 件 
Di=N C37,.3) 


来 决定 (N 是 气体 中 的 粒子 总 数 ). 由 公式 (37.2) 所 确定 的 理想 气体 分 子 按 不 同 
状态 的 分 布 称 为 玻 尔 兹 曼 分 布 ; 它 是 玻 尔 兹 曼 在 1871 年 对 于 经 典 统 计 学 的 情 
形 所 发 现 的 . 
在 (37.2) 中 的 常 系数 可 以 通过 气体 的 热力 学 量 来 表示 . 为 此 ,我 们 再 给 出 
这 个 公式 的 一 种 推导 方法 ,其 基础 在 于 把 吉 布 斯 分 布 应 用 于 气体 中 处 于 一 个 给 
定量 子 态 中 的 所 有 粒子 的 集合 . 我 们 之 所 以 能 这 么 做 (即使 粒子 数 元 , 并 不 小 )， 
是 因为 这 些 粒 子 与 其 余 粒 子 之 间 ( 与 理想 气体 中 的 所 有 粒子 之 间 一 样 ) 没 有 直 
接 的 动力 学 相互 作用 ,而 量子 力学 的 交换 效应 只 对 处 在 同一 状态 上 的 粒子 才 会 
发 生 . 在 粒子 数 可 变 的 吉 布 斯 分 布 的 普遍 公式 (35.2) 中 , 令 E=nes,N=n, 并 
把 2 这 个 量 写 上 角 标 上 ,我 们 就 得 到 n, 取 各 种 不 同 值 的 概率 分 布 的 形式 
Ww = se se Ee (37.4) 
特别 是 ,w。= e” 为 第 个 状态 中 完全 没有 粒子 的 概率 . 在 这 里 所 感 兴趣 的 
情况 下 ,i < 1, 这 时 概率 we 接近 于 1 ,所 以 在 第 左 个 状态 中 有 一 个 粒子 的 概率 


表达 式 w=exp 各 + 一双 中 ,可 以 略 去 高 阶 无 穷 小 量 , 而 令 covr =1. 于 是 
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KH- Er: 
w| = exp 


了 
至 于 说 到 n; >1 的 值 的 概率 , 则 在 同样 的 近似 下 可 以 认为 它们 等 于 零 . 因此 
nn, = 2 二 


我 们 就 得 到 玻 尔 兹 曼 分 布 的 形式 为 





n, = exp 二 一 一 
各 " 


由 此 可 见 , 公 式 (37.2) 中 的 系数 可 以 用 气体 的 化 学 势 表示 ， 
$38 经 典 统计 中 的 玻 尔 兹 曼 分 布 


假如 气体 分 子 ( 以 及 分 子 内 的 原子 ) 的 运动 遵循 经 典 力学 ,那么 我 们 就 可 以 
用 分 子 在 相 空间 中 的 分 布 , 亦 即 按 动量 和 坐标 的 分 布 ,来 代替 按 量 子 态 的 分 布 . 
设 在 分 子 的 一 个 相 空间 体积 元 

dpdg = dp,***dp,dg,**dg, 
(r 是 分 子 的 自由 度 的 数目 ) 中 所 “含有 ”的 平均 分 子 数 为 dN ,我 们 把 它 写成 
dN Sn(pd}dr, ‘dr = (38.1) 

并 且 把 n(p,g) 称 为 相 空间 中 的 密度 (虽然 dr 与 相 空 间 的 体积 元 相差 一 个 
(2m#) “因子 ). 现在 代替 (37. 5 ) 我 们 得 到 


A erp 《38. 2 ) 


式 中 se(p,9) 是 一 个 分 子 的 能 量 , 它 是 分 子 内 原子 的 坐标 和 动量 的 函数 . 

但 是 ,通常 并 非 分 子 的 全 部 运动 都 是 准 经 典 的 ,只 有 对 应 于 它 的 一 部 分 自 
由 度 的 运动 才 是 准 经 典 的 . 例如 , 当 气 体 不 处 于 外 力 场 中 时 ,分子 的 平 动 总 是 准 
经 典 的 ,同时 平 动 的 动能 在 分 子 的 能 量 a 中 是 一 个 独立 分 量 ,而 能 量 的 其 余部 
分 完全 不 包含 分 子 质心 的 坐标 x,y,z 和 动量 p,,p, ,Pp,. 这 种 情况 使 我 们 可 以 从 
玻 尔 效 曼 分 布 的 普遍 公式 中 分 离 出 一 个 因子 ,该 因子 决定 气体 分 子 按 上 述 诸 变 
量 的 分 布 . 显然 ,分 子 在 气体 所 占据 的 体积 内 的 分 布 就 是 均匀 分 布 ,而 对 于 单位 
体积 内 具有 在 给 定 间隔 dp.,dp,,dp, 中 的 ( 平 动 ) 动 量 的 分 子 数 而 言 ,我 们 得 到 
麦克 斯 韦 分 布 公式 


N p: 十 总 + 
dN 过 2 38.3 
Vammr exp| 2mT Pe Des ( ) 





代入 


m A m( 愉 十 友 二 访 ) 
= 3 ed i 4 d 38.4 
a, 人 exp| 27 | min A 


VN 
V 
(m 是 分 子 的 质量 ) ,该 公式 已 归 一 化 为 在 单位 体积 内 及 个 粒子 . 
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我 们 进一步 考虑 处 于 外 场 中 的 气体 ,并 且 认 为 分 子 在 外 场 中 的 势能 只 是 其 
质心 坐标 的 函数 :=z(x,y,z)( 例 如 ,引力 场 就 是 如 此 ). 如 果 在 这 个 外 场 中 平 
动 是 准 经 典 的 (实际 上 总 是 如 此 的 ) ,那么 u(x,y,z) 在 分 子 的 能 量 中 就 是 一 个 
独立 的 分 量 . 按 分 子 速 度 的 麦克 斯 韦 分 布 显然 保持 不 变 , 而 按 质心 坐标 的 分 布 
由 公式 


和 (38. 5) 
来 决定 . 
这 个 公式 给 出 空间 体积 元 dV = dxdydz 中 的 分 子 数 ;而 
n(r) = eS (38.6) 


这 个 量 就 是 粒子 数 密度 . 常数 ne 是 在 u =0 的 那些 点 的 密度 . 公式 (38. 6 ) 称 为 
玻 尔 兹 受 公 式 . 

特别 是 ,在 沿 着 z 轴 方 向 的 均匀 重力 场 中 ,u = mgz, 气 体 的 密度 分 布 由 所 谓 
的 大 气压 公式 

和 (38.7) 

式 中 no 是 在 z=0 的 水 平面 上 的 密度 . 

在 距离 地 球 很 远 的 地 方 ,引力 场 应 该 用 精确 的 牛顿 公式 来 描述 ,并 且 势 能 4 
在 无 穷 远 处 变 为 零 . 按照 公式 (38.6) ,这 时 气体 的 密度 在 无 穷 远 处 应 该 具有 不 
等 于 零 的 有 限 值 . 但 是 有 限 数 量 的 气体 不 可 能 以 到 处 都 不 等 于 零 的 密度 分 布 在 
无 限 大 的 体积 内 . 这 意味 着 :在 引力 场 中 ,气体 (大 气 ) 不 可 能 处 于 平衡 状态 而 必 
然 会 连续 不 断 地 弥散 到 空间 中 . 


习 题 


1. 设 有 一 半径 为 只 ,长 度 为 上 的 圆柱 体 , 以 角速度 凤 绕 它 自己 的 轴 转 动 ( 图 
柱 体内 共有 六 个 分 子 ) , 试 求 圆柱 体内 的 气体 密度 . 


解 :在 §34 中 已 经 指出 ,物体 的 整体 转动 相当 于 具有 势能 -Fm 的 外 
力 场 (1 是 到 转动 轴 的 距离 ). 所 以 气体 的 密度 为 


nCE} = A A 
归 一 化 后 给 出 
NmilY ee 
27TI( 0 LY 
2. 求 相 对 论 性 理想 气体 的 粒子 按 动 量 的 分 布 . 
解 :相对 论 性 粒子 的 能 量 用 它 的 动量 来 表示 时 为 6=c Vmc +p (c 是 光 
速 ). 归 一 化 以 后 按 动量 的 分 布 为 


LF = 
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| 
2 T dp.dp, dp, 
”其 T fe To mY me) 
a) 大 了 | 
式 中 Ko,K| 是 马克 多 那 尔 德 了 另 数 ( 虚 宗 量 的 汉 克 尔 肖 数 ). 在 计算 归 一 化 的 积分 
时 ,用 到 以 下 公式 ; 





| esinh’tdt = 了 
0 z 


KA -= 二 Ki (2) 一 大 ,(z). 


$39 分 子 的 碰撞 


封闭 在 容 恬 内 的 气体 的 分 子 在 运动 时 会 与 器 壁 发 生 碰 撞 . 我 们 来 计算 气体 
分 子 在 单位 时 间 内 碰撞 到 单位 面积 器 壁 上 的 平均 次 数 . 

我 们 在 器 壁 上 选取 一 个 任意 的 面 元 ,并 引入 一 个 坐标 系 , 其 z 轴 垂直 于 这 一 
面 元 (现在 可 以 把 它 写 成 dxdy 的 形式 ). 在 气体 的 诸 分 子 中 ,能够 在 单位 时 间 内 
达到 器 壁 , 亦 即 同 器 壁 发 生 碰 撞 的 ,只 是 那样 一 些 分 子 :它们 的 坐标 z 不 大 于 它 
们 沿 z 轴 方 向 的 速度 分 量 v.(z 轴 自 然 应 该 是 指向 器 壁 , 而 不 是 指 问 相反 的 方 
向 ). 

因此 ,速度 分 量 处 在 给 定 间隔 dv, ,dv, ,dz 中 的 分 子 在 单位 时 间 内 (与 单位 
面积 器 壁 ) 的 碰撞 次 数 dy。, 等 于 分 布 函数 (38.4) 乘 以 底 为 lem 、 高 为 v, 的 柱 体 
体积 . 于 是 我 们 得 到 

Yj) ernl 一 z 十 ID + v2) |vdv,dv, dv. (39;1) 
由 此 很 容易 求 出 气体 分 子 在 单位 时 间 内 碰撞 到 单位 面积 器 壁 上 的 总 次 数 > 为 
此 ,我 们 把 (39. 1) 式 对 所 有 从 0 到 = 的 速度 v, 进行 积分 ,并 对 w 和 区 从 -om 到 
o 进行 积分 . (不 应 当 对 v, 从 - % 到 0 进行 积分 ,因为 在 v. <0 时 分 子 飞 向 与 器 
壁 相反 的 方向 ,因而 不 会 同 器 壁 发 生 碰撞 . ) 这样 就 给 出 : 





N Ff p 
2 = 一 | 一 一 = (39. 2 ) 
V N27m /mT 


( 式 中 我 们 已 经 根据 克拉 珀 龙 方程 用 气体 的 压强 来 表示 气体 的 密度 ). 

引信 速度 的 绝对 值 v 以 及 确定 它 的 方向 的 极 角 8 和 gp 来 代替 v,,v,,v,, 我 
们 就 可 以 把 公式 (39. 1 ) 用 “速度 空间 ”中 的 球 坐 标 写 出 来 . 如 果 选 取 z 轴 为 极 
轴 , 则 v= vcos9, 因 而 


2 
dy = a Ee exp| = | vsing cos0 d0 dodx (39.3) 
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现在 我 们 来 研究 气体 分 子 彼此 间 的 碰撞 . 为 此 必须 预先 求 出 分 子 按 它们 彼 
此 间 的 相对 速度 (速度 总 是 指 的 质心 的 速度 ) 的 分 布 函数 因此 我 们 选取 任意 一 
个 分 子 并 研究 其 余 所 有 的 分 子 相对 于 这 个 分 子 的 运动 , 亦 即 对 于 每 一 个 分 子 来 
说 我 们 不 考虑 它 ( 相对 于 器 壁 ) 的 绝对 速度 ,而 考虑 它 相 对 于 其 它 某 个 分 子 的 
相对 速度 v'. 换 句 话说 ,我 们 不 讨论 单个 分 子 的 运动 ,而 每 次 都 考虑 一 对 分 子 的 
相对 运动 ,并 且 对 它们 的 共同 质心 的 运动 不 感 兴趣 . 

大 家 从 力学 中 知道 :两 个 质点 (其 质量 为 m, 和 m,) 的 相对 运动 的 动能 等 于 
了 m7, 其 中 m= 是 它们 的 “ 约 化 质量 " ,而 v 是 相对 速度 . 因此 理想 气 


体 的 分 子 按 相 对 速度 的 分 布 具有 按 绝对 速度 分 布 同样 的 形式 ,不同 的 只 在 于 mm 
被 约 化 质量 m' 所 代替 . 因为 所 有 的 分 子 都 是 相同 的 ,所 以 mm' = ,因而 我 们 得 


到 在 单位 体积 内 相对 于 某 个 给 定 分 子 的 相对 速度 位 于 vw 和 v'+dv' 之 间 的 分 子 
数 表达 式 为 





N 证 m 372 mu’ 2 
天 二 vs d Ee 39. 4 
J | exp rr) a 


分 子 的 相互 碰撞 可 以 伴随 着 各 种 不 同 的 过 程 :偏离 (散射 ) 一 定 的 角度 分 
解 为 原子 等 等 . 在 碰撞 时 发 生 的 这 些 过 程 通常 用 它们 的 “有 效 截面 "来 表征 . 一 
个 给 定 的 粒子 同 其 它 粒 子 碰撞 时 ,所 发 生 的 某 种 过 程 的 有 效 截面 或 简称 截面 ， 
就 是 单位 时 间 内 发 生 这 种 碰撞 的 概率 与 粒子 流 密度 的 比值 . (粒子 流 密度 是 
单位 体积 内 相应 的 粒子 数 和 它们 的 速度 的 乘积 . ) 因此 一 个 给 定 的 粒子 (在 单 
位 时 间 内 ) 与 其 它 粒 子 发 生 碰 撞 而 同时 伴随 着 有 效 截面 为 o 的 某 种 过 程 的 次 
数 等 于 

N 7 3/2 ra 12 


v = yy 2 i exp( ~ jov dv (39., 3) 





在 单位 时 间 内 气体 的 整个 体积 内 所 发 生 的 这 种 磁 挤 的 总 次 数 显然 等 于 v' 了 - 


习 题 
1. 求 速度 方向 与 器 壁 表面 法 线 的 夹 角 位 于 8 和 8+dg 之 间 的 气体 分 子 在 
单位 时 间 内 碰撞 到 单位 面积 器 壁 上 的 次 数 . 
解 : 
dzy，= 了 2 gi 0 cos0@ do0. 


2. 求 速度 的 绝对 值 位 于 wx 和 zu+dy 之 间 的 气体 分 子 在 单位 时 间 内 碰撞 到 
单位 面积 器 壁 上 的 次 数 . 
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解 : 


y 
3， 求 单位 时 间 内 碰撞 到 单位 面积 器 壁 上 的 气体 分 子 的 总 动能 . 


解 : 
js <- 攻 本 厦 
VNmT™ mm 


4. 求 一 个 分 子 在 单位 时 间 内 与 其 余 的 分 子 发 生 碰撞 的 次 数 . 在 这 里 分 子 可 
以 看 成 是 半径 为 r 的 刚 球 . 

解 : 分 子 相互 碰撞 的 有 效 截 面 现在 是 go =T(2r) =4mr (因为 每 当 分子 彼 
此 接近 到 小 于 2r 的 距离 时 就 发 生 碰 撞 ). 将 其 代入 (39.5) 式 , 求 得 


_ 12 fT 。 iez | 
v = 10r 也 OnE mT 


$40 非 平衡 的 理想 气体 


玻 尔 兹 曼 分 布 还 可 以 用 另 一 种 完全 不 同 的 方法 推导 出 来 , 即 把 整个 气体 看 
作为 一 个 闭合 系统 而 从 它 所 有 的 炉 应 为 极 大 值 的 条 件 推导 出 来 . 这 种 推导 具有 
极为 重要 的 独特 意义 ,因为 它 所 依据 的 方法 使 我 们 能 够 把 处 于 任何 非 平衡 宏观 
状态 的 气体 的 炉 计 算出 来 . 

理想 气体 的 任何 宏观 状态 可 以 用 下 述 方 式 来 表征 . 我 们 把 气体 中 单个 粒子 
的 全 部 量子 态 分 成 许多 组 ,每 一 组 包含 许多 邻近 的 状态 (例如 能 量 相 近 的 状 
态 ) ,并 且 每 组 中 的 状态 数 和 处 于 这 些 状态 中 的 粒子 数 都 非常 大 . 我 们 把 这 些 状 
态 组 用 号 码 ) =1,2,… 来 进行 编号 , 设 C; 是 第 7 组 中 的 状态 数 ,Wi 是 在 这 些 状态 
中 的 粒子 数 . 于 是 , 数 Ni 的 集合 完全 表征 了 气体 的 宏观 状态 . 

计算 气体 的 科 的 问题 归结 为 确定 该 宏观 状态 的 统计 权重 AT 的 问题 ,也 就 
是 确定 这 个 宏观 状态 可 能 以 多 少 种 微观 方式 来 实现 的 问题 . 把 NN, 个 粒子 所 组 
成 的 每 一 组 看 成 是 一 个 独立 系统 ,并 用 AT 来 代表 它 的 统计 权重 ,我 们 就 可 以 
与 出 : 


3/2 nv2 
di 三 | >) e Ty dv. 
27T 


AP = | | Ar (40. 1) 


由 此 可 见 , 问 题 归 结 为 计算 AT 

在 玻 尔 兹 曼 统 计 中 ,所 有 量子 态 的 平均 占有 数 比 1 小 得 多 . 这 就 意味 着 : 粒 
子 数 W 应 当 比 状态 数 6 小 得 多 ( Wi<e G)) ,但 是 它 本 身 当然 还 是 很 大 的 . 在 $37 
中 已 经 盖 明 ,由 于 平均 占有 数 很 小 ,可 以 认为 所 有 的 粒子 彼此 完全 独立 地 分 布 
在 各 个 不 同 的 状态 中 . 把 N 个 粒子 中 的 每 一 个 粒子 都 放 到 Ci 个 状态 中 的 任何 
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一 个 状态 中 去 ,我们 总 共 得 到 6% 种 可 能 的 分 布 ,但 是 其 中 有 许多 种 分 布 是 等 同 
的 ,区 别 仅仅 在 于 粒子 的 不 同 排列 (所 有 的 粒子 都 是 等 同 的 ). N, 个 粒子 的 排列 
数目 是 N,!, 因 此 ,NN, 个 粒子 在 G, 个 状态 中 分 布 的 统计 权重 等 于 
RE Tr 
取 统计 权重 的 对 数 , 就 算出 气体 的 炳 : 
S = lnAT = > InAT.. 


(40. 2) 


把 (40.2) 代 入 ,我 们 有 : 
S= > (NlnG,- lnN,!). 


注意 到 N 这 些 数 都 很 大 ,对 jn N,! 可 以 运用 近似 公式 
| in{ 一 ) (40. 3) 
他 


得 到 


S = Dm (40. 4) 
这 个 公式 确定 了 处 于 任意 宏观 状态 (由 Ni 这 些 数 的 集合 来 确定 ) 的 理想 气 


体 的 科 ,因而 也 就 解决 了 上 面 所 提出 的 问题 . 我 人 用友 来 代表 第 j 组 中 每 个 量 
子 态 中 的 平均 粒子 数 : 亏 = 号 ,就 可 以 把 (40.4) 式 改写 为 


S$ = 5 Gln ee (40. 5) 
J 了 


如 果 粒 子 的 运动 是 准 经 典 的 , 则 在 这 个 公式 中 可 以 变换 到 粒子 在 相 空 间 内 

的 分 布 . 我 们 把 粒子 的 相 空 间 分 成 许多 个 区 域 Ap"”Ag"” ,每 一 个 区 域 都 很 小 ,但 
是 仍旧 包含 着 很 多 粒子 “包含 "在 这 些 区 域 中 的 量子 态 的 数目 等 于 

有 Ap Ag"” 

(2 和)" 

(r 是 粒子 的 自由 度数 目 ) ,而 在 这 些 状态 中 的 粒子 数 可 以 写成 形式 Ni = 

n(p,9)AT"” ,其 中 m(p,4) 是 粒子 在 相 空间 中 的 分 布 密度 . 我 们 把 这 些 表达 式 代 

和 (40.5) ,注意 到 Ar2 这 些 区 域 都 很 小 而 它们 的 数目 很 大 ,我 们 就 可 以 把 对 7 

的 求 和 用 遍及 粒子 的 整个 相 空 间 的 积分 来 代替 : 


汪汪 fe In—d7. (40.7) 


在 平衡 状态 , 灶 应 该 具有 极 大 值 (在 应 用 于 理想 气体 时 ,这 个 论断 有 时 称 为 


= Ar" (40. 6) 





@ 当 N 很 大 时 ,可 以 近似 地 用 积分 【 Inx dx 代替 和 式 lnw! =Inl+ln2+…+lnN, 由 此 得 到 (40. 3). 
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玻 尔 兹 曼 HH 定理 ). 我 们 来 表明 :从 这 个 要 求 出 发 怎样 来 求 出 气体 粒子 在 统计 
平衡 状态 的 分 布 函 数 . 问题 在 于 寻求 这 样 的 元 值 :在 这 种 元 值 下 ,和 式 (40.5) 
具有 在 
DN= 2 GN=N, 

2,5N, 过 2, oC 三 E 
这 两 个 附加 条 件 下 所 可 能 的 极 大 值 , 这 两 个 附加 条 件 表示 粒子 总 数 N 和 气体 的 
总 能 量 5 都 是 常数 . 根据 熟知 的 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 法 ,我 们 应 该 令 如 下 导数 等 
于 零 ; 

(CS+aN +BE) = 0， (40. 8) 


式 中 a,B 是 常数 . 进行 微分 后 我 们 求 得 
G(-lnn +a+Bs,) =0， 
由 此 得 出 Inz =a +Be,, 即 
Nn = ee, 


这 不 是 别 的 ,而 就 是 我 们 熟知 的 玻 尔 兹 曼 分 布 ,并 且 常 数 a 和 8B 通过 关系 式 &a = 
各 和 B= -地 ? 同 了 和 几 联 系 着 . 


$41 玻 尔 兹 曼 理 想 气体 的 自由 能 


我 们 现在 应 用 普遍 公式 (31.3) 
F=-TInS》 e™ ti, 13 


来 计算 遵循 玻 尔 兹 曼 统计 的 理想 气体 的 自由 能 . 
我 们 把 能 量 E, 写成 e, 这 些 能 量 之 和 的 形式 ,就 可 以 把 对 气体 所 有 状态 的 
求 和 归结 为 对 单个 分 子 的 所 有 状态 的 求 和 . 气体 的 每 一 个 状态 由 N 个 (N 是 气 
体 中 的 分 子 数 )e, 值 的 集合 来 决定 ,在 玻 尔 兹 曼 情形 下 所 有 这 些 s, 值 都 可 以 认 
为 是 互 不 相同 的 ( 即 在 分 子 的 每 一 个 状态 中 都 没有 多 于 一 个 以 上 的 分 子 ). 把 
e- 了 写成 属于 每 个 分 子 的 因子 e -的 乘积 ,并 且 独 立地 对 每 个 分 子 的 所 有 状态 
进行 求 和 ,我 们 就 得 到 表达 式 
(到 ce) (41.2) 


全 a 和 有 8 这 两 个 值 的 意义 可 以 预先 看 出 来 :方程 (40.8) 可 以 写成 几 个 微分 之 间 的 关系 式 的 形式 : 
ds + adN + 8dE = 0， 
而 它 应 该 同 (在 给 定 体积 下 的 ) 内 能 的 微分 式 dE = Tds + Andw 一 致 - 
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sk 的 可 能 值 的 集合 对 于 气体 中 所 有 的 分 子 来 讲 都 是 相同 的 ,因此 和 式 ye 


对 于 气体 中 所 有 的 分 子 来 讲 也 是 相同 的 . 

但 是 ,必须 注意 到 下 述 情况 . 在 w 个 不 同 sk 值 的 所 有 各 种 可 能 的 集合 中 ， 
有 许多 集合 的 区 别 只 在 于 气体 分 子 在 各 s, 能 级 上 的 不 同 排列 ,由 于 气体 分 子 
是 等 同 的 ,所 以 这 些 集合 对 应 于 气体 的 同一 个 量子 态 . 但 是 在 公式 (41. 1) 的 配 
分 函数 中 ,每 一 个 状态 只 应 该 计算 一 次 了 . 因此 ,我 们 还 必须 把 (41.2) 式 除 以 W 
个 分 子 彼此 间 可 能 的 排列 数目 , 即 除 以 N1®. 

因此 ， 


ye? il Pi (41.3) 
把 这 个 表达 式 代 入 (41. 1 ) 后 ,我 们 得 到 : 
F =- NT Ine +TlnNI. 


因为 VN 是 个 很 大 的 数 , 所 以 可 以 对 W1 应 用 公式 (40.3). 
结果 我 们 得 到 如 下 公式 : 

F =- NTIn( >?), (41.4) 
利用 这 个 公式 ,就 能 够 把 相同 粒子 所 组 成 的 而 且 遵 循 玻 尔 兹 曼 统计 的 任何 气体 


的 自由 能 计算 出 来 . 
在 经 典 统计 学 中 ,公式 (41.4) 应 该 写成 形式 


r= Nr ln fe i (41.5) 
式 中 积分 是 遍及 分 子 的 相 空 间 来 进行 的 ,而 dr 由 (38. 1) 式 给 出 . 
§42 理想 气体 的 物 态 方程 


在 8$38 中 已 经 指出 ,气体 分 子 的 平 动 总 是 准 经 典 的 ,并 且 分 子 的 能 量 可 以 
写成 形式 
et(P.,p,,p:) = ee (42.1) 


式 中 第 一 项 是 分 子 的 平 动 动能 ,而 a 代表 与 分 子 的 转动 和 它 的 内 部 状态 相对 应 
的 能 级 ;si 既 与 速度 无 关 , 也 与 分 子 质心 的 坐标 无 关 ( 假 定 没 有 任何 外 场 ). 
公式 (41.4) 中 对 数 号 下 的 配 分 函数 ， 现在 应 访 用 下 束 洲 代 兰 : 


ed- oy Be fe 


DD 参看 831 的 第 二 个 脚注 . 
@@ ”这 里 重要 的 是 ,在 玻 尔 兹 曼 统计 中 包含 有 相同 sk 的 项 在 (41.2) 式 中 所 起 的 作用 应 可 忽略 不 计 . 
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(对 dV = dxdydz 的 积分 是 遍及 气体 的 整个 体积 了 来 进行 的 ). 于 是 我 们 得 到 自 
由 能 为 : 


372 


F =- NT ln| (2 





s |: (42. 3) 


当然 ge , 出 现在 上 式 中 的 和 式 是 不 可 能 忆 
普遍 形式 计算 出 来 的 . 但 是 值得 注意 的 是 : 它 只 是 温度 的 函数 . 因此 自由 能 对 体 
积 的 依赖 关系 可 以 由 公式 (42.3) 完 全 确定 ,这 就 使 得 我 们 可 以 从 这 个 公式 获得 
有 关 ( 不 处 于 外 场 中 的 ) 理 想 气体 性 质 的 一 系列 重要 的 普遍 结果 . 

在 (42.3) 中 把 包含 体积 的 项 分 离 出 来 ,我们 就 可 以 把 这 个 公式 写成 


F =-NTIn + MT), (42. 4) 
式 中 fA(7) 是 温度 的 某 个 函数 . 
由 此 可 得 气体 的 压强 为 
WE 
i 
或 
py = NT (42.5) 


这 样 ,我 们 就 得 到 了 著名 的 理想 气体 物 态 方程 (克拉 珀 龙 方 程 ). 如 是 温度 以 开 
尔 文 (K) 来 量度 , 则 Q 
PV = NkT. (42. 5a) 


知道 了 下, 也 就 可 以 求 出 其 它 的 热力 学 量 . 例如 ,热力 学 势 等 于 
$ =- NT ln + NT) + PP 


根据 (42.5) 用 已 和 了 来 代替 Y( 更 应 该 表示 成 和 了 的 函数 ) ,并 且 引 人 一 
新 的 温度 函数 X(7) = 所 7) -7 ln7, 我 们 得 到 : 


和 = NT InP + NX(T). (42.6) 
类 被 确定 为 
二 eV ， 
下 二 Nn _ Nf'(T), (42.7) 
或 者 表示 为 局 和 了 的 图 数 : 
5 = -2 = _NiInP -NX'(T). (42. 8) 
最 后 ,能 量 等 于 
@ 对 于 1 摩尔 分 子 的 气体 而 言 (N =6.023 x 1037mol 是 阿 伏 伽 德 罗 常量 ) ,乘积 R = Nk 称 为 气体 


常量 : 
R=8.314 x 107erg/K =8.314 J/K. 
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E=F+TS= NT) -NI'(7). (42.9) 
我 们 看 到 ,能 量 只 是 气体 温度 的 晒 数 ( 烩 允 = 巨 +PY= 巨 +NT 也 只 是 温度 的 琐 
数 ). 其 实 , 这 个 情况 早 就 是 很 明显 的 一 一 因为 理想 气体 的 分 子 被 假定 为 彼此 不 
相互 作用 的 ,所 以 在 气体 的 总 体积 变化 时 ,所 引起 的 分 子 彼此 间 平 均 距 离 的 变 


化 不 会 影响 气体 的 能 量 . 
与 EE 和 WW 一 样 , 热 容 C， -| 和 C， -ml 也 只 是 温度 的 函数 . 以 后 我 


们 将 更 方便 地 使 用 属于 一 个 分 子 的 热 容 ,并 且 用 小 写字 母 来 表示 它们 : 


G, = Ne,;s CC =Nc， (42. 10) 
对 于 理想 气体 ,有 WW-E=NT, 所 以 差 c, -c, 为 一 普 适 常数 
和 (42.11) 
习 题 


1. 试 求 在 等 温 过 程 中 把 理想 气体 的 体积 从 多 变 到 V,( 或 把 压强 从 已 变 
到 P,) 时 对 它 所 做 的 功 . 

解 :所 求 的 功 尺 等 于 气体 的 自由 能 的 改变 ,根据 (42.4) 我 们 有 : 
Pp 


Y 
BR: 此 和 性 NT in = NT In 5- 
2 1 


在 该 过 程 中 吸收 的 热量 为 


Vy, 
Q = 7T(S -5,) = NTIn 


后 者 也 可 以 直接 用 以 下 的 方法 求 得 :RR+0Q 是 能 量 的 改变 ,在 等 温 过 程 中 对 于 理 
想 气体 来 讲 它 等 于 零 . 

2. 两 种 相同 的 理想 气体 处 于 两 个 容器 中 ,它们 具有 相同 的 温度 7 和 相同 的 
粒子 数 N ,但 是 具有 不 同 的 压强 已 和 P,., 然后 把 两 个 容器 连通 , 试 求 炳 的 改变 . 

解 : 在 两 个 容器 连通 以 前 ,两 种 气体 的 炉 等 于 它们 的 炉 之 和 , 即 等 于 

8 =— NInP,Pp, - 2NX'(T). 

在 把 容器 连通 以 后 ,气体 的 温度 保持 不 变 ( 这 是 由 于 两 种 气体 的 能 量 守 量 所 
致 ). 压强 由 关系 式 


来 决定 . 炳 现在 等 于 


”值得 提醒 ,因为 热 容 是 能 量 ( 热量 ) 对 温度 的 导数 ,所 以 在 变换 到 通常 的 单位 (K) 时 在 公式 中 必 
须 作 代 换 C 一 C/k. 例如 ,公式 (42.11) 在 通常 单位 下 为 6, - c。 = 天 
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S =2NIn tf 2Nx'(7) 
“RR eh 





因此 , 炳 的 改变 为 
(P, + P,)” 
4P,P， 
3. 一 个 圆柱 体 容器 (半径 为 尺 ,高 为 1) 以 角 连 度 人 0 绕 它 本 身 的 轴 转 动 , 试 
求 处 于 该 容器 中 的 理想 气体 的 能 量 . 
解 :根据 $34, 转动 相当 于 呈现 一 个 “离心 力 ” 外 场 ,其 势能 为 


2 mpr 


(r 为 粒子 到 转动 轴 之 间 的 距离 ). 
当 有 外 场 存 在 时 ,在 (42.2) 的 被 积 式 中 多 出 一 个 因子 e“ ,与 此 相应 ,在 


(42.3) 式 的 对 数 的 宗 量 中 ,体积 外用 积分 [eav 来 代替 . 因此 我 们 得 到 下 式 : 


AS = ln 


F = F, -Nr 5/e ay, 
式 中 Fo 是 气体 在 没有 外 场 时 的 自由 能 . 


在 这 里 所 讨论 的 情形 下 ,借助 于 这 个 公式 我 们 得 到 自由 能 (在 转动 坐标 系 
中 ) 为 ; 





Se. | | et ynrdrdz = 





Rl 
和 27 (ee 
= NT In| pe 1) | 
气体 的 转动 角 动 量 为 
ve NmR 2 
a 0 ] _ @ "R27 “ 
在 随 物体 一 起 转动 的 坐标 系 中 的 能 量 为 
p = Fr -Ta - 忆 - NAR ,Ny, 
oT 2(1 3 


而 在 静止 坐标 系 中 的 能 量 为 (参看 (26.5) ) 


2 
Rn wl OR 


NT 
2(1 EE 2 


(E。 是 静止 气体 的 能 量 ). 


$43 热 容 为 常数 的 理想 气体 
以 后 我 们 将 看 到 :在 一 系列 重要 的 情形 下 ,气体 的 热 容 一 一 在 或 大 或 小 的 
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温度 范围 内 一 一 是 与 温度 无 关 的 常数 . 考虑 到 这 种 情况 ,在 这 里 我 们 将 以 普遍 
形式 计算 出 这 种 气体 的 热力 学 量 . 
把 能 量 的 表达 式 (42.9) 进 行 求 导 ,我 们 求 得 隐 数 A/T) 同比 热 c, 的 关系 为 
-TI"(T) = 6 
把 这 个 关系 式 进行 积分 ,我 们 得 到 : 
MR nh Fs 
式 中 和 eo 为 常数 . 把 这 个 式 子 代入 (42.4) ,我 们 最 后 得 到 自由 能 的 表达 式 如 
下 


F = Ne, ~ NT'ln - Neyla7 - NY. (43.1) 
常数 Z 称 为 气体 的 化 学 常数 . 我 们 得 到 能 量 为 : 
E = Ne, + Nce,T, (43.2) 
即 能 量 是 温度 的 线性 函数 . 


把 PY= NT 这 个 量 附 加 到 (43. 1) 中 去 ,并 且 用 压强 和 温度 来 表示 气体 的 体 
积 , 就 可 以 得 到 气体 的 热力 学 势 B. 我 们 求 得 : 
$= Ne +NTInP-NeTInT - NeT,. (43.3) 
烩 四 = 天 +PY 等 于 
W = Neo + Ne,T. (43.4) 
最 后 ,把 (43. 1) 和 (43.3) 式 对 温度 进行 求 导 ,我 们 就 分 别 求 得 用 了 和 了 或 了 和 
已 来 表示 的 业 ; 


5 = Nin + Nesln7 + (ft+eo)N， (43.5) 
S ==NlnP+Ne,lnT+ (+e,)N, (43.6) 


特别 是 ,从 灶 的 这 两 个 表达 式 出 发 可 以 直接 求 得 (具有 恒定 热 容 的 ) 理 想 气 
体 的 体积 、 温 度 和 压强 之 间 在 绝热 膨胀 或 绝热 压缩 (所 谓 泊 松 绝热 ) 条 件 下 的 相 
互 关系 . 因为 在 绝热 过 程 中 炉 保 持 不 变 ,所 以 从 (43.6) 式 我 们 有 : -NInP+ 


Ne, InT = 常数 ,由 此 得 出 二 = 常数 ,再 利用 (42. 11) ,我 们 有 : 


77P 7 = 常数， (43.7) 
式 中 y 代表 常数 比值 
y 三 和 2 (43.8) 


再 利用 物 态 方程 PY = NT, 我 们 得 到 7T 和 VY 之 间 以 及 P 和 VV 之 间 的 关系 式 各 为 : 
TV = 常数 ， PV = 常数 . (43.9) 


" 110， 第 四 章 理想 气体 


习 题 
1. 两 个 相同 的 理想 气体 分 别处 于 体积 为 V 和 的 两 个 容器 中 ,它们 具有 
相同 的 压强 已 和 粒子 数 N, 但 是 具有 不 同 的 温度 Ti 和 了 也. 然后 把 容器 连通 , 试 
求 炳 的 改变 . 
解 :在 容器 连通 以 前 ,根据 (43.6) 两 个 气体 的 炉 ( 等 于 它们 的 炉 之 和 ) 为 5。 
= -2N lnP+Ne, ln7,79. 在 容器 连通 以 后 ,气体 的 温度 变 为 相等 . 两 个 气体 的 
能 量 之 和 保持 不 变 . 利用 能 量 的 表达 式 (43.2) 我 们 求 出 : 


1 
T = (7, #7) 


(T 是 变 为 相等 后 的 温度 ). 
在 容器 连通 以 后 ,气体 有 2N 个 粒子 ,并且 占据 体积 
A 
1 P 


2NT 


光 不 它 的 奈 问 过 二 字 二 





=P, 即 保持 不 变 . 因此 灶 等 于 


$=-2NInP +2Nc, mn 
炳 的 改变 为 
AS 三 六 一 Sr = Ne 二 
47, 了 ， 

2. 试 求 绝热 压缩 时 对 理想 气体 所 做 的 功 . 

解 :在 绝热 过 程 中 ,热量 0O=0, 因 此 尽 = 已 ) -无 ,其 中 无; -已 是 过 程 中 能 量 
的 改变 . 根据 (43.2) 我 们 求 得 尺 =Nc,(7T, - 九 ) ,其 中 7 和 也 分 别 是 过 程 之 后 
和 过 程 之 前 的 气体 温度 ;利用 关系 式 (43.9),R 可 以 用 开始 的 体积 V 和 最 终 的 
体积 V, 来 表示 : 


和 wer [(¥) -1] = Ne,T,[1 - (天 


3. 试 求 气体 在 体积 恒定 的 过 程 ( 等 容 过 程 ) 中 所 获得 的 热量 . 
解 :因为 在 这 种 情形 下 , 功 尺 =0, 所 以 我 们 有 : 

0 = BE =E =:Ne (tT: ~7): 
4. 试 求 气体 在 压强 恒定 的 过 程 ( 等 压 过 程 ) 中 所 获得 的 功 和 热量 . 
解 :在 恒定 的 压强 下 ,我 们 有 : 


中 炉 和 能 晤 中 的 常数 项 在 解决 问题 时 是 无 关 紧 要 的 ,因此 我 们 总 是 把 它们 省 略 掉 . 
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R=- P(E 0= WW =, 
由 此 得 出 
是 
5， 如 果 把 气体 按照 PV” =a 的 规律 (多 方 过 程 ) 从 体积 VI 压缩 到 体积 V,， 
试 求 对 它 所 作 的 功 和 它 所 获得 的 热量 . 
解 : 功 


a 





"2 ll-n Il-n 
R=-| Pdv = (CY 
Vi 


nl 
因为 热量 与 功 之 和 等 于 能 量 的 总 改变 ,所 以 我 们 得 到 :Q = Ne,(T, -Ti ) -R, 又 
因为 T=PV/AN = (a/N)V ,所 以 

1 


区 


6. 设 一 理想 气体 经 历 了 一 个 循环 过 程 ( 即 在 过 程 结 束 后 回复 到 初 态 ) ,这 
个 循环 过 程 由 两 个 等 容 过 程 和 两 个 等 压 过 程 所 组 成 :气体 从 压强 和 体积 为 P|， 
V 的 状态 过 渡 到 P,,V, 的 状态 ,再 到 P,,V, 的 状态 ,再 到 P,,V 的 状态 ,最 后 仍 
旧 回 到 已 ,W 的 状态 ; 试 求 对 这 个 气体 所 做 的 功 和 它 所 获得 的 热量 . 

解 :能 量 在 循环 过 程 中 的 改变 等 于 零 , 因 为 初 态 是 同 终 态 重合 的 . 因此 在 这 
样 的 过 程 中 所 获得 的 功 和 热量 彼此 相等 而 符号 相反 (R= -@). 为 了 求 出 在 这 
种 情形 下 的 尺 ,应 当 注 意 :在 等 容 过 程 中 , 功 等 于 零 ,而 在 两 个 等 压 过 程 中 , 功 分 
别 等 于 -P,(V, VV) 和 一 P,(V, 一 V). 因此 ， 

Ws CWP = PY 

7. 同上 题 , 但 是 循环 过 程 由 两 个 等 容 过 程 和 两 个 等 温 过 程 构成 ,气体 状态 
的 体积 和 温度 依次 为 :1) YY ,Ti2) Vi,T,;3) VV,T,;4) 见 ，T 5) VW,T. 

解 : 





V, 
R = (Ty -TNIny. 


2 


8. 同上 ,但 循环 过 程 由 两 个 等 温 过 程 和 两 个 绝热 过 程 构成 ,状态 的 炉 温度 
,Ey 夺 9 训 克 , 必 着 站 训 作 证 瑟 罗 , 乒 . 
解 : 


P 7 
Q = (7T,-7)(5: 一 5) = (7 -7) (Nn + Ne, nF) 


9. 同上 ,但 循环 过 程 由 两 个 等 压 过 程 和 两 个 等 温 过 程 构成 ,状态 依次 为 : 
LY PBT) Pe TER) BD Poe. 
解 : 在 两 个 等 压 过 程 中 对 气体 所 作 的 功 (见习 题 4) 分 别 等 于 N(T, -7 ) 和 


Ph, P, S 
N(T, -Ti) ,而 在 两 个 等 温 过 程 中 分 别 等 于 NT, ln 和 AT ln. 它们 之 和 等 
1 2 
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P, 
R = N(T, -~ 7.) in 
10. 同上 ,但 循环 过 程 由 两 个 等 压 过 程 和 两 个 绝热 过 程 构成 ,气体 的 状态 依 
次 为 :1) ?py ;2) 三 下 5 有 5 ;5 ) PsisE: 
Pp (1-Y)/Y 


解 :在 第 二 个 状态 的 温度 为 7 | 忌 | ,而 在 第 四 个 状态 的 温度 为 


和】 (它们 可 以 用 关系 式 (43.7) 直 T 和 也 求 出 ). 在 绝热 过 程 中 理想 气 

体 所 获得 的 热量 等 于 零 ,而 在 两 个 等 压 过 程 中 所 获得 的 热量 分 别 为 (见习 题 4) 
Ne,| ol 2 7 | 和 we[n( 区 7,|. 

因此 ， 


@ = nar, (2)” -1]+ wen, (2)” -1]. 


11. 同上 ,但 循环 过 程 由 两 个 等 容 过 程 和 两 个 绝热 过 程 构成 ,状态 依次 为 : 
1 

解 : 利 用 习题 2 的 结果 ,我 们 求 得 : 

攻 i .省 wi 
R = Ne,7,|1 区 |+ Ne,7, [1 6 | 

12. 两 个 容器 中 装 有 相同 的 理想 气体 ,它们 具有 相同 的 温度 T 和 相同 的 粒 
子 数 N, 但 具有 不 同 的 体积 V 和 了 用; 试 求 把 这 两 个 容器 连通 时 可 能 获得 的 最 大 
功 . 

解 :只 要 过 程 是 可 遂 的 , 亦 即 只 要 炉 保持 不 变 , 就 可 以 获得 最 大 的 功 ; 这 时 
所 做 的 功 等 于 过 程 前 、 后 的 能 量 之 差 (§19). 在 容器 连通 以 前 ,两 个 气体 的 精 等 
于 它们 的 炉 之 和 ,根据 (43.5) 式 它 等 于 


eV,V, 
下 
N 





Si =N 1n 
在 容器 连通 以 后 ,气体 由 2N 个 粒子 所 构成 ,在 某 个 温度 了 下 占据 体积 V+ 


岂 . 它 的 灶 
e(V, +V,) 


$= 2 ln ZN + 2Nc, lnT. 
从 条 件 5。=5S 我 们 求 得 温度 了 ; 
了 7,| 4 | 
(V, + V,) 
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在 容器 连通 以 前 ,两 个 气体 的 能 量 为 下, =2Nc,7T,. 在 容器 连通 以 后 ,两 个 气 
体 的 能 量 为 已 =2Nc.T. 因此 最 大 功 为 
4ViV, \3 
(V+ | 
13. 同上 题 ,但 是 在 容器 连通 以 前 ,气体 有 具有 相同 的 压强 Pu ,而 具有 不 同 的 
温度 了 和 也 
解 :类 似 于 习题 12 的 解法 我 们 求 得 : 


Rs = Ne,{ 7, + 7 A | |} 


14. 把 理想 气体 在 恒定 温度 (等 于 介质 的 温度 T=7T。) 下 从 压强 已 压缩 到 
压强 P,, 试 求 对 它 必须 做 的 最 小 功 . 

解 :根据 (20.2) 式 ,最 小 功 Rs。= (五 : -已 ) -7T(S,-S,) +Po(V, 一 V), 其 
中 角 标 1 和 和 角 标 2 分 别 表示 气体 在 压缩 前 、 后 的 量 . 在 这 里 所 给 定 的 情形 下 
量 巨 不 发 生变 化 ( 因为 温度 不 变 ) , 即 F, -EE, =0. 利用 (43.6) 式 ,我 们 求 得 压强 


元 = 也 -以 -=2Ne tm - 科 = 2Ne,T, [1 2 | 


Pp 

从 已 改变 到 P; 时 精 的 改变 为 ;:S; - S =N in 万 ,而 体积 的 改变 为 :J -六 = 
2 

Nn,(F-- | 由 此 我 们 求 出 : 


R.;, = NT in + Pu 人 (去 =)] 
2 4 


.把 理想 气体 在 ee 了 冷却 到 介质 的 温度 To , 试 求 这 时 可 
se 
解 :根据 普遍 公式 (20.3) ,我 们 求 得 : 


7 
R = Ne,(T -7,) +NeTln 


16. 同上 题 ,但 气体 从 温度 了 冷却 到 介质 的 温度 T,, 同 时 它 的 压强 从 PP 膨 
胀 到 介质 的 压强 Pu. 
解 : 
P 


P 和 . 
Res = Ne(T ~ To) + NToln p+ Ne,Toln FT + N( 7 - 9 


17. 气体 从 一 个 绝热 的 大 热 库 流 入 一 个 绝热 的 空 容 器 , 热 库 的 温度 为 To， 
热 库 中 的 压强 保持 恒定 . 试 求 在 这 个 过 程 中 气体 温度 的 改变 . 

解 : 气 体 在 容器 中 的 能 量 忆 等 于 气体 在 热 库 中 所 具备 的 能 量 。 加 上 气体 
从 热 库 "排出 ”的 过 程 中 对 气体 所 做 的 功 . 因为 气体 在 热 库 中 的 状态 可 以 看 成 是 
稳定 的 ,所 以 我 们 得 到 多 = 已 的 条 件 (参看 8$18). 因此 气体 在 容器 中 的 温度 为 
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T = Ta. 
$44 ”能量 均 分 定理 


在 考虑 到 各 种 量子 效应 来 详细 计算 气体 的 热力 学 量 以 前 , 先 从 纯 经 典 统计 
学 的 观点 来 研究 一 下 这 个 问题 是 有 益处 的 . 以 后 我 们 将 看 到 :在 怎样 的 情形 下 
以 及 在 怎样 的 程度 上 这 样 得 到 的 结果 可 以 应 用 于 实际 气体 . 

分 子 是 由 原子 构成 的 系统 ,原子 在 一 定 的 平衡 位 置 附近 作 微 小 的 振动 ,这 
些 位 置 相 应 于 它们 的 相互 作用 势能 的 极 小 . 这 里 的 相互 作用 势能 形 为 


到 三 50 十 们 au9gi9i， 
式 中 se。 是 所 有 的 原子 都 处 于 平衡 位 置 时 的 相互 作用 势能 ;各 9 是 表征 原子 对 平 
衡 位 置 偏离 程度 的 坐标 ,第 二 项 是 这 些 坐 标的 二 次 函数 . 在 这 个 函数 中 坐标 的 
数目 ru 是 分 子 振动 的 自由 度 的 数目 . 

自由 度 的 数目 可 以 由 分 子 中 的 原子 数 n 来 决定 . 就 是 说 ,n 个 原子 的 分 子 总 
共有 3n 个 自由 度 . 其 中 三 个 对 应 于 分 子 整体 的 平 动 ,三 个 对 应 于 分 子 整体 的 转 
动 . 如 果 全 部 原子 都 位 于 一 条 直线 上 (特别 是 ,在 双 原 子 分 子 的 情形 ) , 则 转动 自 
由 度 总 共 为 2. 由 此 可 见 ,n 个 原子 的 非 直线 型 分 子 总 共有 3n -6 个 振动 自由 
度 ,而 直线 型 分 子 有 3n -5 个 振动 自由 度 . 当然 ,在 n=1 时 ,根本 就 没有 振动 自 
由 度 ,因为 原子 的 三 个 自由 度 全 部 相应 于 分 子 的 平 动 了 . 

分 子 的 总 能 量 es 是 势能 与 动能 之 和 . 动能 是 所 有 动量 的 二 次 函数 ,动量 的 
数目 等 于 分 子 的 自由 度 总 数 3n. 因此 能 量 e 具有 形式 = ao。 +fn(p,9), 其 中 
fs (p,9) 是 动量 和 坐标 的 二 次 函数 ;这 个 函数 中 的 自 变量 的 总 数 为 1=6n -6( 对 
于 非 直线 型 分 子 ) 或 1=6n -5( 对 于 直线 型 分 子 ); 在 单 原子 气体 的 情形 中 ， 
1=3, 因 为 能 量 的 表达 式 中 根本 不 出 现 坐 标 . 

把 能 量 的 这 个 表达 式 代 人 公式 (41.5) ,我 们 有 : 


= = NT Ine 祥 -fear 
为 了 确定 上 式 中 的 积分 对 温度 的 依赖 关系 ,我 们 对 函数 广 (p,4) 所 依赖 的 所 有 !/ 
个 自 变 量 作 p =p'VT,9 =9'VT 的 变换 . 由 于 这 个 函数 是 二 次 式 , 所 以 有 : 

fu pag) = Lilp sq, 
因而 在 被 积 式 的 指数 中 的 了 被 消去 了 . 包含 在 dr 中 的 这 些 自 变量 的 微分 经 过 
变换 后 给 出 一 个 7 的 因子 , 它 可 以 提 到 积分 号 外 面 来 . 对 各 振动 坐标 g 进行 积 
分 所 遍及 的 坐标 值 范围 应 该 相当 于 原子 的 振动 保持 在 分 子 内 部 的 范围 . 但 是 ， 
因为 被 积 函 数 随 着 gq 的 增加 而 很 快 地 减 小 ,所 以 积分 可 扩展 到 从 一 到 
+ %m 的 整个 区 域 , 就 像 对 所 有 的 动量 值 进 行 积 分 时 那样 . 于 是 ,我 们 所 作 的 变量 
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代 换 并 不 改变 积分 的 上 下 限 ,因而 整个 积分 是 一 个 与 温度 无 关 的 常数 . 对 分 子 
质心 坐标 进行 积分 所 给 出 的 结果 就 是 气体 所 占据 的 体积 了, 考虑 到 这 一 点 ,结果 
我 们 就 得 到 自由 能 的 表达 式 为 


AVYe- 子 人 
F 二 一 NT In 
( 式 中 4 是 常数 ). 把 对 数 展开 ,我 们 就 得 到 与 热 容 为 常数 情形 下 的 (43. 1) 式 同 


一 类 型 的 表达 式 ,在 这 里 常数 热 容 等 于 
(44.1) 


本 
v ;入 
相应 地 , 热 容 c, =c, +1 等 于 


it 


li+ 
Cp 二 i (44.2) 


因此 ,我 们 看 到 纯粹 经 典 的 理想 气体 应 该 具有 常数 热 容 . 同时 公式 (44. 1) 
使 我 们 找到 下 述 法 则 :分 子 能 量 a(p,q) 中 的 每 一 个 变量 在 气体 的 热 容 c, 中 都 


占有 相等 的 一 份子 (在 通常 单位 下 取 过 ) ,也 就 是 说 每 一 个 变量 在 气体 的 能 量 中 


都 占有 相等 的 一 份 地 这 个 法 则 称 为 能 量 均 分 定理 


对 于 平 动 和 转动 的 自由 度 来 说 ,能 量 a(p,g) 中 只 包含 与 它们 对 应 的 动量 ， 
注意 到 这 一 点 ,我 们 可 以 说 ,这 两 类 自由 度 中 的 每 一 个 自由 度 对 热 容 的 贡献 等 


于 方 . 对 于 每 一 个 振动 自由 度 来 说 ,能 量 e(p,9) 中 包含 有 两 个 变量 (坐标 和 动 


量 ) ,因而 每 一 个 振动 自由 度 对 热 容 的 贡献 等 于 1. 

对 于 我 们 在 这 里 所 讨论 的 模型 ,很 容易 在 普遍 形式 下 求 得 气体 分 子 按 能 量 
的 分 布 . 为 了 方便 起 见 ,我 们 现在 假定 :分 子 的 能 量 是 从 s。 开始 算 起 的 ,也 就 是 
说 ,在 se(p,9) 的 表达 式 中 把 这 个 常数 去 掉 . 我 们 来 考虑 分 子 相 空间 中 这 样 一 个 
体积 ;其 中 的 点 所 对 应 的 能 量 值 a(p,q) 小 于 和 等 于 某 个 给 定 值 e. 换 句 话说 ,我 
们 来 确定 r(e) = [dr 的 积分 , 这 积分 所 遍及 的 区 域 为 e(P,9) <e. 根据 上 面 所 
述 ,se(p,9qg) 是 7 个 变量 的 二 次 函数 . 能 量 a(p,g) 依 赖 于 1 个 变量 p,q, 现在 我 们 
引入 1 个 新 变量 p' = 也 ,9' = 来 代替 这 /个 变量 . 于 是 条 件 s(p,q) < 变换 

Ve Ve 
i 
5(P' ,9 ) 到 | 

而 [dr 变 为 ear 积分 [dr' 显然 与 < 无 关 ,因此 ,r = 常数 ; ez. 由 此 得 出 
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drtej = 常数 .efde， 
以 及 按 能 量 的 概率 分 布 为 
dw, = Ae Fer-!ds. 
由 归 一 化 条 件 确定 4, 我 们 就 求 出 : 


di 三 efei-'dgs. (44.3) 





习 题 


试 求 在 相对 论 性 的 极限 情形 (粒子 的 能 量 和 动量 之 间 的 关系 为 E=cp,c 是 
光速 ) 下 理想 气体 的 热 容 . 
解 : 根 据 (41.5) ,我 们 有 : 


V De 
i We -7T4Tp2zdp. 
ra eR 


进行 积分 后 我 们 得 到 : 
F =- NT hn 
(4 是 常数 ). 由 此 我 们 得 到 热 容 的 值 为 : 
站， 本 


即 两 倍 于 非 相对 论 性 单 原子 气体 的 热 容 . 
8$45 单 原子 理想 气体 


为 了 彻底 计算 出 理想 气体 的 自由 能 (其 余 的 热力 学 量 也 就 同 它 一 起 计算 出 
来 ) ,需要 把 公式 (42.3) 中 对 数 宗 量 中 的 配 分 函数 


Z = eT 
具体 地 计算 出 来 . 式 中 s/ 是 原子 或 分 子 的 能 级 (不 计 粒 子 的 平 动 动能 ). 如 果 求 
和 只 是 遍及 所 有 不 同 的 能 级 ,那么 必须 考虑 到 能 级 可 能 是 简 并 的 ,因而 相应 项 
必定 在 遍及 全 部 状态 的 求 和 中 多 次 出 现 ,其 次 数 等 于 简 并 度 . 我 们 用 g, 来 代表 
能 级 的 简 并 度 ; 由 于 这 种 关系 ,能 级 的 简 并 度 常常 称 为 能 级 的 统计 权重 . 为 了 简 
便 起 见 ,我 们 省 略 掉 sg 上 的 一 撤 而 把 我 们 感 兴趣 的 配 分 函数 写成 如 下 形式 





Ze (45. 1) 
上 
气体 的 自由 能 为 
F = -NT [人 =) 2] (45.2) 
T 
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现在 来 考虑 单 原子 气体 ,首先 ,我 们 提出 下 述 的 重要 事实 . 气体 中 处 于 激发 
态 (包括 相应 于 原子 电离 的 连续 谱 中 的 状态 在 内 ) 的 原子 数 随 着 温度 的 升 高 而 
增加 . 当 温 度 不 太 高 时 ,气体 中 电离 原子 的 数目 相对 而 言 是 微乎其微 的 . 但 重要 
的 是 :只 要 在 7 与 电离 能 /,, 同 数量 级 的 温度 下 (而 不 只 是 在 7 >> 人 ,的 条 件 
下 一 一 关于 这 一 点 参看 §104) ,气体 实际 上 已 经 差不多 完全 电离 了 . 因此 只 有 
在 满足 条 件 了 < 7.,,2 了 的 温度 下 方 可 合理 考虑 非 离 化 气体 . 

大 家 知道 ,原子 谱 项 (不 考虑 它们 的 精细 结构 ) 以 如 下 方式 排 布 :基态 能 级 
到 第 一 激发 态 能 级 的 距离 大 小 同 电离 能 相当 . 因此 在 7 << 人。 的 温度 下 ,实际 上 
气体 中 不 仅 没 有 电离 的 原子 而 且 也 没有 激发 的 原子 ,以 致 所 有 的 原子 都 可 以 认 
为 是 处 于 基态 . 

首先 ,我 们 来 考虑 原子 的 最 简单 情形 ,这些 原子 处 于 基态 , 既 没 有 轨道 角 动 
量 , 也 没有 自 旋 角 动 量 (L=5 =0) ;惰性 气体 的 原子 就 是 这 样 的 例子 . 这 时 基态 


能 级 不 是 简 并 的 ,因而 配 分 函数 归结 为 单一 项 :Z =e-7. 对 于 单 原子 气体 通常 假 
设 s。=0, 即 能 量 是 从 原子 的 基态 能 级 开始 算 起 的 ;于 是 Z =1. 把 (45.2) 中 的 对 
数 分 解 为 几 项 之 和 ,我 们 就 得 到 (43. 1) 型 的 自由 能 表达 式 , 其 常数 热 容 为 


(45.3) 





而 化 学 常数 等 于 
(45.4) 


所 得 到 的 这 个 热 容 值 完全 是 由 于 原子 的 平 动 自由 度 所 引起 的 一 一 每 个 自 
由 度 为 了 ;顺便 提醒 一 下 :气体 粒子 的 平 动 总 是 准 经 典 的 . 自然 ,在 这 里 所 给 的 


条 件 下 (气体 中 不 存在 激发 原子 )“ 电 子 的 自由 度 " 是 根本 不 会 影响 到 热力 学 量 
的 @. 

从 上 面 所 得 的 表达 式 可 以 推导 出 玻 尔 兹 曼 统 计 适 用 性 的 判 据 . 在 这 种 统计 
中 是 假定 到 这 个 数 很 小 的 : 


Cd 
nL 


QD 各 种 原子 的 温度 值 /从 位 于 5 x10*K( 碱 金属 原子 ) 和 28 x10 K{( 氨 ) 之 间 . 

四 自然 ,热力 学 量 的 “电子 部 分 "无 论 在 什么 条 件 下 都 不 能 用 经 典 的 方式 来 处 理 , 就 此 而 言 ,必须 指 
出 以 下 的 情况 (实质 上 这 种 情况 是 我 们 早已 默认 的 ) :在 经 典 统计 学 中 原子 应 该 看 成 是 没有 内 部 结构 的 
粒子 . 把 电子 回 原 子 核 的 相互 作用 能 基 代 人 经 典 的 分 布 公式 中 ,会 得 出 荒 雇 的 结论 ,由 之 再 次 可 以 看 到 ， 


以 经 典 力 学 为 基础 的 统计 学 不 能 适用 于 原子 内 部 的 现象 . 这 个 能 最 具有 形式 - 一 ,其 中 r 是 电子 与 原子 


以 之 间 的 焉 离 ,a 是 常数 . 把 它 代 人 后 ,我 们 就 会 在 分 布 中 得 到 一 个 因子 exp( 7) ; 它 在 r=0 时 变 成 无 限 
大 ;这 就 意味 着 :在 热平衡 状态 下 所 有 的 电子 都 势必 “ 沙 人 "原子 核 中 . 
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( 见 (37.1)). 显然 ,充分 条 件 是 需要 满足 
ef? << 1. 
从 (45.3) 和 (45.4) 式 把 c。 和 * 的 值 代入 (43.3) ,我 们 就 求 得 化 学 势 凡 = 
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(ne) |- rl ss 








A = 7in| 


因此 我 们 得 到 判 据 
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7( 态 ) < , (45.6) 

这 个 条 件 要 求 在 给 定 的 温度 下 气体 足够 稀薄 . 把 实际 的 数值 代入 以 后 发 现 : 事 

实 上 对 于 所 有 的 原子 气体 (和 分 子 气 体 ) 来 说 ,只 有 当 气 体 的 密度 很 大 以 至 于 粒 

子 间 的 相互 作用 变 得 很 重要 的 情况 下 这 个 条 件 才 会 被 破坏 ,而 这 时 气体 也 已 经 
绝对 不 能 被 认为 是 理想 气体 了 . 

对 于 上 面 所 得 到 的 判 据 作 如 下 的 显而易见 的 解释 是 很 有 用 处 的 . 由 于 大 部 


分 原子 具有 数量 级 为 了 的 能 量 ,因而 动量 的 数量 级 为 VmT, 所 以 可 以 说 :所 有 的 
原子 在 相 空 间 内 占据 大 小 为 YY(m7)” 的 体积 . 这 个 体积 内 有 
~VY(m7)“/ 堪 个 量子 态 . 在 玻 尔 效 曼 情形 下 ,这 个 数目 应 当 比 粒子 数 N 大 得 
多 ,由 此 就 得 到 了 (45.6). 

最 后 我 们 再 作 如 下 的 注解 . 我 们 在 这 一 节 中 所 得 到 的 公式 初 看 起 来 是 同 能 
斯 特定 理发 生 矛 盾 的 :无 论 是 箭 还 是 热 容 在 7T=0 时 都 不 趋向 零 . 但 是 ,首先 必 
须 注意 到 :在 能 斯 特定 理 能 够 成 立 的 那些 条 件 下 ,所 有 的 实际 气体 在 足够 低 的 
温度 下 早已 凝聚 了 . 实际 上 ,能 斯 特定 理 要 求 当 物体 体积 保持 一 定 值 时 它 的 炉 
在 7=0 时 变 为 零 . 但 是 在 7 一 :0 时 所 有 物质 的 饱和 蒸气 压 变 得 如 此 任意 地 小 ， 
以 至 于 数量 一 定 有 限 的 物质 在 一 定 的 有 限 体 积 下 就 不 可 能 在 7 一 0 时 保持 气态 
了 

如 果 我 们 考虑 一 种 由 相互 排斥 的 粒子 所 构成 的 气体 模型 ,这 种 模型 原则 上 
是 可 能 存在 的 ,那么 虽然 这 样 的 气体 永远 不 会 凝聚 起 来 ,但 是 在 足够 低 的 温度 
下 玻 尔 兹 曼 统计 也 无 论 如 何不 再 正确 了 ;我 们 在 下 面 会 看 到 ,应 用 费 米 统计 或 
玻 色 统计 所 得 出 的 表达 式 就 满足 能 斯 特定 理 . 


$46 单 原 子 气体 . 电子 角 动 量 的 影响 


如 果 在 原子 的 基态 中 , 角 动 量 工 或 $ 之 一 不 等 于 零 ,那么 基态 能 级 仍然 没 
有 精细 结构 . 基态 能 级 不 存在 精细 结构 ,实际 上 ,总 是 由 于 轨道 角 动 量 工 等 于 零 
的 缘故 ;而 自 旋 角 动量 S 常常 是 不 等 于 零 的 (例如 , 碱 金属 蒸气 中 的 原子 ). 


$46 单 原 子 气体 . 电子 角 动 量 的 影响 "119: 


具有 自 旋 5 的 能 级 的 简 并 度 为 2 +1. 与 上 节 所 考虑 的 情形 的 全 部 差别 只 
在 于 : 配 分 函数 Z 变 为 等 于 2S +1( 而 不 再 等 于 1 了 ), 由 于 这 个 缘故 ,化 学 常数 
(45.4) 被 附加 上 一 个 量 ? 

ts, = ln(2S + 1). (46. 1) 

如 果 原 子 的 基态 谱 项 具有 精细 结构 ,那么 必须 注意 到 :这 种 结构 的 能 量 间 
距 一 般 来 讲 是 可 能 同 了 相 比 的 ;因此 在 配 分 函数 中 应 该 考虑 到 基态 谱 项 精细 结 
构 的 所 有 组 态 . 

大 家 知道 ,精细 结构 的 组 态 ( 在 同样 的 轨道 角 动 量 志 和 自 旋 角 动量 $ 下 ) 因 
原子 总 角 动 量 值 的 不 同 而 不 同 . 我 们 用 e, 来 代表 这 些 能 级 (以 其 中 最 低 的 能 级 
作为 计算 能 量 的 起 点 ). 具有 给 定 j 的 每 个 能 级 按 总 角 动 量 不 同 取 向 的 简 并 度 
为 2J+1@. 所 以 配 分 函数 具有 如 下 形式 

= 5 (Je (46. 2) 
| 


求 和 是 遍及 所 有 可 能 的 (在 一 定 的 L 和 5S 下)J 值 来 进行 的 . 我 们 得 到 自由 能 
为 : 





F=-NT in 5) 5 (21 + er"]. (46. 3) 
J 


这 个 表达 式 在 两 种 极限 情形 下 可 以 大 大 简化 . 我 们 假定 温度 是 如 此 的 高 ， 
以 至 T 远 远大 于 精细 结构 的 所 有 间距 : 
7 > ej. 


于 是 可 以 令 。-“7~1, 因 而 Z 就 直接 变 为 等 于 精细 结构 组 态 的 总 数 
(2S +1) (2L+1). 出 现在 自由 能 公式 中 的 常数 热 容 仍然 是 以 前 的 c, = ,而 附 


加 到 化 学 常数 (45.4) 上 的 量 为 
La = ln(2S + I (C2L.+ 1); (46.4) 
在 相反 的 极限 情形 下 , 即 当 7 了 远 远 小 于 精细 结构 的 间距 时 ,所 得 到 的 热力 
学 量 表达 式 是 一 样 的 (t 不 同 ). 在 这 种 情形 下 在 和 式 (46.2) 中 可 以 忽略 掉 所 有 
的 项 ,而 只 保留 sy =0 的 一 项 (精细 结构 的 最 低 组 态 , 即 原子 的 基态 能 级 ). 结果 


@ 为 了 提供 参考 起 见 , 我 们 写 出 基态 统计 权重 ( 简 并 度 ) 为 g 的 单 原 子 理想 气体 的 化 学 势 公式 ;: 


er] ] ce 


这 个 公式 也 适用 于 由 基本 粒子 所 构成 的 玻 尔 兹 芝 气 体 ; 例 如 对 于 电子 气 来 说 g =2. 
名 ”我 们 假定 在 原子 中 发 生 的 看 合 是 所 谓 罗素 - 桑 德 斯 ( Russell-Saunders ) 的 情形 一 一 例如 ,参看 本 
教程 第 三 卷 § 72. 


@ “举例 来 说 , 氧 原子 三 重 基态 谱 项 诸 组 态 的 -起 值 等 于 230K 和 320K, 铁 原子 五 重 基态 谱 项 诸 组 态 


的 并 值 从 600K 到 1 400K, 气 原子 双重 基态 谱 项 的 -上 值 等 于 1 300K. 
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附加 到 化 学 常数 (45.4) 上 的 项 等 于 
在 (46.5) 
式 中 J 是 原子 在 基态 的 总 角 动 量 . 

由 此 可 见 , 当 原 子 的 基态 谱 项 存在 精细 结构 时 ,气体 的 热 容 在 足够 低 和 足 
够 高 的 温度 下 具有 相同 的 常数 值 , 而 在 中 间 的 温度 下 随 温度 而 变化 ,并 经 过 一 
个 最 大 值 . 但 是 必须 注意 :对 于 实际 上 在 这 里 可 能 讨论 的 气体 (重金 属 的 蒸气 、 
原子 状态 的 氧 等 ) 而 言 ,重要 的 只 是 高 温 区 域 , 这 时 气体 的 热 容 已 经 是 常数 . 

到 现在 为 止 ,我 们 完全 没有 考虑 原子 中 可 能 存在 的 不 等 于 零 的 核 自 旋 i. 大 
家 知道 , 核 自 旋 的 存在 导致 所 谓 原 子 能 级 的 超 精 细 分 裂 . 但 是 ,这 种 结构 的 间距 
是 如 此 微小 ,以 至 于 差不多 在 气体 以 气态 存在 的 所 有 温度 下 ,都 可 以 认为 它们 
比 了 小 得 多 9. 因此 在 计算 配 分 区 数 时 , 超 精 细 结 构 多 重 态 的 各 个 组 态 之 间 的 能 
量 差 可 以 完全 忽略 不 计 , 而 必要 计 及 这 种 分 裂 之 处 只 是 将 全 部 能 级 的 简 并 度 
(因而 也 就 是 使 配 分 函数 Z) 增 加 为 2i+1 倍 .相应 地 ,在 自由 能 中 出 现 了 附加 的 
“原子 核 的 "一 项 

= (46..6) 
这 一 项 并 不 改变 气体 的 热 容 (相应 的 能 量 5,.. =0) ,而 只 是 使 精 改 变 5,,。 = 
N In(2i+1) ,或 是 使 化 学 常数 改变 .=ln(21+1). 

由 于 核 自 旋 同 电子 壳 层 之 间 的 相互 作用 极其 微弱 ,热力 学 量 的 原子核" 部 
分 在 各 种 热 过 程 中 通常 都 不 起 任何 作用 ,因而 在 所 有 的 方程 式 中 不 出 现 . 因此 
我 们 像 通常 所 做 的 那样 省 略 掉 这 些 项 ; 换 句 话说 ,我 们 假定 炉 并 不 是 从 零 算 起 ， 

而 是 以 由 核 自 旋 所 引起 的 值 5,,. 作 为 计算 炉 的 起 点 . 


$47 分 子 由 不 同 原子 构成 的 双 原 子 气体 . 分子 的 转动 


现在 我 们 来 计算 双 原 子 气体 的 热力 学 量 , 首 先 应 当 指 出 : 正 像 单 原子 气体 
只 有 在 了 远 小 于 电离 能 的 温度 下 研究 才 有 意义 一 样 , 双 原 子 气体 也 只 有 在 了 还 
小 于 分 子 离 解 能 的 条 件 下 才 可 以 这 样 考虑 2. 这 种 情况 也 就 使 得 我 们 在 配 分 函 
数 中 只 需要 考虑 分 子 的 电子 基态 谱 项 ， 

我 们 从 研究 一 种 最 重要 的 情形 开始 ,此 时 气体 分 子 在 其 电子 基态 上 既 没 有 
自 旋 ,也 没有 绕 轴 转 动 的 轨道 角 动量 ($S =0,4 =0) ;当然 ,这 样 的 电子 谱 项 不 会 
具有 精细 结构 . 此 外 ,必须 区 别 由 不 同 原子 所 构成 的 分 子 (包括 由 同一 种 元 素 的 
不 同 同位 素 所 构成 的 情形 在 内 ) 和 由 相同 原子 所 构成 的 分 子 这 两 种 情形 ,因为 

曲 各 种 原子 的 超 精细 结构 间距 相应 的 温度 范围 是 从 0.1k 到 1.5K. 


加 举例 来 说 , 某 些 双 原 子 分 子 的 温度 1, 人 为 :H， 52 O00K,N, 113 000K ,0 59 000K ,Cl 
29 000K ,NO 61 O000K,CO 98 000K. 


$47 分 子 由 不 同 原 子 构成 的 双 原 子 气体 . 分 子 的 转动 - 121: 


一 种 情形 具有 某 些 特点 . 在 本 节 中 我 们 将 认为 分 子 是 由 不 同 原子 所 构成 的 . 
大 家 知道 , 双 原 子 分 子 的 能 级 在 通常 的 近似 下 由 三 个 独立 部 分 组 成 一 一 电 
子 能 (其 中 也 包括 两 个 原子 核 在 它们 的 平衡 位 置 上 的 库仑 相互 作用 能 量 ,并 且 
我 们 以 两 个 孤立 原子 的 能 量 之 和 作为 计算 电子 能 的 起 点 ) 、 转 动能 和 原子 核 在 
分 子 内 的 振动 能 . 对 于 单 重 态 的 电子 谱 项 而 言 , 可 以 把 这 些 能 级 写成 形式 (参看 
第 三 卷 § 82) 


sx = so + ho(v+ 1)+ EK(K+1). (47. 1 ) 
式 中 e 是 电子 能 ,iw 是 振动 量子 ,v 是 振动 量子 数 ,K 是 转动 量子 数 ( 分 子 的 转 
动 角 动 量 ) ,1 = m'r: 是 分 子 的 转动 惯量 (m' = 一 一 元 -是 两 个 原子 的 约 化 质量 ,7。 


是 两 个 原子 核 之 间 的 距离 的 平衡 值 ). 
把 (47. 1) 代 入 配 分 函数 ， 后 者 显然 分 解 为 三 个 独立 的 因子 : 
尼 三光 人 (47.2) 
式 中 “转动 的 "和 ”振动 的 " 配 分 函数 决定 于 
A > 2K + Dexp[- 吉 KK+1D]， (47.3) 
区， 汪 >ep[- 学 e{ w+ 寺 ]] ， (47.4) 


证 
化 . 人 
mT 
2 
(m =m +m, 是 分 子 的 质量 ). 第 一 项 可 以 称 为 “ 平 动 "部 分 A,( 因为 它 是 由 于 
分 子 的 平 动 自由 度 而 引起 的 ) ,而 

R= NThiZ.., Re == NTIln2.. (47.6) 
可 以 称 为 “转动 ”部 分 和 “振动 "部 分 . 平 动 部 分 总 是 可 以 表示 为 (43. 1) 型 的 公 


式 ,其 常数 热 容 为 c= 了 ,而 化 学 常数 为 





F =- NTIn| 人 “| 下 EE eB (47. 5) 


3 m 


Gi 当 zln i (47.7) 
6 C6 + (47.8) 


其 中 的 每 一 项 分 别 相当 于 分 子 的 平 动 的 .转动 的 和 原子 在 分 子 内 振动 的 热 激 
发 . 
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我 们 来 计算 自由 能 的 转动 部 分 . 如 果 温 度 是 如 此 之 高 ,以 至 


T 所 
-> 77 


(“转动 量子 "2 比 了 小 得 多 了 ) ,那么 在 配 分 函数 (47. 3 ) 中 只 有 K 很 大 的 那些 


项 才 起 主要 的 作用 . 但 是 ,当天 值 很 大 时 ,分子 的 转动 是 准 经 典 的 . 因此 在 这 种 
情形 下 , 配 分 函数 Z,. 可 以 用 相应 的 经 典 积分 来 代替 : 


20M) 
> 二 je . yi (47.9) 


式 中 se(M) 是 转动 动能 的 经 典 表达 式 , 它 是 角 动 量 MM 的 函数 . 引入 与 分 子 一 起 
转动 的 坐标 系 ,7n,b(t 轴 沿 着 分 子 的 轴 的 方向 ) ,并 且 注 意 到 : 双 原 子 分 子 具 有 
两 个 转动 自由 度 ,而 直线 型 力学 系统 的 转动 角 动 量 是 与 它 的 轴 垂 直 的 ,我 们 就 
可 以 写 出 : 


1 
e(M) = 77(Me + Mn)， 


体积 元 d7,。 是 微分 dM,dM, 和 对 应 于 MM;,M, 的 “广义 坐标 "微分 ( 即 绕 志 和 ?7 轴 
旋转 的 无 限 小 角度 )dpedp,2 的 乘积 再 除 以 (2 站 ) . 但 是 绕 & 和 轴 旋 转 的 两 
个 无 限 小 角度 的 乘积 不 是 别 的 ,而 就 是 第 三 个 轴 《 方向 的 立体 角 元 do,; 对 立体 
角 进 行 积分 后 得 到 4m. 因此 ,我 们 得 到 @ : 


47 or 1 2 2 了 21 
Z = cory esr -CN + M?) |aMedM, = 7 
由 此 得 出 自由 能 为 
,三 = InT -AT ln (47. 10) 
由 此 可 见 , 当 所 考虑 的 温度 不 太 低 时 , 热 容 的 转动 部 分 是 常数 ,并 且 等 于 
cm =1, 这 同 §44 中 经 典 考虑 所 得 到 的 普遍 结果 相符 (每 个 转动 自由 度 的 贡献 


为 村). 化 学 常数 的 转动 部 分 等 于 ,= jn 邱 . 在 下 面 我 们 将 看 到 :一 个 相当 大 的 
温度 范围 内 ,7 > 各 的 条 件 是 满足 的 ,而 同时 自由 能 的 振动 部 分 因而 热 容 的 扳 


@ 事实 上 ,除了 和 氨 的 两 种 同位 率 之 外 ,这 个 条 件 对 于 所 有 的 气体 来 说 都 是 满足 的 . 举例 来 说 , 几 种 分 


2 
子 的 点) 值 为 :H， 85.4K,D, 43K,HD 64K,N 2.9K,0, 2.1K,Cl, 0.36K,NO 2.4K,HCI 15.2K. 


@ 必须 注意 :这 种 写法 在 某 种 意义 下 是 有 条 件 的 ,因为 dp* 和 dp, 不 是 任何 轴 位 置 函 数 的 全 微分 . 
图 Z。 的 这 个 值 也 可 以 用 另 一 种 方法 来 求 得 :考虑 到 配 分 函数 (47.3) 中 的 K 值 很 大 ,从 而 把 对 大 的 
求 和 用 对 大 的 积分 来 代替 ,我 们 就 求 得 : 
外 K2 A yy 277 
要 | 2Kexp ( > jak = 
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动 部 分 都 不 出 现 . 在 这 个 范围 内 , 双 原 子 气 体 的 热 容 等 于 c, =cu + cw，, 即 





5 7 
C, 3 C, ee (47.11) 
而 化 学 常数 =L, +to 为 
21 m 372 
Z = | (| | (47. 12) 
在 相反 的 低温 极限 情形 下 ， 
了 << < 二 
保留 和 式 中 的 头 两 项 就 足够 了 : 
2 =:]j Fe 
在 这 样 的 近似 下 我 们 得 到 的 自由 能 为 : 
F = -3NTe -各 (47. 13) 
由 此 得 到 类 为 
3NAi” - 电 17 
Ba = pe (1 + 3); (47. 14) 
比 热 为 
本 下 2 2 
c ， = 3N( 元) ef. (47. 15) 


由 此 可 见 ,气体 转动 部 分 的 焙 和 比 热 在 7 一 0 时 基本 上 按 指数 规律 趋向 于 零 . 因 
此 ,在 低温 下 双 原 子 气体 的 行为 就 像 单 原子 气体 的 行为 一 样 ; 无 论 是 它 的 比 热 
的 值 还 是 它 的 化 学 常数 的 值 都 与 粒子 质量 为 m 的 单 原子 气体 所 具有 的 值 一 样 . 

在 任意 温度 的 普遍 情形 下 , 配 分 函数 Z,。. 应 该 用 数值 方法 计算 . 在 图 4 中 我 
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们 作出 了 c。 依赖 于 二 的 函数 关系 的 曲线 . 转动 部 分 的 比 热 在 7 = 


0. 81 (和 7] 时 具有 极 大 值 , 等 于 1. 1 ,然后 渐 近 地 趋向 于 经 典 值 @. 


$48 分 子 由 相同 原子 构成 的 双 原 子 气体 .分 子 的 转动 


由 相同 原子 构成 的 双 原 子 分 子 具 有 一 些 特点 ,有 必要 对 前 节 中 得 到 的 某 些 
公式 加 以 修改 . 

首先 来 讨论 使 我 们 可 以 作 经 典 考虑 的 高 温 极 限 情形 ,由 于 两 个 核 是 相同 

的 ,分子 轴 的 两 个 相反 的 取 回 (区 别 只 在 于 两 个 核 的 置换 ) 现 在 对 应 于 分 子 在 物 

理 上 的 同一 个 状态 . 因此 经 典 的 配 分 消 数 (47.9) 应 该 除 以 2. 这 个 情况 也 使 得 
化 学 常数 变 为 

I 
br = be (48.1) 


相当 于 在 ,+ 之 和 (47. 12) 中 去 掉 了 对 数 宗 量 中 的 因子 2. 

在 需要 作 量 子 考虑 的 温度 下 会 引起 更 重要 的 变化 . 由 于 整个 问题 的 兴趣 事 
实 上 只 在 于 把 它 应 用 于 氢 的 两 种 同位 素 (H, 和 D,) ,下面 我 们 就 只 注意 这 两 种 
气体 了 . 大 家 知道 (参看 第 三 卷 § 86) ,由 于 核 的 量子 力学 对 称 性 的 要 求 ,使 得 在 
电子 谱 项 >: ( 氢 分 子 的 基态 谱 项 ) 中 偶数 K 值 的 和 奇数 天 值 的 转动 能 级 具有 
不 同 的 核 简 并 度 :偶数 (奇数 )K 的 能 级 只 在 两 个 核 的 自 旋 之 和 是 偶数 (奇数 ) 的 
情形 下 出 现 , 并 且 当 核 自 旋 i 为 半 整 数 时 具有 相对 简 并 上 度 : 

z 十 1] 
ET 

当 i 为 整数 时 具有 相对 简 并 度 








2 EL a 
Sl 
按照 通常 采用 的 氨 的 术语 ,处 于 核 统计 权重 较 大 的 状态 中 的 氧 分 子 称 为 正 氢 分 
子 ,而 处 于 核 统计 权重 较 小 的 状态 中 的 氨 分 子 称 为 仲 氨 分 子 . 因此 ,分 子 H, 和 
D, 具有 以 下 的 统计 权重 值 : 
正气 g。 = 
HE 于 
仲 氨 5。 = 


WH 当 277 让 很 大 时 ,可 以 求 得 热力 学 量 的 渐 近 展开 式 . 比 热 的 展开 式 的 前 两 项 等 于 


出 六， A 2 
RE | 1 
但 是 必须 注意 :这 个 展开 式 是 函数 cw(7) 的 一 个 不 好 的 近似 , 
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下 标 g 表示 分 子 具 有 偶数 的 总 核 自 旋 ( 对 于 H, 是 0, 对 于 D, 是 0 或 2) 和 偶数 
的 转动 角 动 量 K; 下 标 u 表示 奇数 的 总 核 自 旋 ( 对 于 H, 和 D, 都 是 1) 和 奇数 的 
天 值 . 

在 具有 不 同 原子 的 分 子 中 ,全 部 转动 能 级 的 核 简 并 度 都 是 相同 的 ,因此 假 
如 考虑 到 这 种 简 并 性 ,那么 也 不 过 使 得 化 学 常数 发 生 一 个 我 们 不 感 兴趣 的 改 
变 , 但 在 这 里 却 导致 配 分 函数 本 身 形 式 的 改变 ,现在 应 该 把 它 写成 如 下 的 形 
式 2: 


Se 友 寺 区, 人 (48.2) 
式 中 
区 = > (2K + 1)exp [- 志 - K(K + 1)], 
x 3 
Z = (2K + 1)exp| -3277 KCK + 1)|- (48. 3) 
自由 能 发 生 相 应 的 改变 : 
人 (48.4) 


其 余 的 热力 学 量 亦 然 . 在 高 温 下 ， 
和 


Z, = 2, ~ FL 本 


因此 ,对 于 自由 能 仍旧 得 到 以 前 的 经 典 表达 式 , 这 正 是 理所当然 的 . 

当 7 一 0 时 ,和 式 Z。 趋 近 于 1 ,而 Z. 按 指数 规律 趋 近 于 0; 所 以 ,在 低温 下 气 
体 的 行为 就 像 单 原子 气体 的 情形 一 样 ( 比 热 c。 一 0) ,对 气体 的 化 学 常数 只 需要 
附加 上 一 个 “ 核 部 分 ”, 它 等 于 ! .一 lng,. 

显然 ,上 述 各 公式 只 适合 于 处 于 完全 热平衡 状态 的 气体 . 在 这 样 的 气体 中 ， 
正 氧 分 子 数 和 仲 氢 分 子 数 的 比值 是 温度 的 确定 函数 ,按照 玻 尔 兹 曼 分 布 它 等 于 





(48.5) 





当 温度 从 0 变 到 %m 时 ,比值 X% 从 0 变 到 3, 而 xn 从 0 变 到 了 ( 当 7T=0 时 ,所 有 


的 分 子 当 然 都 处 于 天 最 小 的 状态 , 即 处 于 天 =0 的 状态 ,这 相当 于 纯 仲 H, 或 纯 
正 D,). 


@ ”我 们 采用 归 一 化 的 核 统计 权重 ( 即使 得 ge + g。 =1) ,这 种 归 一 化 意味 着 : 炉 的 计算 是 以 In(2i+ 
1)? 的 值 为 起 点 的 ,这 相当 于 在 $ 46 末 屁 所 采用 的 条 件 . 
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但 是 必须 注意 :在 分 子 碰撞 时 ,总 核 自 旋 改变 的 概率 是 非常 小 的 . 因此 正 氢 
分 子 和 仲 氨 分 子 的 行为 实际 上 就 像 氢 的 两 种 彼此 不 能 转变 的 不 同 变 体 一 样 . 
因此 在 实际 上 磁 到 的 并 不 是 平衡 的 气体 ,而 是 正 态 和 仲 态 的 非 平衡 混合 物 , 它 
们 的 相对 的 量 是 一 个 给 定 的 常数 值 2. 这 种 混合 物 的 自由 能 等 于 两 种 成 分 的 自 
由 能 之 和 |. 

特别 是 , 当 xXx = %m (纯正 H,; 或 纯 仲 D, ) 时 ,我 们 有 : 


PP =-NT ln(g.2.). 


在 低温 下 [ 孝 >1), 在 Z。 中 可 以 只 保留 和 式 的 第 一 项 , 因此 有 Z。 = 


3exp| - 闻 ] ,因而 自由 能 为 

I 
这 表示 :气体 的 行为 就 像 单 原子 气体 一 样 (c=0) ,并 且 在 化 学 常数 中 出 现 一 个 
附加 项 In3g,, 而 在 能 量 中 出 现 一 个 常数 项 “ ,相当 于 全 部 分 子 都 具有 天 = 1 
时 的 转动 能 

$49” 双 原子 气体 . 原子 的 振动 


气体 热力 学 量 的 振动 部 分 在 非常 高 的 温度 下 要 比 转动 部 分 重要 得 多 ,因为 
谱 项 振动 结构 的 间距 比 转 动 结构 的 间距 大 得 多 3. 

但 是 ,我 们 将 认为 温度 只 高 到 这 样 的 程度 : 太 高 的 振动 能 级 基本 上 都 没有 
被 激发 . 这 时 振动 是 微小 的 (因而 也 是 简 谐 的 ) ,因而 能 级 由 (47.4) 中 用 过 的 通 


党 的 表达 式 ho "+ 二 ] 来 决定 


振动 配 分 函数 Z,,(47.4) 的 计算 是 很 容易 的 . 由 于 级 数 收敛 得 很 快 ,可 以 在 
形式 上 把 求 和 扩展 到 v= om . 我 们 假定 以 最 低 的 (" =0) 振动 能 级 作为 计算 分 子 


能 量 的 起 点 ( 即 把 徊 包括 到 (47. 1) 中 的 常数 eo 中 去 ). 
于 是 我 们 有 : 


@ 不 存在 特殊 的 催化 剂 时 . 


@，。 对 于 通常 长 时 间 处 于 室温 下 的 气体 来 讲 , 这 个 比值 等 于 Xn, =3,Xoy = - 


四 举例 来 说 , 某 些 双 原 子 气体 的 了 2 值 为 :H， 6100K,N, 3340K,0, 2230K,NO 2690K,HCI 4140K. 


PR = N= -NTln(3g.). 
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Zu, = Ye = . Mm? 
v=0 1 er 
由 此 得 出 自由 能 为 
Fe = NT ln = , 
科 为 
7T(e7 -1) 
能 量 为 
Ei, 二 
er7 一 1】 
比 热 为 
Cuih: 一 (总 ee ， 
TT’ (er -1)’ 





0 02 04 06 08 10 12 1.4 
工 
hw 
图 5 


在 低温 下 (fw > 7) ,所 有 这 些 量 都 按 指 数 规律 趋 于 零 : 


在 高 温 下 (jiw < 了 7 了) ,我们 有 : 
fiw 


F, =— NT]1nT + NT ln fw "i 
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(49.1) 


(49.2) 


(49.3) 


(49.4) 


(49. 5 ) 


(49.6) 
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与 此 对 应 的 常数 比 热 为 ce =190 ,化 学 常数 为 = -ln (iw). 把 它们 分 别 同 
(47.11),(47. 12) 的 值 相 加 ,我 们 求 得 在 温度 7 >> fiw 时 双 原 子 气体 的 总 比 热 
等 于 @ 

六 ， 区 有 了 (49.7) 
而 化 学 常数 为 


a 时 (于) ] (49. 8) 


在 这 个 公式 中 ,对 于 由 相同 原子 构成 的 分 子 来 说 ,应 该 把 因子 (2) 去 掉 .EE,, 的 
展开 式 中 的 前 两 项 等 于 


一- 3 No. (49.9) 


式 中 出 现 的 常数 项 -了 Nhw 是 因为 我 们 计算 能 量 是 以 最 低 的 量子 能 级 作为 起 


点 的 ( 即 从 "零点 振动 "能 开始 算 起 ) ,但 是 经 典 能 量 应 该 从 势能 的 极 小 值 开始 
算 起 . 
当然 ,自由 能 的 表达 式 (49.6) 也 可 以 用 经 典 的 方法 求 出 来 ,因为 当 T >> fw 
时 ,重要 的 是 大 的 量子 数 w, 对 于 这 些 量子 数 来 讲 ,运动 是 准 经 典 的 . 角 频 率 为 中 
的 微 振动 的 经 典 能 量具 有 形式 
m'w’q” 


cvib(P,9) = 2 人 
2 
(m' 是 约 化 质量 ). 利用 & Ni 了 配 分 函数 的 值 


1 fr i 了 
WE a Re 49. 10 
Zh zi) rl( ) pdg Be ( ) 


它 与 (49.6)@ 相 对 应 (由 于 积分 收敛 很 快 ,对 dg 的 积分 可 以 从 积分 限 - % 积 到 
+ % ). 

在 足够 高 的 温度 下 ,v 值 很 大 的 振动 也 被 激发 ,在 这 种 温度 下 ,振动 的 非 简 
谐 性 的 效应 以 及 振动 同 分 子 转 动 的 相互 作用 的 效应 都 变 得 重要 了 (这 两 种 效应 
原则 上 是 同一 数量 级 的 ). 由 于 v 很 大 ,对 热力 学 量 的 相应 的 修正 可 以 用 经 典 的 
方法 来 确定 . 


四 “再 次 与 $44 的 经 典 结果 一 致 
加 “从 图 5 中 可 以 看 到 ,实际 上 cu 在 T= hw 时 已 经 趋 近 于 它 的 极限 值 1 了 (例如 , 当 证 =1 时 ， 
c=0.93). 经 典 表达 式 可 以 适用 的 实用 判别 条 件 可 以 写 为 
fiw 
了 3 3 


图 这 个 值 是 把 对 v 的 求 和 用 对 dv 的 积分 来 代替 后 求 得 的 . 
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我 们 把 分 子 看 成 由 两 个 粒子 所 构成 的 力学 系统 ,在 相对 于 它们 的 质心 为 静 
睹 的 坐标 系 中 ,它们 按 规律 U(r) 相互 作用 着 . 经 典 地 讲 , 以 精确 方式 描述 系统 
的 转动 和 振动 的 能 量 (哈密 顿 吨 数 ) 是 动能 (具有 约 化 质量 m' 的 粒子 的 能 量 ) 和 
势能 U(r) 之 和 . 配 分 函数 在 对 动量 进行 积分 后 归结 为 对 坐标 的 积分 : 


人 edy， 
对 角度 (在 球 坐 标 中 ) 进行 积分 后 , 剩 下 的 积分 为 
[dr 


如 果 令 U(r) =U。+ 广 m'w*(r -76)*, 并 且 在 积分 时 把 变化 缓慢 的 因子 己 用 局 
来 代替 (其 中 7。 是 两 个 粒子 间 的 平衡 距离 ,而 U。= U(r) ) ,那么 就 可 以 获得 相 
当 于 分 子 的 转动 和 各 种 简 谐 振动 都 是 独立 的 近似 . 为 了 考虑 振动 的 非 简 谐 性 以 
及 各 种 振动 同 转动 的 相互 作用 ,我 们 现在 把 U(r) 写成 


pf. 
mW 


U(r) = 以 ts -at + 有 Be ) (49.11) 
(#= 一 -1,a 和 是 常数 0) ,然后 从 被 积 式 中 把 因子 


1 二 
exp| 一 | LU。 + Fm'w rié )| 

提出 来 ,再 把 被 积 式 按 & 的 占 次 展开 . 在 展开 式 中 仅 须 保留 在 积分 以 后 给 出 温 
度 下 一 高 次 寡 的 那些 项 ;对 dé 从 积分 限 - wm 积 到 + %. 展开 式 的 零 阶 项 就 是 配 
分 函数 的 通常 的 值 ,而 其 余 所 有 的 项 都 是 所 求 的 修正 项 . 我 们 把 中 间 的 计算 省 

略 挤 ,而 直接 把 对 自由 能 的 修正 的 最 后 结果 写 出 来 : 

四 A 

Rs = NP ol Fe Ae }: (49. 12) 


由 此 可 见 , 由 于 振动 的 非 简 谐 性 (以 及 它们 同 转动 的 相互 作用 ) 在 自由 能 中 
所 引起 的 修正 项 与 温度 的 平方 成 正比 . 相应 地 ,对 比 热 所 附加 的 修正 项 与 温度 
的 一 次 方 成 正比 . 
$S0 双 原 子 气体 .电子 角 动 量 的 影响 


某 些 分 子 ( 当然 ,为 数 是 不 多 的 ) 在 它们 的 电子 基态 中 具有 不 等 于 零 的 轨道 
角 动 量 或 自 旋 . 
大 家 知道 ,由 于 不 等 于 零 的 轨道 角 动 量 4 的 存在 ,电子 谱 项 成 为 二 重 简 并 


@ 这 两 个 常数 可 以 用 分 子 的 光谱 常数 来 表示 (参看 本 教程 第 三 卷 5 82). 
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的 ,对 应 于 轨道 角 动 量 相 对 于 分 子 轴 的 两 种 可 能 的 取向 2. 这 种 情况 对 气体 的 热 
力学 量 的 影响 是 :由 于 配 分 函数 增加 了 一 倍 ,化 学 常数 附加 了 一 个 量 
a (50. 1) 
由 于 不 等 于 零 的 自 旋 5 的 存在 , 谱 项 分 裂 成 25 +1 个 谱 项 ;但 是 ( 当 A=0 
时 ) ,这 些 精 细 结 构 的 间距 是 如 此 的 微小 ,以 至 在 计算 热力 学 量 时 总 是 可 以 忽略 
不 计 . 自 旋 的 存在 仅仅 导致 所 有 的 能 级 的 简 并 度 增加 2S +1 倍 , 与 此 相应 ,化 学 
常数 附加 了 一 个 量 
¢s = ln(2S + 1). (50. 2) 
出 现在 3$ 关 0,4 关 0 的 精细 结构 需要 特别 的 考虑 . 在 这 种 情形 下 ,精细 结构 
的 间距 所 可 能 达到 的 值 使 我 们 在 计算 热力 学 量 时 必须 考虑 到 它们 . 我 们 来 推导 
二 重 态 电 子 谱 项 情形 的 公式 . 电子 二 重 态 的 每 个 组 态 都 具有 它 自己 的 振动 的 
和 转动 的 结构 ,但 参量 可 以 认为 是 相同 的 . 因此 在 配 分 函数 (47.2) 中 还 要 出 现 
一 个 因子 : 
Zu = go + ge 他， 
式 中 go ,gi 是 二 重 态 的 两 个 组 态 的 简 并 度 ,4 是 它们 之 间 的 距离 . 相应 地 ,自由 
能 附加 了 一 项 “电子 的 "部 分 ;: 
F, =- NTln(g + ge?). (50. 3) 
我 们 也 可 以 写 出 “电子 的 " 比 热 : 





(50.4) 


它 应 该 添加 到 比 热 的 其 余部 分 上 . 在 7 一 '0 和 7 一 % 这 两 种 极限 情形 下 ,c. 显 然 
趋向 于 0 ,而 在 温度 了 7~4 时 具有 极 大 值 . 


习 题 
试 确 定 由 0, 分子 第 一 激发 态 电子 谱 项 (参看 ($0.2) 后 的 脚注 ) 所 引起 的 
氧 自 由 能 修正 项 , 温度 比 振动 量子 大 得 多 ,但 是 比 基 态 谱 项 > 和 激发 态 谱 项 'A 


中 严格 地 讲 , 谱 项 是 分 裂 成 两 个 能 级 的 ( 称 为 A - 二 重 态 ) ,但 是 这 两 个 能 级 之 间 的 距离 是 如 此 的 
微小 ,以 至 在 这 里 可 以 完全 忽略 不 计 . 

@ ”这 种 情形 在 NO 中 出 现 ;分 子 NO 的 基态 电子 谱 项 是 二 重 态 43 ,其 宽度 (以 为 单位 ) 等 于 4 
=178K. 二 重 态 的 两 个 组 态 都 是 二 重 简 并 的 . 

在 氧 中 发 生 特 殊 的 情况 . 分 子 0, 的 基态 电子 谱 项 是 距离 非常 窑 的 三 重 态 3Y ,它们 的 宽度 可 以 忽略 
不 计 .但 是 由 于 侦 然 的 原因 ,下 一 个 (激发 态 的 ) 谱 项 'A( 二 备 简 并 的 ) 相 距 不 太 远 :4 =11300K ,在 高 温 时 
可 以 被 激发 ,因而 对 热力 学 量 会 有 影响 . 
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之 间 的 距离 A 小 得 多 . 
解 ; 配 分 函数 为 


hw 拒 ho 
式 中 第 一 项 和 第 二 项 各 为 基态 谱 项 的 和 激发 态 谱 项 的 配 分 函数 ,每 一 项 都 是 电 
子 因子 、 振 动因 子 和 转动 因子 的 乘积 . 因此 ,所 求 的 对 自由 能 的 修正 项 为 


本 =-ATnli + ~ = 


WwW To 








式 中 mw,ro 和 w' ,ro 各 为 在 电子 基态 和 电子 激发 态 中 的 角 频 率 和 原子 核 之 间 的 
平衡 距离 . 


§51 多 原子 气体 


如 同 双 原子 气体 一 样 ,多 原子 气体 的 自由 能 可 以 表示 为 三 部 分 之 和 一 一 平 
动 的 、 转 动 的 和 振动 的 . 平 动 部 分 仍旧 由 比 热 c,, 和 化 学 常数 5, 即 


3 3 m 
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来 表征 . 

由 于 多 原子 分 子 的 转动 惯量 值 很 大 (因而 相应 地 ,转动 量子 很 小 ) ,它们 的 
转动 总 是 可 以 经 典 地 来 考虑 了 . 多 原子 分 子 具 有 三 个 转动 自由 度 ,因而 在 一 般 情 
形 下 具有 三 个 不 同 的 主 转 动 惯 量 1, ,1, ,1 ;因此 它 的 转动 动能 是 


sw = + + (51.2) 


式 中 ,nn,t 是 转动 坐标 系 的 坐标 ,其 坐标 轴 同 分 子 的 惯量 主轴 重合 (我 们 暂时 
不 考虑 构成 分 子 的 诸 原 子 排列 在 一 条 直线 上 的 特殊 情形 ). 这 个 表达 式 应 该 代 
入 到 配 分 了 消 数 


Z, = | dr (51.3) 
其 中 


dr dM.dM, dM .dg,.dop, dp,, 


ee (27 rE 
像 平 常 一 样 , 积 分 号 上 的 一 撤 表 示 :积分 应 该 只 对 分 子 在 物理 上 彼此 不 同 的 取 
向 来 进行 . 

如 果 分 子 具 有 某 些 对 称 轴 , 那 么 绕 这 些 轴 的 某 些 转动 使 分 子 同 它 本 身 重 
合 ,因而 其 结果 只 不 过 是 相同 原子 的 置换 . 显然 ,分 子 在 物理 上 相同 的 取向 的 数 


@ ”转动 的 量子 效应 只 有 在 甲烷 CH4 中 才 会 观察 到 ,这 种 效应 大 约 在 50K 的 温度 下 出 现 (参看 本 节 
的 习题 ). 
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目 等 于 分 子 绕 各 对 称 轴 所 容许 的 各 种 旋转 (包括 恒 等 变换 一 旋转 360° 一 一 在 
内 ) 的 数目 . 用 e 来 代表 这 个 数目 ,我 们 可 以 在 (51. 3 ) 中 直接 对 一 切取 向 进行 
积分 ,再 把 整个 表达 式 除 以 o. 

在 三 个 无 限 小 转动 角度 的 乘积 upsdp,de, 中 ,可 以 把 dpidp, 看 作 是 相对 
于 上 轴 方 向 的 立体 角 元 do,. 对 do, 的 积分 是 与 对 dp,( 绕 z 轴 本 身 的 转动 ) 的 积 
分 无 关 的 ,进行 积分 的 结果 等 于 4. 以 后 对 dp, 进行 积分 又 给 出 2f. 再 对 
dM,dM,dM, 进行 积分 (积分 限 从 - % 到 + wm ) ,结果 我 们 求 得 : 





二 8 372 RE (3D mhbb) 
2 
由 此 得 出 自由 能 
172 
二 (51.4) 
2 oh 
因此 按照 §$ 44, 转动 比 热 是 : 
ee 3 (51.5) 
而 化 学 常数 等 于 
直到 ln (Sm _ (51.6) 


oh 
如 果 多 原子 分 子 中 所 有 的 原子 都 排列 在 一 条 直线 上 (直线 型 分 子 ) ,那么 它 
也 像 双 原子 分 子 一 样 ,具有 两 个 转动 自由 度 和 一 个 转动 惯量 工 转动 比 热 和 化 学 
常数 也 像 双 原子 气体 一 样 ,等 于 
21 


€ 三 1 ， 2 一 (2 SET 


在 这 里 对 于 非 对 称 的 分 子 ( 例 如 ,NNO) 来 讲 ,o =1, 对 于 中 心 对 称 的 分 子 ( 例 
如 ,0C0) 来 讲 ,o =2. 

对 多 原子 气体 自由 能 的 振动 部 分 的 计算 类 似 于 我 们 对 双 原 子 气体 所 作 的 
计算 . 区 别 在 于 :多 原子 气体 所 具有 的 振动 目 由 度 不 止 一 个 ,而 是 者 干 个 . 就 是 
说 ,n 个 原子 的 ( 非 直线 型 ) 分 子 显 然 具 有 rs =3n -6 个 振 度 自由 度 ; 而 对 于 直 
线 型 的 ”个 原子 的 分 子 ,rus =3n -5( 参 看 544). 振动 自由 度 的 数目 决定 分 子 的 
所 谓 简 正 振 动 的 数目 ,每 一 种 简 正 振动 有 它 自己 的 角 频 率 we。( 角 标 a 是 简 正 振 
动 的 编号 ). 必须 注意 :这 些 w。 中 的 某 些 频率 可 能 彼此 相同 ;在 这 种 情形 下 我 们 
说 角 频 率 是 简 并 的 . 

在 简 谐 近似 下 ,我 们 认为 振动 很 微小 (我 们 所 考虑 的 也 只 是 这 样 的 温度 )， 


CD 例如 ,对 于 H,0( 等 腰 三 角形 ) 来 讲 ,go =2; 对 于 NH, (正三 角 锥 体 ) 来 讲 ,o =3; 对 于 CH, (正四 
面体 ) 来 讲 ,gq =12; 对 于 CeHetl 下 六 角形 ) 来 讲 ,o = 12. 
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这 时 所 有 的 简 正 振动 都 是 独立 的 ,因而 振动 能 量 就 是 各 个 振动 的 能 量 之 和 . 因 
此 振动 配 分 函数 分 解 成 各 个 振动 的 配 分 函数 之 积 , 而 所 得 到 的 自由 能 Fi 是 
(49. 1) 型 的 表达 式 之 和 

Fi = RS a eT (51.8) 


在 这 个 和 式 中 每 一 个 角 频 率 出 现 的 次 数 等 于 它 的 简 并 度 . 对 于 其 它 热力 学 量 的 
振动 部 分 也 相应 地 得 到 这 种 类 型 的 和 式 . 
每 一 种 简 正 振动 在 各 自 的 经 典 情形 (7 >> fiw, ) 下 对比 热 的 贡献 等 于 c'%; 
当 了 比 最 大 的 一 个 iw。 还 大 时 ,我们 就 会 得 到 
1 (51.9) 
但 是 ,事实 上 这 个 极限 是 达 不 到 的 ,因为 多 原子 分 子 通 常 在 比 这 低 得 多 的 温度 
下 就 已 经 分 解 了 . 
多 原子 分 子 的 各 种 角 频 率 w。 的 值 通常 是 散布 在 一 个 很 大 的 范围 内 的 . 随 
着 温度 的 升 高 ,各 种 简 正 振动 逐个 “ 计 和 人 "到 比 热 中 去 . 这 种 情况 使 得 多 原子 气 
体 的 比 热 往往 可 以 在 相当 宽阔 的 温度 范围 内 认为 几乎 是 常数 , 
我 们 现在 来 讨论 一 种 从 振动 到 转动 的 特殊 转变 的 可 能 性 , 乙 烷 分 子 C,H。 
就 是 这 种 例子 . 这 种 分 子 由 两 个 CH, 原子 团 构成 ,它们 彼此 相隔 一 定 的 距离 ,并 
且 以 一 定 的 方式 相对 地 取向 . 分 子 的 简 正 振动 之 一 是 “扭转 振动 ” ,在 这 种 振动 
下 ,一 个 CH, 原子 团 相对 于 另 一 个 CH, 扭转 . 随 着 振动 能 量 的 增加 ,它们 的 振 
幅 也 在 增长 ,最 后 在 足够 高 的 温度 下 ,振动 转变 为 自由 转动 . 结果 这 个 自由 度 对 
比 热 的 贡献 在 振动 被 完全 激发 时 大 约 达 到 1 , 当 温 度 继续 增高 时 开始 下 降 , 渐 近 
地 趋 近 于 转动 的 特征 值 1/2. 
最 后 ,应 当 指 出 :如 果 分 子 具 有 不 等 于 零 的 自 旋 S( 例 如 ,分 子 NO,, C10,)， 
那么 就 使 得 化 学 常数 附加 一 个 量 
ts = ln(2S + 1). (51. 10) 


习 题 


试 确定 甲烷 在 低温 下 的 转动 配 分 函数 . 

解 :在 本 节 第 一 个 脚注 中 已 经 指出 ,在 足够 低 的 温度 下 ,甲烷 的 Z,。 应 该 用 
量子 方法 计算 . 

CH, 分 子 具 有 正四 面体 的 形状 ,因而 转动 时 像 一 个 球状 陀螺 ,因此 它 的 转动 


能 级 等 于 21(1 +1) ,其 中 了 是 三 个 主 转动 惯量 的 共同 值 ,J 是 转动 量子 数 . 因为 


日 核 的 自 旋 等 于 i= 本 ,而 碳 原 子 C? 的 核 自 旋 等 于 零 , 所 以 CH 分 子 的 总 核 自 
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旋 可 以 等 于 0,1,2( 相 应 的 核 统计 权重 为 1,3,5). 对 于 每 一 个 给 定 的 J 值 来 
讲 , 对 应 于 总 核 自 旋 每 一 个 不 同 的 值 存在 着 一 定数 目的 状态 .在 下 表 中 给 出 了 
前 五 个 值 在 不 同 总 核 自 旋 时 的 状态 数 : 


核 自 旋 : 0 1 时 
J =0 一 -一 1 
J=1 一 1 一 
J =2 > 1 一 
J=3 一 2 1 
J =4 2 2 1 


如 果 我 们 假定 箭 是 以 ln(2i+1) ”=lnl16 的 值 作 为 起 点 来 计算 的 (参看 8$48 

第 一 个 脚注 ) ,那么 在 考虑 到 转动 角 动 量 和 核 自 旋 各 种 取向 的 总 简 并 度 后 所 得 
到 的 配 分 函数 Z 的 值 还 必须 除 以 16. 结果 我 们 得 到 : 

5 9。 入，25。- 晕 77。-6 务 ，117。-no 
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§52 气体 的 磁性 


置 于 外 磁场 及 中 的 物体 还 需要 一 个 宏观 量 来 表征 一 一 物体 在 场 中 所 具有 
的 磁 矩 势 . 对 于 理想 气体 ,该 磁 矩 委 = W 历 ( 式 中 万 是 原子 或 分 子 的 单 粒子 磁 
矩 ) ,因此 ,计算 它 只 需要 考虑 气体 的 单个 粒子 在 磁场 中 的 行为 . 我 们 还 要 着 重 
指出 ,因为 作为 稀薄 介质 的 气体 其 磁化 强度 及 密度 都 很 小 ,所 以 可 以 忽略 介质 
对 磁场 的 影响 , 即 认为 作用 在 每 个 粒子 上 的 磁场 就 是 外 磁场 H. 

当 外 磁场 有 微小 变化 88 时 ,气体 的 哈密 顿 量 的 变化 是 58 =- 盘 . 88, 式 
中 切 是 气体 的 磁 矩 算 符 @. 根据 公式 (15. 11)( 另 见 (11.4)), 那 里 的 外 参量 A 
现在 应 取 作 场 吾 ,因此 我 们 有 


二 本 


F 
Pe ( 启 


为 计算 粒子 在 磁场 中 的 自由 能 必须 预先 确定 与 场 有 关 的 气体 粒子 能 级 修 
正 ,我 们 先 考虑 单 原子 气体 . 原子 在 磁场 中 的 哈密 顿 算 符 为 


2 
hr wt,) (S32. 2) 


(33.1) 


中 参看 本 教程 第 三 卷 3105 习题 5. 

加 在 经 典 力 学 中 ,磁场 变化 88 时 粒子 系统 拉 格 郎 日 基 的 微小 变化 为 8L = 其 (9,9) ， 5 有 8, 式 
中 敌 (g,9) 是 系统 的 磁 矩 ,为 其 动力 学 变量 坐标 与 速度 的 渔 数 ( 参 看 本 教程 第 二 卷 ,(45.3)). 哈密 顿 量 
的 变化 (在 给 定 的 坐标 g 与 动量 p 下 3 村 5L 的 区 别 仅 在 于 符号 (参看 第 一 卷 ,(40.7));85H = 项 (p,qg)， 


8. 在 量子 力学 中 哈密 顿 量 的 变化 也 有 类 似 的 表达 式 , 并 且 芒 是 磁 矩 算 符 ,通过 粒子 的 坐标 与 动量 ( 以 
及 它们 的 自 旋 ) 算 符 来 表示 . 
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式 中 有 是 没有 外 场 时 原子 的 哈密 顿 算 符 ,e 和 mm 是 电子 的 电荷 与 质量 ,r 是 电 
子 的 坐标 ( 求 和 对 所 有 的 电子 进行 ), 廊 = - B(2$ + 上 ) 是 原子 的 “内 车 " 磁 矩 算 
符 ($ 和 志 是 电子 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 算 符 ,B = -Le | 是 玻 尔 磁 子 (参看 第 三 着 


8$113) ). 把 (52.2) 中 的 第 二 项 和 第 三 项 看 成 对 有 的 微 扰 , 我 们 确定 精确 到 场 
的 二 阶 的 能 级 修正 项 ,其 形 为 


Ac ,= -st =-AH- FB ($2..3) 


其 中 
A; = (Mm, ln (52.4) 
|(m, 到 
= 2 a 
这 里 z 轴 沿 豆 epee ee (52.2) 中 H 线 性 项 的 二 阶 微 扰 ， 
而 第 二 项 来 自 哈密 顿 算 符 二 次 项 的 一 阶 微 扰 . 
在 计算 自由 能 时 ,我 们 假设 气体 的 温度 不 太 低 ,从 而 修正 项 Ace, << 了 . 这 时 
配 分 函数 可 按 妃 的 寡 次 展开 . 精确 到 FH 的 平方 项 我 们 有 
Z 于 ye7 = A 
Tr 
A ER 
关 ) ;考虑 到 对 称 性 ,显然 ， 这 时 平均 值 4 . 为 零 , 于 是 有 


2Z = [i Sec bs 和 
式 中 横 线 表示 按 ( 无 微 扰 场 ) 玻 尔 兹 曼 分 布 求 平均 . 把 这 个 表达 式 代 和 (41.4) 并 
随后 求 自由 能 对 五 的 导数 ,就 得 到 磁 和 矩形 如 女 =NXH, 式 中 
X= 让 +B (52. 6) 
是 气体 的 分 子 磁化 率 (J. H. Van Vleck ,1927). 我 们 考虑 几 种 特殊 情形 . 


我 们 考虑 同 基态 能 级 与 激发 态 能 级 中 最 接近 能 级 (包括 基态 谱 项 的 精细 结 
构 组 态 ) 之 间 的 间距 相 比 温度 了 很 小 的 情况 . 这 时 可 以 认为 只 有 原子 的 基态 (k 
=0) 对 平均 值 4 与 8 有 贡献. 

如 果 原 子 (在 基态 中 ) 既 无 自 旋 又 无 轨道 角 动 量 ,在 这 种 最 简单 的 情况 下 ， 
原子 的 内 训 磁 矩 的 所 有 和 矩阵 元 也 等 于 0. 这 时 4。=0, 而 只 有 第 二 项 B 不 等 于 
零 . 由 于 上 =5 =0 态 的 波 函数 有 球 对 称 性 ,对 角 和 矩阵 元 ( 即 对 原子 态 的 平均 值 ) 


为 (县)w = ( 吧 )m = 本 ( 己 )w. 结果 我 们 求 得 


(3235) 
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2 
e 
x (re)ow (52.7) 


即 气体 是 抗 磁 的 ,具有 与 温度 无 关 的 磁化 率 (P. 朗 之 万 ,1905 ) 2. 

如 果 原 子 的 内 豪 磁 矩 不 为 零 , 则 4 关 0 且 (52.6) 中 的 第 一 项 (在 关于 温度 
所 作 的 假设 下 ) 比 第 二 项 大 . 根据 定义 (52.4) ,计算 给 出 

We J(J+1) -2 + S(S+ DD 
式 中 g 为 朗 德 因子 ,M) 是 原子 总 角 动 量 的 投影 (参看 第 三 卷 $113 节 ). (52.6) 
中 的 求 平均 化 为 对 My 求 平均 . 注意 到 
1 

2J + 1， 





2 1 
M: = > Mm = 11+1), 
J= -/ 
得 
i 
x = EIT +1). (52, BY 


因此 ,气体 是 顺 磁 的 ,其 磁化 率 遵从 居 里 定律 ,与 温度 成 反比 (P. 朗 之 万 ,1905 )@. 

如 果 原 子 的 轨道 角 动 量 和 自 旋 都 不 等 于 零 但 数值 相同 (了 上 =S 关 0) ,而 且 合 
成 总 角 动 量 J=0, 那 么 内 襄 磁 矩 的 对 角 和 矩阵 元 等 于 零 ,然而 非 对 角 和 矩阵 元 (对 于 
多 重 态 内 的 L,5,J 一 L,S,J+1 跃迁 ) 不 为 零 . 这 时 ,4。=0, 而 (52.5) 的 B。 中 第 
二 项 ( 抗 磁性 项 ) 比 第 一 项 小 ,后 者 的 分 母 含 有 相对 较 小 的 基态 精细 结构 间距 . 
这 里 B。>0: 相 对 于 基态 能 级 ,k' 求 和 中 的 每 一 项 无 论 分 子 还 是 分 母 都 是 正 的 . 
因此 ,在 这 种 情况 下 气体 是 顺 磁 的 ,其 磁化 率 与 温度 无 关 :X = B。 (J.H. Van 
Vleck ,1928 ) @. 

分 子 气 体 的 磁化 率 可 用 类 似 的 方法 计算 . 在 通常 温度 下 分 子 的 转动 是 经 典 
的 . 因此 计算 磁 矩 的 矩阵 元 可 以 先 对 固定 不 动 的 原子 核 计 算 ,然后 再 将 分 子 看 
成 如 同 是 刚性 的 经 典 磁 偶 极 子 对 分 子 的 取向 求 平 均 (参看 习题 )@. 


@ ”我们 着 重 指出 ,这 种 抗 磁性 (在 第 三 卷 $ 113 就 已 经 指出 ) 具有 量子 本 性 :虽然 在 (52.7) 中 不 显 
含量 子 常 数 片 ,事实 上 它 决定 原子 的 “大 小 ". 在 这 一 方面 我 们 指出 ,在 经 典 统计 学 中 物质 的 宏观 磁性 完全 


不 出 现 . 实际 上 ,在 经 典 力学 中 ,磁场 中 系统 的 哈密 顿 量 与 没有 磁场 时 的 区 别 只 在 于 用 差 P -一 4(r) 代 
替 粒 子 的 动量 p, 这 里 严 是 广义 动量 ,而 4(zr) 是 场 的 矢 势 . 在 配 分 函数 中 积分 是 对 所 有 的 动量 已 ( 以 及 坐 
标 >) 进行 的 . 变量 代 换 以 后 (从 对 了 积分 变 到 对 p=P sh 积分 ) ,我 们 发 现 磁场 通常 从 配 分 函数 中 因 


而 也 从 所 有 热力 学 其 中 消失 . 

加 公式 (52.8) 不 仅 适用 于 气体 ,而 且 也 适用 于 凝聚 体 , 只 要 原子 磁 矩 由 于 某 种 原因 可 以 当成 是 “ 自 
由 的 ”. 例如 稀土 元 素 的 固体 盐 类 与 溶液 中 的 磁性 就 属于 这 种 情况 . 这 些 离子 的 顺 磁 性 与 未 被 占 满 的 4f 
壳 层 有 关 . 这 些 较 深层 电子 被 外 层 电 子 所 屏蔽 而 不 受 近邻 原子 影响 ,结果 在 磁性 方面 ,这 些 离子 就 像 稀 薄 
气体 的 原子 一 样 ， 

轧 ”这 种 情况 可 出 现在 铺 盐 的 销 离子 Eu 中 (参看 上 注 ). 

国 ” 核 运动 所 产生 的 磁 矩 与 电子 运动 所 产生 的 磁 矩 相 比 很 小 ,因此 总 可 以 怨 略 不 计 . 
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习 题 


1. 在 了 同 原子 基态 精细 结构 间距 相 比 很 小 的 情况 下 ,确定 单 原子 气体 的 磁 
化 率 . 

解 : 在 这 种 情况 下 ,(52.6) 中 的 平均 应 该 对 原子 多 重 态 的 所 有 组 态 求 ,并 且 
所 有 组 态 的 玻 尔 疹 曼 因子 (e-) 可 以 认为 是 相同 的 . 这 时 ， 

4 = [CM | | TM) | 

式 中 求 平均 对 所 有 的 值 和 及,( 在 给 定 的 S 和 上 下 ) 进 行 . 但 是 这 种 求 平均 的 
结果 ,与 求 平 均 在 角 动 量 $ 和 世相 加 成 了 之 后 还 是 之 前 没有 关系 ; 换 句 话说 ,可 
以 对 M， 和 M, 独立 求 平均 来 计算 
注意 到 





L 


A 
; 3 3 


得 cm 
A =B[4S(S+1) +L(L+1)]. 


在 B 的 (52.5) 式 中 第 二 项 可 以 忽略 ;第 一 项 ( 由 于 它 的 分 母 即 多 重 态 间距 很 小 
而 可 能 很 大 ) 在 对 多 重 态 的 组 态 求 平均 后 变 为 零 :在 和 式 

;| WT | | | 

2 


(0) (0) 

这 J 
中 的 求 和 ,现在 遍及 所 有 的 数 J ,J', 肝 ), Mi, 而 J 和 J 的 互 换 的 不 同 项 相 消 . 因 
此 ,磁化 率 为 


x = @ [45(S +1) +L(L+1)]. 


2. 在 与 7 相 比 分 子 的 电子 基态 精细 结构 间距 很 大 时 中, 求 双 原 子 气 体 的 磁 
化 率 ， 

解 :在 这 种 情况 下 ,只 要 研究 分 子 的 基态 能 级 即 基态 多 重 态 的 最 低 的 组 态 
就 够 了 . 在 轨道 角 动 量 与 自 旋 在 分 子 轴 上 的 投影 为 人 和 天 的 态 中 ,分 子 磁 矩 的 
平均 值 为 

(4 互 | 四 |43》 = - Bm(4 +253), 


式 中 n 是 沿 分 子 轴 的 单位 矢量 . 在 经 典 转动 的 情况 下 n* = 二 ,我们 求 得 磁化 率 


4 
3 


@ 在 通常 温度 下 ,多 重 态 的 间距 与 转动 能 级 结构 间距 相 比 明显 地 大 ,因而 分 子 项 属于 a 型 耦合 ( 参 
看 第 三 卷 $83). 
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。 2 
x = 37(4 + 25). 


3. 如 果 与 7 了 相 比 精细 结构 间距 很 小 (分 子 项 属于 b 型 ), 求 上 题 . 
解 : 在 这 种 情况 下 ,应 该 对 多 重 态 的 所 有 组 态 求 平均 . 在 给 定 A 和 自 旋 z 分 
量 MH, 时 , 磁 矩 z 分 量 的 对 角 短 阵 元 为 
(AM, |m. | AM. =—-B(n,A +2M.,). 
把 它 的 平方 对 及 的 值 和 方向 nn 求 平均 ,就 得 到 磁化 率 


x - ELA +4S(S+1)]. 


4、 确定 NO 气体 的 磁化 率 .分 于 的 基态 电子 项 为 ?I 即 人 =1,S = 六 ,并 且 


二 重 态 的 组 态 间 距 A 与 温度 相当 D. (J. H. Van Vleck,1928). 
解 : 这 里 ,在 求 (52.6) 中 的 平均 时 必须 者 虑 双 能 级 的 两 个 组 态 具 有 不 同 的 
玻 尔 兹 曼 因 子 , 两 种 状态 | 4Z) 的 磁 矩 对 角 短 阵 元 为 


1 1 1 
Che = | S| Tr 2 .0 
C1 LE2§| LL = 2n 
9 ey 3 


由 此 得 





对 于 这 两 种 状态 之 间 的 跃迁 , 算 符 了 没有 矩阵 元 (因为 跃迁 时 了 改变 而 人 
不 变 ). 算 符 25, 的 非 对 角 给 阵 元 为 


1 1 1 1 
(1,7125.11, 一 = -5129.1 1ss =— 1. sing, 


式 中 0 是 有 与 z 轴 间 的 夹 角 @. 根据 (52.5)( 这 里 再 次 忽略 第 二 项 ), 有 





QD 它 为 4=180K. 二 重 态 的 下 态 对 应 于 自 旋 的 轴 分 量 卫 = -地 ,市 上 态 对 应 于 = 一 -. 耦合 项 属于 
a 型 . 


@@ 算 符 S=- 休 , 式 中 心 是 量子 化 方向 沿 分 子 轴 的 泡 利 矩阵 ( 也 就 是 说 ,如 果 ml 是 坐标 轴 且 轴 沿 


or= (0 -小 
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(因子 之 来 自 sinzg 的 平均 ). 磁化 率 的 完全 表达 式 可 得 如 下 式 


x = 祭 f (和 4)，f(*) = 


x(l +e ) 


| 
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第 五 章 
费 米 分 布 和 玻 色 分 布 


$53 费 米 分 布 


如 果 理 想 气体 的 温度 (在 给 定 的 密度 下 ) 足 够 低 ,那么 玻 尔 兹 曼 统 计 就 不 再 
适用 而 必须 建立 另 一 种 统计 ,在 这 种 统计 中 粒子 在 各 量子 态 的 平均 占有 数 不 能 
假定 为 很 小 . 

但 是 ,这 种 统计 是 随 气 体 ( 考 虑 为 由 w 个 相同 粒子 所 构成 的 系统 ) 由 何 种 波 
晒 数 来 描述 而 有 所 不 同 的 . 大 家 知道 ,这 些 波 函 数 相对 于 任何 一 对 粒子 的 交换 
来 讲 ,不 是 反对 称 的 ,就 是 对 称 的 :前 一 种 情形 发 生 于 半 整 数 自 旋 的 粒子 ,后 一 
种 情形 发 生 于 整数 自 旋 的 粒子 . 

由 反对 称 波 函 数 来 描述 的 粒子 系统 遵循 泡 利 原 理 : 不 可 能 有 多 于 一 个 以 上 
的 粒子 同时 处 在 每 一 个 量子 态 中 . 以 这 个 原理 为 基础 的 统计 称 为 费 米 统计 (或 
费 米 - 狄 拉克 统计 ). 

类 似 于 我 们 在 $ 37 中 所 做 过 的 那样 ,我 们 把 吉 布 斯 分 布 应 用 于 气体 中 处 于 
给 定量 子 态 的 全 部 粒子 的 集合 ;在 $ 37 中 已 经 指出 ,即使 在 粒子 之 间 存 在 着 交 
换 作 用 时 也 是 可 以 这 样 做 的 . 我 们 用 02, 来 代表 这 个 粒子 系统 的 热力 学 势 ,根据 
普遍 公式 (35.3) ,我 们 有 : 


a i [ol 
0, = TIn > [exp( | (53.1) 
因为 在 第 个 状态 中 的 n, 个 粒子 的 能 量 就 是 nae. 根据 泡 利 原理 ,每 一 个 状态 
的 占有 数 都 只 可 能 取 0 或 者 1 两 个 值 . 因此 我 们 得 到 : 


@ ”这 种 统计 是 由 费 米 (E. Fermi,1926 ) 对 电子 提出 的 ,而 它 同 量子 力学 的 联系 由 狄 拉克 (了 . A. M. 
Dirac ,1926) 所 闸 朋 . 
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人 2 二 一 TIn (1 十 exp 二): 


因为 系统 中 的 平均 粒子 数 等 于 热力 学 势 2 对 化 学 势 及 的 导数 取 反 号 ,所 以 
在 现在 的 情形 下 ,我 们 就 得 到 所 求 的 在 第 个 基 子 态 中 的 平均 粒子 数 为 导数 





a 90f2, A 
或 者 最 后 写 为 
-= 1 
i (53.2) 


这 就 是 遵循 费 米 统计 的 理想 气体 (或 简称 之 为 费 米 气体 ) 的 分 布 熙 数 . 正如 所 预 


期 的 ,所 有 的 元 <1. 当 e7 <1 时 ,公式 (53.2) 当然 就 过 渡 到 玻 尔 兹 曼 分 布 
函数 . 
费 米 分 布 由 以 下 条 件 归 一 化 


1 
Dm (53.3) 


式 中 NN 是 气体 中 的 粒子 总 数 . 这 个 等 式 以 隐 哺 数 的 形式 确定 化 学 势 为 了 和 WN 的 
函数 . 
把 2 对 所 有 的 量子 态 求 和 ,就 得 到 整个 气体 的 热力 学 势 人 2: 


0 =-7>hli Td 2) (53.4) 
大 





8$54 玻 色 分 布 


现在 我 们 来 研究 由 对 称 波 函数 描述 的 粒子 所 构成 的 理想 气体 ,这 种 理想 气 
体 所 遵循 的 统计 法 称 为 玻 色 统计 法 (或 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 法 ) 中 ， 

在 对 称 波 函数 的 情形 下 ,量子 态 的 占有 数 不 受 任何 限制 ,而 可 以 具有 任意 
的 值 . 分 布 函数 的 推导 可 以 像 前 一 节 那 样 来 进行 ,我 们 写 出 : 


02, = 一 了 ln (ep = . 
AE=0 








出 现在 这 里 的 几何 级 数 只 有 当 exp| | <1 时 才 是 收敛 的 . 因为 这 个 条 


件 对 于 所 有 的 si( ;=0 也 包括 在 内 ) 来 说 都 应 该 成 立 ,所 以 显然 在 任何 情形 下 
都 应 该 有 : 
Ww < (54.1) 


加 ”这 种 统计 是 玻 色 对 光量 子 提出 的 ,后 为 爱 因 斯 坦 所 推广 . 
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关于 化 学 势 ,应 当 提醒 一 下 : 玻 尔 兹 曼 气体 的 化 学 势 总 是 取 ( 绝 对 值 很 大 的 ) 负 
值 ;但 是 费 米 气体 的 /可 负 可 正 . 
求 出 几何 级 数 的 和 ,我 们 得 到 : 


12 = Tin (1 一 expe 二 2 





由 此 我 们 求 得 平均 占有 数 元 = -为 ; 
= 1 


Nn, 三 Om 
这 就 是 遵循 玻 色 统 计 的 理想 气体 (或 简称 为 玻 色 气体 ) 的 分 布 函数 . 玻 色 分 布 项 
数 与 费 米 分 布 函数 的 区 别 在 于 分 母 中 1 前 面 的 符号 相反 . 也 像 费 米 分 布 函数 那 


样 , 当 e <<1 时 , 玻 色 分 布 函数 自然 地 过 渡 到 玻 尔 效 曼 分 布 函 数 . 气体 中 的 粒 
子 总 数 表示 为 公式 


(54.2) 


Ne (54.3) 
把 2, 对 所 有 的 量子 态 求 和 ,就 得 到 整个 气体 的 热力 学 势 2; 
0 = TS ill = eg 站 =] (54.4) 





$55 非 平衡 的 费 米 气体 和 玻 色 气体 


类 似 于 在 $ 40 中 的 那 种 做 法 ,同样 能 计算 出 非 平衡 费 米 气体 和 玻 色 气体 的 
炉 ,而 从 炳 为 极 大 值 的 条 件 出 发 又 重新 得 到 费 米 分 布 函 数 和 玻 色 分 布 函数 . 

在 费 米 情况 下 ,不 可 能 有 多 于 一 个 以 上 的 粒子 处 在 每 个 量子 态 中 ,但 是 N 
这 个 数 并 不 小 ,一 般 来 讲 , 是 与 6; 这 个 数 同 数量 级 的 (这 里 所 有 的 符号 与 $40 
中 的 符号 相同 ). 

Ni, 个 相同 粒子 分 布 在 G6; 个 状态 上 (每 个 状态 不 可 多 于 一 个 粒子 ) 的 可 能 方 
式 数 不 是 别 的 ,而 就 是 从 C; 个 状态 中 选取 Wi 个 状态 的 可 能 方式 数 ,也 就 是 从 Ci 
个 元 素 中 选取 Ni 个 元 素 的 组 合 数 . 因此 ,我 们 有 : 

G,! 

= KG -NIT 

把 这 个 表达 式 取 对 数 ,并 对 (55. 1) 中 三 个 阶乘 的 对 数 都 应 用 公式 (40. 3)， 
我 们 求 得 : 


AT, (055,40 


S = >, {GlnG, - NlnN,- (GG; - N,)In(G, -WN,)|. (53 人) 
i 


再 引信 量 子 态 的 平均 占有 数 元 = 忌 , 最 后 我 们 得 到 非 平衡 费 米 气体 的 炉 的 表达 
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式 如 下 : 
S$ =- 2 Gi + (1 -i)ln(l -i)]. (55..3) 


从 这 个 表达 式 为 极 大 值 的 条 件 出 发 ,根据 方程 式 (40. 8) 很 容易 求 出 确定 平 
衡 分 布 的 公式 为 : 


| 
本 


正如 所 希望 的 那样 , 它 是 同 费 米 分 布 一 致 的 . 

最 后 ,在 玻 色 统计 的 情形 下 ,在 每 个 量子 态 中 可 以 有 任意 个 粒子 数 , 所 以 统 
计 权 重 AD 就 是 N 个 粒子 分 布 在 G 个 状态 上 的 一 切 可 能 方式 的 数目 . 这 个 数 
目 等 于 

A (55. 4) 
TO DI 

对 这 个 表达 式 取 对 数 , 同 时 ,与 G6,+N; 和 Ci 这 两 个 很 大 的 数 相 比 而 略 去 1, 我们 
得 到 


S=216+N)inGc+N) -NlnN,- GlnG|. (35. 和 3 
引入 平均 占有 数 元 ,我 们 可 以 把 非 平衡 玻 色 气体 的 箭 写成 形式 
5 = Gl +R)ln(l + 而 ) - Nlnn]. (55.6) 


很 容易 证 明 :实际 上 导致 玻 色 分 布 的 就 是 这 个 表达 式 为 极 大 值 的 条 件 . 
自然 ,(55.2) 和 (55.5) 这 两 个 粹 的 公式 在 W < G6; 的 极限 情形 下 都 过 渡 到 
玻 尔 兹 曼 公式 (40.4). 费 米 统计 和 玻 色 统计 的 统计 权重 (55.1) 和 (55.4) 也 都 
过 渡 到 玻 尔 兹 曼 表达 式 (40.2). 为 此 必须 设 
Gl= (6G,-N)IG’, (G+N-1)!~ (G6,-1)!6. 


但 是 ,必须 注意 到 :统计 权重 的 这 种 过 渡 意 味 着 在 其 中 忽略 掉 数 量 级 为 二 的 项 ， 
i 

这 是 不 难 证 明 的 ;一 般 来 讲 ,这 些 项 本 身 并 不 很 小 ,但 是 在 取 对 数 后 ,这 些 项 在 

精 中 所 给 出 的 修正 项 具有 相对 较 小 的 数量 级 已 


@ 可 以 说 ,问题 在 于 找 出 把 Wi 个 相同 的 球 分 配 到 Ci 个 盒子 中 去 的 方式 数 . 我 们 把 这 些 球 表示 成 
Ni 个 点 按 次 序 排列 成 一 个 队列 的 形式 ;把 盒子 编号 ,并 假定 用 G6; -1 根 竖 线 排列 在 点 的 队列 中 ,表示 这 些 
盒子 间 的 分 界 . 例如 ,下 图 


表示 10 个 球 分 配 在 五 个 盒子 内 :第 一 个 盒子 内 1 个 球 ,第 二 个 盒子 内 3 个 球 ,第 三 个 盒子 内 0 个 球 ,第 四 
个 盒子 内 4 个 球 ,第 五 个 盒子 内 2 个 球 . 在 这 个 队列 中 (点 或 竖 线 所 占据 的 ) 位 置 总 数 是 6, + Ni -1. 我 们 
所 求 的 把 球 分 配 到 盒子 中 去 的 方式 数目 就 是 选取 6, -1 个 竖 线 位 置 的 可 能 方式 的 数目 ,也 就 是 从 N + 6， 
-1 个 元 素 中 选取 6 -1 个 元 案 的 组 合 数 ,由 此 就 得 到 在 正文 中 引用 的 公式 . 
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最 后 ,每 个 量子 态 中 的 粒子 数 很 大 (以 致 N > 6,7i >1) 的 极限 情形 是 很 
重要 的 ,我 们 写 出 在 这 种 情形 下 的 玻 色 气体 炳 的 公式 . 从 量子 力学 中 大 家 知道 ， 
这 种 情形 对 应 于 场 的 经 典 波动 图 像 . 统计 权重 (55.4) 具 有 形式 
Ne 


AT ， (CE -1)1" 


0 
而 焙 为 
Sd 55.8 
一 en ( 。 ) 
以 后 我 们 在 $71 中 要 用 到 这 个 公式 . 
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我 们 来 研究 由 基本 粒子 (或 者 在 给 定 条 件 下 可 以 看 成 是 基本 粒子 的 粒子 ) 
构成 的 气体 . 以 前 已 经 指出 ,对 于 通常 的 原子 气体 或 分 子 气体 来 说 ,根本 不 需要 
应 用 费 米 分 布 或 玻 色 分 布 , 因 为 用 玻 尔 兹 曼 分 布 来 描述 这 些 气 体 实际 上 总 是 足 
够 精确 的 . 

在 这 一 节 中 所 有 推导 出 来 的 公式 对 于 费 米 和 玻 色 这 两 种 分 布 具有 完全 类 
似 的 形式 ,差别 只 在 于 一 个 正 负 号 . 在 后 文中 , 正 负 号 的 上 号 总 是 对 应 于 费 米 统 
计 , 而 下 号 对 应 于 玻 色 统计 . 

基本 粒子 的 能 量 归结 为 它 的 平 动 动能 , 平 动 动能 总 是 准 经 典 的 . 因此 我 们 
有 : 


1 
ebs + pr +p) (56.1) 
m 


而 分 布 函数 就 像 通 常 那样 过 渡 到 在 粒子 相 空间 中 的 分 布 . 同时 应 该 注意 到 :在 

一 定 的 动量 值 下 ,粒子 的 状态 还 取决 于 它 的 自 旋 方向 . 因此 ,把 分 布 函数 (53. 2) 

或 (54.2) 乘 以 

dp.dp,dp.dV 
(27#)° 

就 得 到 了 在 相 空 间 体 积 元 dp,dp,dp.dV 中 的 粒子 数 , 式 中 g =2s +1, 而 s 是 粒子 

的 自 旋 . 于 是 ,粒子 数 等 于 


gdr = 8 


3 


A (56. 2) 


a 土 1 

对 dy 积分 (这 归结 为 以 气体 的 总 体积 了 来 代替 dV) ,我 们 得 到 按 粒 子 动量 分 量 
的 分 布 , 在 动量 空间 中 变换 到 球 坐 标 , 并 对 角度 进行 积分 ,我 们 就 求 得 按 动量 绝 
对 值 的 分 布 : 

dN = gypdp (56. 3) 


J 
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( 式 中 。=2 号) ,或 按 能 量 的 分 布 ， 


dN _ gym Vede_ 











el (56. 4) 
T er i 
这 两 个 公式 代替 了 经 典 的 麦克 斯 韦 分 布 . 
把 (56.4) 对 ds 积分 ,我 们 得 到 气体 中 的 粒子 总 数 : 
n=- Vede | 
Vm Bm eT 1 
OE 
了 = ee [ A (56.5) 
2T 
AI 


系 . 
在 公式 (53.4),(54.4) 中 ,同样 地 把 求 和 变换 到 积分 ,我 们 得 到 热力 学 势 0 
的 表达 式 如 下 : 





3/2 曙 
0 = -| Veln(l +e )de. 











V27 
作 分 部 积分 , 求 得 : 
a 全 Vm se de Sp. & 
3 in’ wh er 4! ei 
这 个 表达 式 同 气体 的 总 能 量 
S07 
he : fn) “ui ; 
只 差 一 个 因子 -之 . 同时 注意 到 Q = - PY, 我 们 因此 就 得 到 下 述 关系 式 ; 
PV = Ep, (56.8) 


3 
因为 这 个 关系 式 是 精确 的 ,所 以 它 在 玻 尔 兹 曼 气体 的 极限 情形 下 也 应 该 满足 ; 


事实 上 ,我 们 把 正 尔 兹 曼 气体 的 值 5 = 二 NT 代 人 上 式 ,就 得 到 克拉 珀 龙 方程 
在 公式 (56. 6) 中 作 变 量 代 换 了 =z, 我 们 求 得 ; 


0=-PV-= Wy (56.9) 


* 146 ， 第 五 章 ” 费 米 分 布 和 玻 色 分 布 


式 中 /是 单 变量 函数 , 亦 即 学 是 和 7 的 次 齐 次 函数 0. 


因此 
FW 


了 ,Y 


是 上 和 了 的 到 次 齐 次 函数 ,而 它们 的 比值 方 是 零 次 齐 次 函数 , 即 W =p( 争 )- 由 


此 可 以 看 出 :在 绝热 过 程 中 (S = 常数) ,比值 从 保 持 不 变 , 又 因为 -5 也 只 是 全 


的 函数 ,所 以 

V7T” = 常数 . (56. 10) 
于 是 从 (56.9) 得 出 

PV ”= 常数 ， (56.11) 
而 同样 地 7 “P = 常数 . 这 些 等 式 同 通 常 单 原子 气体 的 泊 松 绝热 曲线 方程 
(43.9) 是 一 致 的 . 但 是 ,应 当 着 重 指 出 :公式 (56. 10),(56. 11) 中 的 帘 指 数 现在 


同比 热 的 比值 没有 关系 ( 因为 关系 式 卫 = 子 和 6, -c=1 不 再 成 立 ). 


把 公式 (56.6) 改 写成 如 下 形式 
3 一 2 (56. 12) 


六 二 土 ] 

它 同 公式 (56. eae WR 即 P,V 和 TT 
之 间 的 关系 . 在 玻 尔 兹 曼 气 体 的 极限 情形 下 (与 此 相应 的 是 ef <<1) ,也 可 以 从 
这 些 公式 得 到 克拉 珀 龙 方程 ,这 是 理 所 应 当 的 . 我 们 通过 计算 证 实 这 一 点 ,同时 
给 出 物 态 方程 展开 式 的 一 阶 修正 项 . 

当 e# <1 时, 我们 把 (56. 12) 中 的 被 积 式 按 ef 一 的 寡 次 展开 成 级 数 ,保留 
展开 式 的 头 两 项 ,我 们 就 得 到 : 

人 2 xs [ ed 干 er-*)dz = 3 人 1 十 nd) 
以 此 代 人 (56. 12) ,我 们 有 : 
Vn 


= 和 才 
SY (1F za) 





@ 如 果 按 照 表达 式 (56.9) 来 计算 能 量 
E= N+TS- py hr 


那么 我 们 再 次 得 到 关系 式 (56. 8). 
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如 果 只 保留 展开 式 的 第 一 项 ,我 们 正好 得 到 单 原 子 气 体 热 力学 势 的 玻 尔 兹 曼 值 
(公式 (46. 1a) ). 次 一 项 给 出 所 求 的 修正 项 ,因此 可 以 写 出 : 


372 y 24 


BVm es. (56. 13) 


l6m” fi’ 
但 是 对 所 有 的 热力 学 势 用 相应 的 变量 来 表示 的 微小 增 量 (参看 (24. 16) ) 都 
是 相等 的 . 因此 ,用 7 和 VV 来 表示 人 2 的 修正 项 (借助 于 玻 尔 效 曼 表达 式 也 可 以 得 
到 相同 精度 ) ,我 们 就 直接 得 到 对 自由 能 的 修正 项 ， 
六 
a 
最 后 ,对 体积 进行 微分 ,我们 就 得 到 所 求 的 物 态 方程 : 
mt NA 
PV = N7| 1 mr 
在 这 个 公式 中 修正 项 很 小 的 条 件 同 玻 尔 效 曼 统计 能 够 适用 的 条 件 (45.6) 自 然 
是 一 致 的 . 因此 ,我 们 看 到 :理想 气体 的 性 质 偏离 经 典 性 质 ,在 给 定 的 密度 下 降 
低温 度 时 (或 是 说 , 当 理 想 气 体 开始 简 并 化 时 ) 发 生 , 使 得 在 费 米 统 计 中 压强 比 
它 在 通常 气体 中 的 值 有 所 增加 ;可 以 说 ,在 这 种 情形 中 ,量子 力学 的 交换 效应 使 
得 粒子 之 间 出 现 某 种 附加 的 有 效 “ 排 斥 力 ”. 
在 玻 色 统计 中 ,气体 的 压强 值 向 相反 的 方面 偏离 一 一 偏向 比 经 典 值 小 的 方 


面 ; 可 以 说 ,在 这 里 粒子 之 间 出 现 了 某 种 附加 的 有 效 “ 吸 引力 ”. 
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在 足够 低 的 温度 下 研究 费 米 气体 的 性 质 有 着 非常 重要 的 原则 性 的 意义 . 在 
下 面 我 们 将 看 到 ,这 里 所 指 的 低温 ,实际 上 从 别 的 观点 看 来 可 能 还 是 很 高 的 . 
下 面 我 们 来 讨论 电子 气 , 因 为 考虑 到 它 是 费 米 统计 最 重要 的 应 用 . 对 于 电 


子 来 讲 ,5 =2( 自 施 S= 广 ). 


我 们 从 研究 绝对 零度 下 的 电子 气 (完全 简 并 化 的 费 米 气体 ) 开 始 . 在 这 种 气 
体 中 电子 按 不 同 量子 态 的 分 布 方式 是 使 得 气体 的 总 能 量具 有 最 小 的 可 能 值 . 因 
为 每 个 量子 态 不 可 能 有 一 个 以 上 的 电子 ,所 以 电子 占 满 了 能 量 从 最 小 值 ( 等 于 
0) 到 某 个 最 大 值 为 止 的 全 部 状态 ,这 个 最 大 值 取 决 于 气体 中 的 电子 数 . 

考虑 能 级 的 二 重 自 旋 简 并 (g =2) ,动量 绝对 值 位 于 间隔 p 和 p+dp 之 间 的 
在 体积 Y 内 运动 的 电子 的 量子 态 数 等 于 


2 = 二 


(56. 14) 


(56. 15) 


4Tp dp。y 3 
A (57.1) 


电子 占据 了 动量 从 零 到 边界 值 p =p, 的 全 部 状态 ;这 个 值 称 为 动量 空间 中 的 费 
米 球 半径 . 在 这 些 状态 中 的 电子 总 数 为 
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由 此 得 边界 动量 
p, = Ge 人 (人 ih, (57.2) 

并 且 边 界 能 量 为 
大 下 人 (NN) (57.3) 


这 个 能 量具 有 简单 的 热力 学 意义 . 根据 前 面 的 叙述 ,量子 态 ( 具 有 确定 的 动 
量 值 和 自 旋 投影 ) 的 费 米 分 布 函数 
= ] 
+ ] 
在 7 一 '0 的 极限 下 变 为 “ 阶 跃 "函数 :在 & < 人 时 为 1, 在 => 几 时 为 0( 在 图 6 中 用 
实 线 表示 这 个 函数 ). 由 此 可 见 ,在 7=0 时 ,气体 的 化 学 势 与 电子 的 边界 能 量 是 
一 致 的 . 





(57.4) 


证 天 从 (57.5) 





图 6 


把 状态 数 (57. 1) 乘 以 六 ,并 遍及 所 有 的 动量 值 进行 积分 ,就 得 到 气体 的 总 
能 量 : 


2mmT Jo A 


把 (57.2) 代 入 上 式 后 得 到 : 


3(37 )" A N 
= 一 一 一 一 一 一 | 一 | AN. $57.6 
10 (Wy ( ) 


最 后 ,按照 普遍 关系 式 (56. 8 ) 我 们 求 得 气体 的 物 态 方程 


(3 三 ) 2 #7 N 57/3 
i .7 
加 5 | SS ) 


F 
10mm 了 


由 此 可 见 ,在 绝对 零度 的 温度 下 , 费 米 气体 的 压强 与 密度 的 了 次 方 成 正比 
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在 给 定 的 气体 密度 下 ,所 得 到 的 公式 (57.6),(57.7) 也 可 以 近似 地 适用 于 
非常 接近 绝对 零度 的 温度 . 显然 ,这 些 公式 适用 (气体 为 “ 强 简 并 化 " ) 的 条 件 要 
求 了 比 边界 能 量 sr 小 得 多 : 

了 << 于 (57.8) 
正如 预期 的 那样 ,这 个 条 件 与 玻 尔 兹 曼 统计 的 适用 条 件 (45.6) 是 相反 的 . 由 关 
系 式 Ti 二 es 所 决定 的 温度 称 为 简 并 化 温度 . 

简 并 电子 气 具有 独特 的 特性 一 一 它 的 密度 愈 大 , 它 就 您 接近 于 理想 气体 . 
这 点 容易 证 实 如 下 . 

我 们 来 考虑 由 电子 和 带 正 电 荷 的 原子 核 所 构成 的 气体 ,原子 核 的 数量 正好 
能 够 中 和 所 有 电子 的 电荷 . ( 显然 , 仅 由 电子 构成 的 气体 是 根本 不 稳定 的 ;我 们 
在 前 面 没 有 提 到 原子 核 ,这 是 由 于 假设 了 气体 的 理想 性 ,因而 原子 核 的 存在 并 
不 影响 电子 气 的 热力 学 量 . ) 电 子 同 原子 核 的 库仑 相互 作用 能 ( 相对 于 一 个 电子 


来 讲 ) 的 数量 级 为 “< ,其 中 Ze 是 原子 核 的 电荷 ,而 。~ { 六 】 是 电子 和 原子 核 


之 间 的 平均 距离 . 气体 理想 性 的 条 件 归结 为 要 求 这 个 库仑 相互 作用 能 远 小 于 电 
子 的 平均 动能 ,后 者 与 费 米 能 量 sr 同一 数量 级 . 不 等 式 
和 
在 把 a~ { 分] 和 er 的 表达 式 (57.3) 代 入 后 ,给 出 条 件 
了 > (2) 于 (57.9) 


我 们 看 到 :气体 密度 二 念 大 ,这 个 条 件 就 满足 得 愈 好 中 


习 题 
试 求 在 绝对 零度 下 的 电子 气 中 同 器 壁 碰 撞 的 次 数 ， 
解 :动量 大 小 在 间隔 dp 内 而 动量 方向 与 器 壁 法 线 所 成 角度 在 间隔 dg 内 的 
电子 数 (在 单位 体积 内 ) 为 
2 . 2msin 6dgp dp 
(27#) 


把 它 乘 以 veosg| "= 全 | ,并 对 dg 从 0 积 到 了 了 且 对 dp 从 0 积 到 Pi， 就 得 到 所 求 


2 3 
QD 在 电子 气 密度 等 F( | Z? 时 ,相应 的 简 并 化 温度 是 402Z* 人 eV =0. 5 x 105Z43K. 
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的 (相对 于 1cm 器 壁 的 ) 碰 撞 次 数 z 结果 求 得 : 
， a | 


16 m\V 


$58 简 并 电子 气 的 热 容 


当 温度 比 简 并 化 温度 T; 低 得 多 时 ,分布 函 数 (57.4) 具 有 图 6 中 虚线 所 示 
的 形式 :分 布 函数 只 在 能 量 s 的 值 靠 近 边 界 能 量 sr 的 狭窄 间隔 内 才 显 著 地 不 
等 于 1 或 0. 这 个 间隔 称 为 费 米 分 布 的 展 布 区 ,其 宽度 的 数量 级 为 了 

表达 式 (57.6) ,(57.7) 为 相应 量 按 微小 比值 7/T; 的 寡 次 展开 的 头 一 项 . 我 
们 来 确定 这 些 展 开 式 中 其 次 几 项 . 

在 公式 (56.6) 中 出 现形 式 为 

J =- [ ALe)de 
eT 
的 积分 , 式 中 f(s) 是 (使 得 积分 收敛 的 ) 某 个 函数 ;在 (56.6) 中 ,f(s)=e“. 作 
代 换 s -1 = 7z, 把 这 个 积分 变 为 : 
条 . fp + Tz) ng, 5 rT A 7 A + Tz)dz 
© + 


-HT e+l e +1 


在 第 一 个 积分 中 利用 








就 得 到 : 
1 = [f(s)de - rT AE + 人 PE 


在 第 二 个 积分 中 ,我 们 注意 到 与 > 1 而 积分 收敛 得 很 快 ,所 以 把 积分 上 限 换 成 


无 穷 大 2. 因此 ,我们 得 到 : 
”Jr +7z) -f(y -7z) 
1 = [f(e)de+7[ 1 dz. 
现在 我 们 把 第 二 个 积分 中 被 积 式 的 分 子 按 z 的 客 次 展开 成 泰 勤 级 数 ,并 逐 项 进 
行 积 分 : 
2 ") 天 dz 
1= [f(s)de +27'(p)|[ 二 


zdz 


e +l 








+ ne 


+ 


@ 这 个 替换 意味 着 忽略 掉 指 数 型 的 小 项 . 必须 注意 ,下 面 得 到 的 展开 式 (58. 1) 是 渐 近 的 (而 并 非 
收敛 的 ) 级 数 . 
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把 各 个 积分 的 值 2 代 人 上 式 , 最 后 我 们 有 : 


. [f(s)de + TT/'(p) + Ze ad (58. 1 ) 


展开 式 的 第 三 项 列 出 供 参 考 ,我 们 在 这 里 并 不 需要 . 
在 公式 (58. 1) 中 令 F= e “并 将 它 代 和 人 (56.6) ,就 得 到 所 求 的 热力 学 势 人 
在 低温 下 的 展开 式 中 次 一 项 : 
0 = 0 -VT’ Ye - (58.2) 
人 2 代表 在 绝对 零度 下 的 值 . 
把 第 二 项 看 作 是 对 f2, 的 微小 增 量 , 并 借助 于 “ 零 级 近似 "(57.5) 把 其 中 的 
上 用 T 和 V 来 表示 ,可 以 直接 写 出 自由 能 的 表达 式 ( 根 据 小 增 量 定理 (24. 16)) 


2/3 


着 过 本 二 En7’ (=) (58. 3) 


@ 这 种 类 型 的 积分 计算 如 下 : 
edz 年 一 和 ~ ne 上 n*i 1 
| = [+ 1e PR ds = T(z) 2.(-1) 


ee +l 





= (1 - 2)T(*) > 
n” 

















或 
本 a=} 
rs) (x > 0)， (1) 
0 er +] 
式 中 
二 
(x) = 之 . 二 
是 黎 曼 ; 旺 数 . 
当 x=1 时 ,(1) 式 变 为 不 定 的 ;积分 值 为 
二 dz  - ln2. (2) 
0 e +] 
当 zx 为 偶数 (x =2n) 时 ,t 孙 数 可 以 用 所 谓 伯 努 利 数 8, 来 表示 ,因而 得 到 : 
EF zs"! i 2 本 {3) 
0 e +l 2n 
类 似 的 方式 可 以 用 来 计算 下 述 积分 : 
厂 二 = Tttx) Ce 1). (4) 
当 x 为 偶数 2n 时 ,有 : 
ez2n-1dz (27)™B. 
Ek er 一 4n (5) 
为 了 参考 起 见 ,我 们 列 出 头 几 个 伯 努 利 数 的 值 以 及 “函数 和 T 函数 的 一 些 值 : 
Bi 去 -一 ， B= B= 厅 ， B= ; 


6 30° 
£1(3/2) = 2.612, 4(5/2) = 1.341, ¢(3) = 1.202, ¢£(5) = 1.037; 
T(3/2) = Ym/2, T(5/2) = 3 Vn/4. 
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式 中 为 了 简便 起 见 引 入 符号 


B = [本 二 (58.4) 
由 此 我 们 求 得 气体 的 箭 : 
及 pNT( 了 | ， (58.5) 
气体 热 容 
C = pvT() (58.6) 
以 及 能 量 
五 一 局 + Bnr(Y) = E,[1+0. ts( 室 ) 全 下 (58.7) 


由 此 可 见 ,在 低温 下 简 并 费 米 气体 的 热 容 与 温度 的 一 次 方 成 正比 . 
$ 59 电子 气 的 磁性 弱 场 


弱 磁 场 中 电子 气 的 磁化 强度 由 两 个 独立 部 分 组 成 :与 电子 ( 自 旋 的 ) 内 识 磁 
矩 有 关 的 顺 磁 性 ( 泡 利 顺 磁性 ,W. Pauli,1927) 以 及 与 电子 在 磁场 中 的 轨道 运动 
量子 化 有 关 的 抗 磁性 ( 朗 道 抗 磁性 ,L. D. Landau,1930). 设 气体 是 简 并 化 的 : 温 
度 7 << sr ,我 们 来 计算 相应 的 磁化 率 . 磁场 很 螂 的 条 件 表明 :应 该 有 (人 参看 下 面 ) 


BH < 7, 式 中 且 = -2 LA 是 玛 尔 磁 子 9 


对 于 简 并 气体 ,以 7T,V ,xu( 而 不 是 7T,V,N) 为 独立 变量 进行 热力 学 计算 较 方 
便 . 与 此 相应 , 玻 尔 兹 曼 气 体 的 磁 矩 计算 公式 (52.1) 在 这 里 替代 为 热力 学 势 2 
的 导数 


鱼 二 一 (8 (59.1) 


我 们 首先 确定 磁化 率 的 顺 磁性 部 分 . 电子 在 磁场 中 的 附加 ( 自 旋 ) 能 量 等 于 
:BH, 这 里 的 两 个 符号 对 应 于 自 施 沿 场 方向 的 两 个 投影 值 ( * 到 ). 因此 ,电子 在 


磁场 中 的 统计 分 布 与 没有 磁场 时 的 区 别 就 在 于 用 能 量 e +BH 代替 e = 


Q@ ”我 们 不 写 出 热 容 的 角 标 v 或 p, 因 为 在 这 种 近似 下 C, 和 C, 是 同一 的 . 的 确 , 我 们 在 $ 23 中 已 经 
看 到 :如 果 T-+0 时 5 以 7" 的 方式 趋 于 0, 那 么 差 值 C, -C, 依 T™**' 的 方式 趋向 于 0; 因 而 在 这 里 所 考虑 
的 情形 下 ， 

t= 
@@ 在 高 温 (7T> se) 的 相反 情况 下 ,电子 形成 玻 尔 兹 曼 气 体 , 单 位 体积 磁化 率 的 颗 磁 性 部 分 为 : 


Xoon = 和 (8 =2,1= 一 下 的 公式 (52.8)). 
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刀 . 但 是 ,因为 。 与 化 学 势 一 道 以 组 合 s -jh 出 现在 分 布 中 ,上 述 蔡 代 等 价 于 以 
/二 6 有 代 蔡 作 于 是 ,磁场 中 电子 气 的 势 2 可 以 表示 为 

A(p) = 50 (p+BH) + 70,(p -BH), (59.2) 
式 中 Qu(w) 是 没有 磁场 的 势 (为 简略 没有 写 出 宗 量 7,Y) ;和 式 中 的 两 项 对 应 于 
电子 不 同 自 旋 投 影 的 组 分 ,而 因子 了 是 考虑 在 取 定 的 自 旋 投影 值 下 电子 量子 态 








数 减 半 . 
在 (59.2) 中 按 BH 的 寡 次 作 展 开 ,得 到 
N(p) = (pp) + 78H e 2 (59. 3) 
由 此 得 到 磁 矩 姑 = 人 但 是 导数 = -入 ,因此 在 本 节 中 相对 于 气体 
we 
oo BaN 
Npare = V 8 2 v(m) (59.4) 
忽略 ( 当 T <<jy 时 ) 微 小 的 温度 效应 , 即 认 为 气体 是 完全 简 并 的 ,从 (57.3) 有 
N {2 Yj 
(37 °° ) 
求 导 给 出 
=8 2m) Ve. B pm (59.5) 
四 2 三 让 mT 
我 们 现在 计算 抗 磁性 磁化 率 . 电子 在 磁场 中 轨道 运动 的 能 级 由 下 式 给 出 
ec = 区 + (2n + 1)BH， (59.6) 


式 中 n=0,1,2,… ,而 p, 是 在 磁场 方向 上 的 动量 , 取 从 - % 到 % 的 连续 值 (参看 
第 三 卷 $ 112). 这 里 ,对 于 每 个 给 定 的 值 =” 在 间隔 dp, 中 态 的 数目 是 
VlelH 








dp (59.7) 
(2m#) ec 
式 中 因子 2 计 及 自 旋 的 两 个 方向 . 势 2 的 表达 式 (53.4) 取 
0 = 2pH /Lp - (2n + 1)B8], (59.8) 
.Tm 
(Ry》 二 Sa nl + exp( 公 - 本 外 本 (59.9) 
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和 式 (59. 8) 可 计算 并 达到 要 求 的 精度 ,这 须 借助 于 公式 了 
DF(n + 于 = | Fs) de + 347"(0). (59. 10) 
这 个 公式 适用 的 条 件 在 于 函数 下 的 mn 一 n+l 的 单 步 相 对 变化 很 小 . 在 应 用 于 
(59.9) 时 就 归结 为 要 求 B88 < 7 
把 (59. 10) 用 于 和 式 (59. 8) ,我 们 得 到 
pe 2pH| / (1 _ 2BHx)dx+ BY (pe eB) 


on n=0 


,du _ (2B8H) of (1) 
= [f(x)dx -和 





9 
第 一 项 不 含 甩 , 即 它 是 没有 磁场 下 气体 的 势 Qu(/). 因此 ， 
0 = (1) - BH (59. 11) 
由 此 得 到 磁化 率 @ 
和 (59. 12) 


op 

整体 上 气体 是 顺 磁 的 ,有 磁化 率 X = 了 X, 在 这 里 我 们 为 解释 其 两 部 分 的 

起 源 对 它们 分 别 进行 了 计算 . 当然 也 可 直接 计算 总 磁化 率 . 为 此 必须 把 电子 的 

能 级 写成 a=2 + (2n +1)BH BH, 它 由 (59.6) 附 加 上 自 施 的 磁 能 +B1 得 到 
这 组 e 值 也 可 写成 


2 
人 (59. 13) 
2m 


并 且 n 关 0 的 每 个 值 会 出 现 两 次 ,而 n=0 的 值 出 现 一 次 ; 换 句 话说 ,m 关 0 的 状态 
数 密度 由 相同 的 (59.7) 式 给 出 ,而 n=0 时 取 其 半 . 势 2 现在 由 以 下 和 式 给 出 : 


@D 根据 著名 的 欧 拉 -麦克 劳 林 求 和 公式 


F(a) + Pro 了 { F(x) ds -六 fF'(o), (59. 10a) 


如 果 设 。= 一 并且 把 区 间 0<z< 二 内 的 函数 户 (x) 表示 成 f(x) 二 FF(0) +xF'(0), 由 此 可 得 到 公式 


(59. 10). 

@ 否则 ,在 (2n +1)pH 接近 于 零 的 a 值 “危险 "区 中 条 件 不 成 立 . 这 个 区 域 导致 (参看 下 节 ) 在 
中 出 现 迅 速 振 萝 的 项 ( 作为 的 函数 ). 如 果 选 取 区 间 AH, 使 得 (在 -2BnH#~0 的 点 附近 ) 宗 量 - 
2pnh 的 改变 比 它 的 两 个 相 邻 值 之 差 大 得 多 :BH < mBAH ~ 人 各 ,或 者 向 > 六 后 , 则 将 级 数 (59.8) 对 AH 
求 平均 后 振荡 项 不 出 现 . 公式 (59. 10) 又 重新 适用 ,并且 用 它 所 得 到 的 结果 将 只 受 限 于 条 件 BH < 

@ 值得 指出 ,这 个 关系 式 适用 于 气体 的 任意 程度 的 简 并 化 . 
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本 二 2pH{ 3 (1) * YO- 2pHn) }, (59. 14) 
并 借助 下 式 计算 :了 


1 E ” 
FF(0) + DF(n) = | F(x)dx - 53F"(0). (59. 15) 
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现在 我 们 来 考虑 这 样 的 场 ,这 时 BH 同 j 相 比 仍然 很 小 ,但 与 7 了 相 比 未 必 很 小 : 
TBH < (60.1) 
在 这 些 条 件 下 ,轨道 运动 的 量子 化 效应 和 自 旋 效 应 已 经 不 能 彼此 分 开 而 应 该 同 
时 顾及 ; 换 句 话说 ,在 计算 人 2 时 必须 从 表达 式 (59. 14 ) 出 发 . 
我 们 将 看 到 ,在 BH=7T 时 电子 气 的 磁性 含有 作为 H 的 函数 的 大 振幅 振荡 部 
分 ;在 这 里 我 们 感 兴趣 的 正 是 这 种 磁性 的 振荡 部 分 . 
为 了 从 热力 学 量 中 分 出 振荡 部 分 ,利用 泊 松 公式 @ 


7F(0) + 六 Fn) 有 [ F(x) ds +2Re 和 [ F(s) edz, (60. 2) 
变换 和 式 (59. 14 ) 较为 方便 ,变换 后 它 取 如 下 形式 








= + 了 Re 了 人， (60. 3) 
式 中 
Ee 2pH| 1 m[1+ exp (各 有 2 ) | rdrdp,, (60. 4) 
而 2,(j) 是 没有 场 的 热力 学 势 . 
在 积分 1, 中 我 们 用 e ~ +2xBH 代替 变量 x. 我 们 可 得 感 兴趣 的 积分 振荡 
部 分 ( 记 作 1,): 
ie 上 jb In (1 + exp Le)exp( exp 人 本 De ) dedp. 


@ 它 由 欧 拉 一 麦克 劳 林 公 式 设 a=0 得 到 . 
四 ”该 公式 由 以 下 等 式 得 出 : 


5Sf(xz -有 ) = eznikr ; 

且 下 ~ 加 = 一 二 
这 个 等 式 左边 的 8 函数 之 和 是 变量 * 的 周期 为 ! 的 周期 函数 ,而 右边 的 和 式 是 这 个 函数 的 傅 里 叶 级 数 展 
开 式 . 等 式 乘 上 任意 函数 F(z) 随 后 对 x 从 0 积分 到 % ,就 得 到 (60.2) 式 . (这 时 ,积分 | F(x)8(x)dz 是 


和 式 的 n=0 的 项 ,只 沿 = =0 点 的 一 侧 区 域 积分 给 出 ) 
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对 p, 积分 时 ,7 二 ~BH 之 值 很 重要 . 积分 的 振荡 部 分 源 于 附近 的 。 值 区 域 ( 见 


后 面 ) ;因此 s 的 积分 下 限 取 作 0( 替代 5 ) 
分 出 对 p, 的 积分 并 用 下 式 % 


E er dp Br /页 
I a 
下 GG 二 上 全 [1 Gl | da: 


对 这 个 积分 中 作 两 次 分 部 积分 ,在留 下 的 积分 中 作 变 量 代 换 2 上 = 专 略 去 非 振 
荡 部 分 ,我 们 得 到 


计算 之 后 得 





a 一 exp( DE “)[. 到 下 .i exp( 37 6 6 


积分 的 下 限 等 于 - 伙 , 因 条 件 几 六 了 替换 为 -om .在 BEH=7 时 ,~1 即 e 值 接 
近 于 的 区 域 (s -~7T) 对 积分 起 决定 性 作用 . 积分 的 计算 可 运用 公式 久 





ef of a TO 
| 《ef 十 re WE sinh Ta 
最 后 对 2 的 振荡 部 分 求 得 
ns 
_ CnBAD TY co (2 本 Ee" 
Th Ei ksinh a 


在 由 (60.5) 的 导数 计算 磁 矩 时 ,只 需 对 变化 最 快 的 因子 即 和 式 各 项 分 子 中 
的 余弦 求 导 . 这 给 出 


T 
3/2 op sin 
功 - - V2Bm TV (BE — (60.6) 
nh V/ 厅 个; RE kT/BH ) 


中 在 p 的 复 平面 中 旋转 积分 路 径 , 今 p=e-"*u 且 对 实 值 w 从 - m 积 到 m ,可 得 该 式 . 
加 ”用 代 换 (ef +1) "=w, 积 分 化 为 欧 拉 B 积分 : 
、 aa zis TT(l +io)T(l - ia) 
ho -uu)“u “du = Se 
并 且 根 据 公式 
TZ 


T{l -2z)T(l +z) = er 





就 得 到 正文 中 所 示 的 结果 . 
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(L.D. Landau,1939). 这 个 函数 以 很 高 的 频率 振荡 . 它 的 以 二 为 变量 的 “周期 " 
是 与 温度 无 关 的 常数 


1 = 纪 
AF = (60.7) 


在 BH ~T 时 , 磁 矩 的 振幅 委 ~ ViH'” (mB)”” 了 有 ,磁化 的 “单调 "部 分 ( 记 作 


奶 ) ,由 上 节 计 算 的 磁化 率 决定 ,为 委 ~ WHmPB 有 .因而 , 敌 / 牧 ~ (jp/ 
BH)”“; 振 荡 部 分 的 振幅 同 单调 部 分 相 比 很 大 . 与 此 相反 ,在 BH <<T 时 ,这 个 振 
幅 为 指数 型 小 量 如 exp( -7 7/BH) 而 变 得 可 上 略 . 
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电子 的 平均 能 量 随 着 气体 的 压缩 而 增加 (er 增加 ); 当 它 变 得 与 mc” 相近 
时 ,相对 论 效应 就 成 为 重要 的 了 . 我 们 在 这 里 详细 地 研究 完全 简 并 化 的 超 相 对 
论 性 电子 气 ,这 种 气体 的 粒子 能 量 比 me 大 得 多 . 大 家 知道 ,在 这 种 情形 下 , 粒 
子 的 能 量 与 它 的 动量 由 以 下 的 关系 式 相 联系 : 
= Cp: (61. 1) 
对 于 量子 态 数 及 由 之 而 来 的 边界 动量 ,我 们 仍 有 前 面 的 公式 (57.1) 和 
(57.2). 但 是 边界 能 量 ( 即 气 体 的 化 学 势 ) 现 在 等 于 








> N 1/3 
er = Cp, = (3m) "hc() 5 (61. 2) 
气体 的 总 能 量 为 
V rs cpF 
KR 冯 一 人 dp =V . 
To p oap 4m hh 
或 


ms N i73 
E SN : (61. 3) 


把 能 量 对 体积 进行 微分 (在 炳 保持 不 变 一 一 等 于 零 的 情况 下 ), 可 以 得 到 气 
体 的 压强 . 这 样 做 给 出 : 


P's 





E (3m’ ) 1/3 N 4/3 
mn a 1.4 
3V 4 jc( 了 | (O14) 


即 超 相对 论 性 电子 气 的 压强 与 它 的 密度 的 4/3 次 方 成 正比 . 


D 和 朗 道 (1930) 定 性 预言 了 磁化 率 振荡 . 在 金属 中 ,这 种 现象 称 为 德 喻 斯 - 范 阿尔 芬 效应 . 
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必须 指出 :实际 上 不 仅 在 绝对 零度 下 ,而 且 在 所 有 的 温度 下 ,对 于 超 相 对 论 
性 电子 气 来 讲 ,关系 式 


E 
PV = 一 - 
3 


《有 起 ) 
总 是 成 立 的 . 只 要 对 于 能 量 。 用 表达 式 e = cp 来 代 蔡 e = ,利用 与 推导 关系 式 
(56.8) 完全 同样 的 方法 就 很 容易 证 明 这 一 点 . 实际 上 , 取 = = op, 从 公式 (53.4) 
得 到 0 的 表达 式 

= 一 mh eh (1 + expL se)de, 
进行 分 部 积分 ,我 们 求 得 : 


ede E 
3 i 7 下 到 ye (61.6) 


由 此 可 见 , 超 相对 论 性 费 米 气 体 的 压强 达到 了 任何 宏观 物体 的 压强 (在 给 
定 的 EE 下) 所 能 达到 的 极限 值 (参看 $27). 


引入 积分 变量 了 =z, 我 们 写 出 : 


二 [ z dz 
3m ch er +1 








由 此 可 见 
0 = wry( 台 ]. (61.7) 


用 $56 中 所 采用 的 同样 方法 ,我们 可 以 由 此 求 出 在 绝热 过 程 中 超 相 对 论 性 费 米 
气体 的 体积 、 压 强 和 温度 之 间 的 关系 式 为 


PY43 = 常数 ， VT? = 常数 ， = 常数 . (61.8) 


它们 同 y = 人 的 通常 的 泊 松 绝热 曲线 方程 是 一 致 的 ;但 是 ,应 当 着 重 指出 :在 这 
里 7 绝 不 是 气体 热 容 的 比值 . 
习 ”是 


1. 试 求 在 超 相 对 论 性 的 完全 简 并 电子 气 中 同 器 壁 碰 挤 的 次 数 . 
解 : 计 算 的 方法 与 在 $57 习题 中 的 一 样 , 但 是 必须 注意 到 电子 的 速度 v~c. 
结果 得 到 : 


到 二 


2. 试 求 超 相对 论 性 简 并 电子 气 的 热 容 . 
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解 :把 公式 (58. 1) 用 于 (61.6) 中 的 积分 ,我 们 求 得 : 
六 三 (pT) yy, 2 


6(c#)’ 
由 此 得 到 炳 
2 了 ( ) 1/3 
cj a (而) 
和 热 容 


1/3 





Ee NO 人 


3. 试 求 相对 论 性 的 完全 简 并 电子 气 的 物 态 方程 (电子 的 能 量 和 动量 之 间 
的 关系 式 为 B =cp +m’c’). 
解 :对 于 状态 数 和 边界 动量 ,我 们 仍旧 有 前 面 的 公式 (57.1) 和 (57.2) ,而 总 


能 量 等 于 
Ve fr > 了 3 
E = 二 | pVme +p dp， 
由 此 得 出 
EF = | (2pz + me) /pi +me -( c) ‘arsinh LE|. 
Bips|ps (2pt + mc) Vpr + m mc) arsinh 一 < 
对 于 压强 P= - (57 我 们 有 : 
3 


a 2 本。 
= | = me? | Vpr + me + (mec)’arsinh 2 
我 们 引入 
Pp 
= 4arsinh 一 
te rsinh—- 


作为 参量 ,就 可 以 把 以 ee 式 . 于 是 我 们 得 到 : 


和 的 二 


yo (si nhé — sinh 二 十 引 ， 








= 3 (sinh€ - 专 ) ， 


气体 的 化 学 势 凡 (包括 粒子 的 静止 能 量 ) 与 边界 能 量 er = e(P,) 相 一 致 , 它 
与 密度 的 关系 为 
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§62 简 并 玻 色 气体 


在 低温 下 , 玻 色 气体 的 性 质 与 费 米 气体 的 性 质 毫 无 共同 之 处 . 这 事先 就 很 
明显 ,因为 玻 色 气体 在 7=0 时 所 处 的 最 低能 量 的 状态 应 该 是 =0 的 状态 (所 
有 的 粒子 都 处 于 s =0 的 量子 态 ) ,但 是 费 米 气体 在 绝对 零度 下 却 具 有 不 等 于 零 
的 能 量 . 


如 果 在 给 定 的 密度 二 下 降低 玻 色 气体 的 温度 ,那么 由 方程 (56.5)( 取 下 面 


的 符号 ) 所 决定 的 化 学 势 几 将 增加 ,也 就 是 说 它 的 绝对 值 将 减 小 . 因为 有 是 负 
的 . 化 学 势 达到 jy. =0 ee 


Cs. (62. 1) 
e- Be 


7 V27 
出 现在 上 式 中 的 积分 可 以 用 * 函数 来 表示 (参看 §58 第 二 个 脚注 ) ;用 7T, 来 代 
表 所 求 的 温度 ,我 们 得 到 : 





3.31 A (62.2) 


在 7T<T, 时 方程 (56.5) 没 有 负 值 解 , 但 是 在 玻 色 统计 中 化 学 势 在 所 有 的 温度 下 
都 应 该 是 负 的 . 

这 种 表面 上 的 矛盾 是 由 于 把 ((54.3) 式 中 的 ) 求 和 转换 为 ((56.5) 式 中 的 ) 
积分 在 这 里 所 讨论 的 条 件 下 是 不 合理 的 . 这 是 因为 ,在 这 个 转换 中 和 式 的 第 一 
项 (se =0 的 项 ) 被 Ve =0 所 乘 ,也 就 是 说 它 从 求 和 式 中 消失 了 . 但 是 在 温度 降低 
时 ,粒子 正 是 应 当 聚 集 到 这 个 能 量 最 低 的 状态 上 去 ,到 7 了 =0 时 ,所 有 的 粒子 全 
都 落 在 这 个 状态 上 了 . 这 种 情况 在 数学 上 表现 为 : 当 j 向 极限 值 过 渡 (j 一 0) 时 ， 
在 和 式 (54.3) 中 除 第 一 项 以 外 ,级 数 的 所 有 项 之 和 趋向 于 一 个 有 限 的 极限 值 
(由 积分 (56.5) 所 确定 ) ,而 第 一 项 (se, =0 的 项 ) 趋 向 于 无 限 大 . 所 以 ,使 不 趋 
向 于 0 而 趋向 于 某 个 小 的 有 限 值 ,就 可 以 赋予 和 式 的 第 一 项 以 所 要 求 的 有 限 
值 . 

因此 在 7T<7, 时 的 实际 情况 如 下 :能 量 es >0 的 粒子 按照 jy =0 的 (56.4) 式 
分 布 : 

gm V Vede 
dN = ee i (62.3) 

所 以 ,能量 a >0 的 粒子 总 数 为 
,= [an 下 Ydz | 半 


e 一 1 


3/2 
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其 余 的 粒子 处 于 最 低 的 状态 即 具有 能 量 a =0 ,数目 为 


N..。 = N[1 - () ] (62. 4) 


在 7<7, 时 气体 的 能 量 当 然 只 由 s >0 的 那些 粒子 来 决定 ;在 (56.7) 中 令 .=0， 
gV( SE 2 “dz 
V2T 让 
这 个 积分 可 化 为 <() (参看 $58 第 二 个 脚注 ) ,于 是 得 到 : 


E 


人 


3/2 m 572 
mT 


了 








E=0. 770N7| | = 0. 128g — 3s—V. (62.5) 
由 此 得 到 热 容 
-= 3 
5 (62.6) 
即 热 容 正 比 于 7“. 把 热 容 进行 积分 后 ,我 们 求 得 箭 : 
2 
过 (62.7) 
和 自由 能 下 = 巨 -7S: 
2 
F =-3E. (62. 8) 
后 一 结果 是 非常 自然 的 ,因为 当 j =0 时 ， 
F=$®-Py=N+0Q=0. 
对 于 压强 P= - (3p) 我 们 有 : 
p O05Ig 一 (62.9) 


天 
我 们 看 到 :在 7T<T 时 ,压强 正比 于 7T ,并 且 完 全 与 体积 无 关 . 这 种 情况 是 下 述 事实 
的 自然 结果 :处 于 s =0 的 状态 的 粒子 不 具有 动量 ,因而 对 压强 就 没有 任何 贡献 . 
在 T=7T 这 一 点 ,所 有 上 列 的 热力 学 量 都 是 连续 的 . 但 是 ,可 以 证 明 : 热 容 
对 温度 的 导数 在 这 一 点 经 历 了 一 个 跃 变 (参看 本 节 的 习题 ). 作为 温度 函数 的 热 
容 曲 线 本 身 在 7=7T 这 一 点 具有 一 个 折 点 ,并 且 热 容 在 这 一 点 为 极 大 
3 _\@ 
(等 于 1.28 x ” 


@ 粒子 聚集 到 a =0 的 状态 中 去 的 现象 常常 称 为 ^ 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 ". 应 当 着 重 指出 :这 里 所 指 
的 只 是 “在 动量 空间 中 的 凝聚 " ;当然 ,气体 中 并 没有 发 生 任 何 实在 的 凝聚 . 

加 但 是 ,必须 着 重 指出 , 热 容 的 这 种 行为 正 是 完全 忽略 了 气体 粒子 相互 作用 的 结果 ,在 引入 即使 微 
弱 的 相互 作用 后 ,这 种 转变 就 成 为 二 级 相 变 了 (这 种 转变 在 第 十 四 章 中 讨论 )， 
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习 题 
试 来 导 孝 | | 在 T=7, 这 一 点 的 跃 变 . 


解 :为 了 解决 这 个 问题 ,必须 确定 当 人 了 -也 为 很 小 的 正 值 时 气体 的 能 量 . 我 
们 把 等 式 (56.5) 恒 等 地 改写 如 下 式 


372 mm 


N = No 了 7) | | Ce- 7 ads, 


式 中 函数 No(7) ee 汪汪 定 . 我 们 把 被 积 式 展开 ,同时 注意 到 在 了 = 
7T, 这 一 点 附近 由 很 小 ,因而 在 积分 中 重要 的 只 是 e 很 小 的 区 域 , 于 是 我 们 求 得 
在 上 式 中 出 现 的 积分 为 


om de 
pF i 于 | E (1) 
nb a 
把 这 个 数值 代入 前 式 ,并 用 六 -mW 来 表示 凡 , 我 们 得 到 : 。 





2 WN 
| TV 
在 同样 的 精确 程度 下 
oaE a 
th 2 
由 此 得 出 








TV 
式 中 慷 =(T) 是 凡 =0 时 的 能 量 , 即 函数 (62.5). 显然 ,第 二 项 对 温度 的 二 阶 
导数 就 是 我 们 所 求 的 热 容 导数 的 跃 变 . 经 过 计算 后 ,我 们 求 得 ;: 
OY 6T 让 1 9No 和 a N 
9 





根据 (62.5) , 叶 数 | 0 





六 ,因而 在 了 =7T +0 时 
0 


它 敬 于 一 -0,77 过 
1 


$63 黑体 辐射 


玻 色 统计 法 的 最 重要 的 应 用 对 象 是 处 于 热平衡 中 的 电磁 辐射 , 即 所 谓 的 黑 
体 辐 射 . 
黑体 辐射 可 以 看 作 是 由 光子 构成 的 “气体 ”. 电动 力学 方程 的 线性 性 质 反映 出 这 
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样 一 个 事实 :光子 彼此 间 并 不 相互 作用 (电磁 场 的 便 加 原理 ) ,因此 “光子 气体 "可 以 
看 成 是 理想 气体 . 由 于 已 知 光子 的 角 动 量 是 整数 ,所 以 这 种 气体 服从 玻 色 统 计 法 . 

如 果 辐 射 不 是 处 在 真空 中 ,而 是 处 在 物质 介质 中 ,那么 光子 气体 理想 性 的 
条 件 还 要 求 辐 射 同 介质 的 相互 作用 也 很 小 . 这 个 条 件 在 气体 介质 中 是 满足 的 
(除了 靠近 物质 吸收 谱 线 的 那些 频率 以 外 ,在 辐射 的 整个 光谱 中 都 是 满足 的 ); 
但 是 当 物 质 密度 很 大 时 ,这 个 条 件 只 有 在 很 高 的 温度 下 才 可 能 满足 . 

应 该 注意 到 : 正 是 为 了 有 可 能 在 辐射 中 建立 起 热平衡 ,哪怕 是 很 少量 的 物 
质 的 存在 也 是 必需 的 ,因为 光子 本 身 之 间 的 相互 作用 可 以 认为 完全 不 存在 2. 

这 时 使 平衡 建立 起 来 的 机 制 就 在 于 光子 被 物质 吸收 和 发 射 . 这 种 情况 使 得 
光子 气体 具有 非常 重要 的 特性 :光子 气体 中 的 粒子 数 入 是 一 个 变量 ,而 不 像 在 
通常 气体 中 那样 是 一 个 给 定 的 常数 . 因此 N 本 身 应 该 由 热平衡 条 件 来 确定 . 要 


求 气体 的 自由 能 (在 给 定 的 7 和 了 了 下) 为 极 小 ,作为 必要 条 件 之 一 我 们 得 到 24 


= 0. 但 是 由 于 ( 9] ， =, 我 们 求 得 ， 
人 (63. 1) 
即 光子 气体 的 化 学 势 等 于 零 
因此 ,光子 在 具有 确定 的 动量 让 和 能 量 。 = hw = hck( 而 且 有 确定 的 极 化 ) 
的 不 同 量子 态 上 的 分 布 由 八 =0 的 (54. 2) 式 来 确定 : 
1 


了 
e 一 1 


(63.2) 


这 就 是 所 谓 普 朗 克 分 布 . 
认为 体积 足够 大 ,我们 可 以 像 通常 那样 (参看 第 二 卷 $ 52) 从 辐射 本 征 频 率 
的 不 连续 分 布 过 渡 到 连续 分 布 . 大 家 知道 , 波 矢 下 的 分 量 在 间隔 d k= dk,dk,dk， 
内 的 本 征 振动 数 等 于 
二 
(27) 
而 波 和 撩 的 绝对 值 在 间隔 dk 内 的 本 征 振 动 数 相应 地 为 : 
¥ 2 
[2 。4 天 dk. 
引用 频率 w = ck 并 乘 以 2( 每 一 振动 有 两 个 独立 的 偏振 方向 ) ,就 得 到 频率 在 w 


， 和 w+dw 之 间 的 光子 的 量子 态 数 : 


yw” dw 


- Hy 
TT 





(063.3) 


也 ”与 可 能 产生 的 目的 电子 - 正 电子 对 有 关 的 相互 作用 ( 光 对 光 的 散射 ) 是 完全 可 以 忽略 不 计 的 ,在 
这 里 不 考虑 (参看 第 四 卷 8$ 127 ). 
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把 分 布 (63.2) 乘 以 这 个 量 ,我 们 就 求 出 在 该 频率 间隔 内 的 光子 数 : 


dN, = = (63.4) 
证 
再 乘 以 知 ,就 得 到 在 这 个 能 谱 间 隔 内 所 包含 的 辐射 能 : 
了 (63.5) 
TC e€ 一 1 


黑体 辐射 能 谱 分 布 的 这 个 公式 称 为 普 朗 克 公式 9. 如 果 用 波长 & = -来 表示 ， 


这 个 公式 具有 如 下 形式 : 
16T ciV dA 





dE, 5 ee (63.6) 
从 | 
当 频 率 很 小 (jim < 7) 时 ,公式 (63.5) 给 出 : 
dE =V dn (63.7) 
TC 


这 就 是 所 谓 的 瑞 利 - 金 斯 公式 .我 们 注意 到 :这 个 公式 并 不 包含 量子 常数 此 ,并 

且 可 以 直接 由 了 乘 以 本 征 振 动 数 (63. 3) 来 获得 ;在 这 种 意义 上 , 它 与 经 典 统计 

相似 ,在 经 典 统计 学 中 每 个 振动 自由 度 应 该 占有 能 量 7( 能量 均 分 定理 , § 44). 
在 频率 很 大 ( fiw 六 7T) 的 相反 的 极限 情形 下 ,公式 (63.5) 给 出 ; 








dE =V or vi, (63.8) 
Te 
这 就 是 维 恩 公 式 . 
在 图 7 中 , 画 出 了 对 应 于 分 布 (63. 5) 的 函数 一 -一 的 图 形 . 










EEC 
量 夯 画面 医 画 本 本 
IT 





QD 普 朗 克 (M，Planck ) 在 1900 年 发 现 的 该 定律 标志 量子 理论 开始 创立 . 
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黑体 辐射 能 量 的 频谱 分 布 密度 在 w = w。 的 频率 处 具有 极 大 值 ,ou 由 
下 式 决定 ; 


iw, 





= 822. (63.9) 


由 此 可 见 , 当 温度 升 高 时 ,分 布 的 极 大 值 的 位 置 以 与 7 成 正比 的 方式 癌 频 率 较 
大 的 方向 移动 ( 维 恩 位 移 定 律 ). 

我 们 来 计算 黑体 辐射 的 热力 学 量 . 当 人 =0 时 自由 能 下 同人 2 一 致 (因为 f= 
-PVY= Nn +). 根据 公式 (54.4), 在 其 中 令 j=0, 并 且 像 通常 那样 (借助 于 
(63.3) ) 从 求 和 转换 到 积分 ,我们 就 得 到 : 

V 
Tc 


引入 积分 变量 x =* 吧 并 进行 分 部 积分 ,我 们 得 到 : 


FE = xidx 
根本 去 ry ) ; 
3T7 hc e 一] 


R= 





pg (63. 10) 





4 


上 式 中 的 积分 等 于 15( 参 看 § 58 第 二 个 脚注 ). 由 此 可 见 ， 








~ _ 0 
i (63.11) 
如 果 了 用 开尔文 量度 ,那么 系数 er 等 于 
让 mk a -5 _ 8 
rp (63. 12) 
称 为 斯 特 藩 - 玻 尔 兹 时常 量 . 
炳 为 
_ aF _ l6oyr: 
S = -2 = 37: (63. 13) 
它 与 温度 的 立方 成 正比 . 辐射 总 能 量 E = 下 + 7TS 等 于 
= 37 = -过 让 (63. 14) 
当然 ,这 个 表达 式 也 可 以 由 直接 对 分 布 (63.5 ) 积分 而 得 到 . 由 此 可 见 ,黑体 辐射 
dE, 


Q@D 按 波长 的 分 布 密 度 





也 具有 极 大 值 , 它 的 位 置 由 另 一 个 类 似 的 比值 
27hc 


dA 
=4.965 


所 决定 . 由 此 可 见 , 按 波 长 的 分 布 极 大 值 点 (Aw ) 以 与 温度 成 反比 的 方式 移动 ， 
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的 总 能 量 与 温度 的 四 次 方 成 正比 ( 玻 尔 兹 曼 定 律 ). 
对 于 辐射 的 热 容 , 有 


obE 16c ,,3 
有 六 二 二 3 本 
全 (63. 15) 
最 后 ,压强 等 于 
RN _ ‘40,4 
W's 人 ES 3 (63. 16) 
py= 2 (63. 17) 


理所当然 ,对 于 光子 气体 可 以 得 到 与 超 相对 论 性 电子 气 (§ 61) 同样 的 压强 极限 
表达 式 ;关系 式 (63. 17 ) 是 粒子 的 能 量 和 动量 之 间 的 线性 关系 (e = cp) 的 直接 结 
果 . 





黑体 辐射 中 的 光子 总 数 为 
网 
N= xsl eT pa pa | 一 
上 式 中 的 积分 可 以 用 上 (3) 来 表示 (参看 $58 第 二 个 脚注 ). 由 此 可 见 ， 
N = 2 人 和 多 244{( 工 ) 7 (63. 18) 
T ic fic 


当 光 子 气体 做 绝热 膨胀 (或 压缩 ) 时 ,体积 和 温度 彼此 由 V7 = 常数 的 关系 
式 联系 着 . 同时 由 于 (63. 16) ,压强 和 体积 由 PY“ ”= 常数 的 关系 式 联系 着 . 与 
(61.8) 相 比较 ,我 们 看 到 :光子 气体 的 绝热 曲线 方程 同 超 相 对 论 性 电子 气 的 绝 
热 曲 线 方程 一 致 (这 正 是 我 们 所 预期 的 ). 

我 们 来 研究 与 周围 的 黑体 辐射 处 于 热平衡 的 任何 物体 . 物体 不 断 地 反射 和 
吸收 投射 到 它 上 面 的 光子 ,同时 物体 本 身 也 辐射 出 新 的 光子 ,并 且 在 平衡 状态 
下 所 有 这 些 过 程 相互 抵消 ,以 使 得 光子 按 频率 和 方向 的 分 布 平 均 地 来 讲 保持 不 
变 . 

由 于 黑体 辐射 是 完全 各 向 同性 的 ,能 流 从 它 的 每 个 体积 元 中 均匀 地 向 四 面 
八方 流出 . 我 们 引入 符号 

el(W) = 一 一 一 一 二 ER (63. 19 ) 
代表 在 单位 体积 和 单位 立体 角 内 黑体 辐射 的 能 谱 密度 . 于 是 ,从 每 一 点 流出 而 
进入 立体 角 元 do 且 频 率 在 间隔 dw 内 的 能 流 密度 为 : 
ceo( w) dodw. 
因此 在 单位 时 间 内 ,投射 到 物体 表面 的 单位 面积 上 而 投射 方向 与 表面 法 线 成 9 
角 ( 同时 频率 在 dw 内 ) 的 辐射 能 量 为 
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ceo(w)cosbgdodw， do = 2Tsin 6d0. 
我 们 用 4(w,9) 来 代表 物体 的 吸收 本 领 , 它 是 辐射 频率 及 其 投射 方向 的 画 
数 ; 这 个 量 被 定义 为 :投射 到 物体 表面 上 的 在 给 定 频率 间隔 dw 内 的 辐射 能 量 被 
该 物体 所 吸收 的 部 分 ,不 包括 透 过 物体 的 辐射 (如 果 有 的 话 ). 于 是 (在 1s 内 .在 
lcm 表面 上 ) 被 吸收 辐射 的 量 为 : 
ceo(w)A(w,0)cosOdodw. (63. 20) 
我 们 假定 物体 不 散射 辐射 ,也 不 发 区 光 , 也 就 是 说 反射 时 不 改变 98 角 和 频 
率 . 此 外 ,我 们 认为 辐射 不 能 穿 透 物体 ; 换 句 话说 ,所 有 未 被 反射 的 辐射 完全 
被 吸收 了 . 这 时 被 吸收 辐射 的 数量 (63. 20 ) 应 该 被 物体 本 身 在 同一 个 方向 上 
和 在 同一 个 频率 间隔 内 所 发 射 的 辐射 所 抵消 . 用 J(w,9) dwdo 来 代表 (从 
lcm 表面 上 ) 发 射出 来 的 强度 ,并 且 令 它 等 于 被 吸收 的 能 量 ,我 们 就 得 到 如 下 
关系 式 : 

J(w,0) = ceo(w)4(o,9)cos0. (63.21) 
当然 ,函数 J(w,9) 和 4(w,9) 对 于 不 同 的 物体 是 不 同 的 . 但 是 ,我 们 看 到 :它们 
的 比值 是 频率 和 方向 的 普 适 销 数 而 与 物体 的 性 质 无 关 : 

J(w,0) 
A(w,0) 
这 个 函数 由 黑体 辐射 ( 当 温 度 等 于 物体 的 温度 时 ) 的 能 谱 分 布 所 决定 ;这 个 结论 
就 是 所 谓 基 尔 霍 夫 定 律 的 内 容 . 
如 果 物 体 对 光 散 射 ,那么 基 尔 霍 夫 定律 只 能 以 一 种 更 为 局 限 的 方式 来 表 
述 . 因为 在 这 种 情形 下 反射 时 会 改变 98 角 ,所 以 从 平衡 条 件 出 发 只 能 要 求 :物体 
从 所 有 方向 吸收 来 的 辐射 (在 一 定 的 频率 下 ) 等 于 物体 发 射 到 所 有 方向 去 的 总 
辐射 : 


= ceuo(w)cosb， 


NH(w,0) do = ceo(w) [A(w,0) cos0do. (63. 22) 


在 辐射 可 以 穿 透 物体 的 情形 下 ,一 般 来 讲 ,9 角 也 发 生 改 变 ( 由 于 射 人 物体 
和 由 物体 射出 时 发 生 折射 所 致 ). 在 这 种 情形 下 ,关系 式 (63. 22 ) 还 应 该 对 物体 
的 整个 表面 进行 积分 ;同时 函数 4(w,9) 和 J(w,9) 不 但 与 物体 的 材料 和 形状 有 
关 , 而 且 还 与 物体 表面 上 的 所 在 点 有 关 . 

最 后 , 当 有 伴随 着 频率 改变 的 散射 (荧光 ) 存 在 时 , 基 尔 乍 夫 定律 只 有 在 既 
对 方向 进行 积分 ,又 对 辐射 频率 进行 积分 后 才能 成 立 : 


Cw,0) dodo = cj el)Alw,0) eos0dodo. (63. 23) 
如 果 一 个 物体 能 够 完全 吸收 投射 到 它 上 面 的 全 部 辐射 ,那么 这 个 物体 就 称 
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为 绝对 黑体 了. 根据 定义 ,这 种 物体 的 4(w,9) =1, 而 它 的 发 射 本 领 完 全 决定 于 
函数 

Jo(w,0) = ceu(w)cosb， (63. 24) 
这 个 函数 对 于 所 有 的 绝对 黑体 来 讲 都 是 相同 的 . 应 当 注 意 :绝对 黑体 的 发 射 强 
度 对 方 加 的 依赖 关系 非常 简单 一 一 它 正 比 于 发 射 方向 同 物体 表面 法 线 的 夹 角 
的 余弦 . 把 (63. 24) 对 所 有 的 频率 和 对 半球 内 的 所 有 立体 角 进 行 积 分 ,就 得 到 绝 
对 黑体 的 总 发 射 强度 有 : 

cE 


党 下 AZ 
Jj = | eo(w) dw a -2Tcos gsin 0d0 = 一 


4V” 
式 中 由 公式 (63.14) 所 确定 . 由 此 可 见 ， 
js WE (63. 25) 

即 绝对 黑体 的 总 发 射 强度 与 它 的 温度 的 四 次 方 成 正比 . 

最 后 ,我 们 来 研究 不 处 于 热平衡 的 辐射 ;这 种 不 平衡 既 可 以 指 辐 射 谱 分 布 ， 
也 可 以 指 辐射 按 方向 的 分 布 . 设 e(w,n)dwdo 是 频率 在 间隔 dw 内 而 波 拓 方向 
在 立体 角 元 do 内 的 这 种 辐射 的 空间 密度 . 在 频率 和 方向 的 每 一 个 小 间隔 内 可 
以 这 样 来 引入 辐射 温度 的 概念 :密度 e(w,n) 等 于 由 普 朗 克 公 式 在 这 个 温度 下 
所 给 出 的 值 , 即 

e(w,n) = eo(w). 
把 这 个 温度 表示 为 7,, ,我 们 有 : 
fiw 

fi 1 
4m'c e(w,n) 

我 们 来 设想 一 个 向 周围 ( 真空) 空间 辐射 的 绝对 黑体 . 辐射 沿 着 直 的 射线 自 
由 地 传播 ,并 且 在 物体 以 外 不 再 处 于 热平衡 状态 一 一 它 不 再 像 平 衡 辐 射 那样 是 
各 向 同性 的 . 因为 光子 在 真空 中 传播 时 彼此 并 不 相互 作用 ,所 以 我 们 有 理由 把 
刘 维 尔 定 理 严 格 地 应 用 于 光子 在 它们 的 相 空 间 内 的 分 布 函 数 , 即 光子 按 坐 标 和 
波 矢 分 量 的 分 布 函数 有 . 根据 这 个 定理 ,分 布 函 数 沿 着 相 轨 道 保持 不 变 . 然而 , 除 
了 一 个 与 频率 有 关 的 因子 以 外 ,分 布 函数 是 同 给 定 频 率 和 方向 的 辐射 的 空间 密 
度 e(w,m,r) 一致 的 . 因为 辐射 频率 在 传播 时 也 不 改变 ,所 以 我 们 可 以 有 以 下 重 
要 结果 :在 每 一 个 有 辐射 在 其 中 (从 空间 给 定 的 一 点 ) 传 播 的 立体 角 元 中 ,辐射 
密度 e(w,n,r) 等 于 在 辐射 黑体 内 部 所 具有 的 密度 ,也 就 是 说 等 于 黑体 辐射 的 


(63. 26) 








- In|1 + 


@D 这 样 的 物体 可 以 用 空 腔 的 形式 实现 , 它 有 强 哄 收 的 内 壁 并 备 有 一 小 孔 . 从 外 部 射 人 这 个 小 孔 的 
任何 射线 只 有 在 受到 腔 壁 的 多 次 反射 以 后 , 才 可 能 于 新 射 到 这 个 小 孔 上 而 外 逸 .因此 只 要 和 孔径 足够 小 , 空 
腔 实际 上 把 投射 到 小 孔 上 的 所 有 辐射 都 吸收 掉 , 因 而 小 孔 成 为 绝对 器 体 . 

@@ 在 研究 几何 光学 的 极限 情形 时 ,我 们 可 以 说 光子 的 坐标 . 
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密度 eo(w). 但 是 ,在 平衡 的 辐射 中 这 样 的 密度 是 在 所 有 的 方向 都 存在 的 ,而 在 
这 里 这 样 的 密度 只 在 某 个 选 定 的 方向 间隔 内 才 存 在 . 

根据 (63. 26) 来 定义 非 平衡 辐射 的 温度 时 ,我 们 可 以 把 这 个 结果 表示 为 男 
一 种 形式 , 壁 如 说 ,对 于 所 有 的 有 辐射 在 其 中 (从 空间 的 每 一 给 定点 ) 传 播 的 方 
向 来 讲 , 温 度 7T,, 等 于 辐射 黑体 的 温度 7. 如 果 辐 射 温度 按照 对 所 有 方向 求 平均 
的 密度 来 定义 ,那么 这 个 温度 当然 是 低 于 黑体 温度 的 . 

刘 维 尔 定理 的 所 有 这 些 结论 在 有 反射 镜 和 折射 透镜 存在 的 情形 中 也 完全 
保持 有 效 一 一 当然 是 在 保持 几何 光学 适用 的 条 件 下 . 利用 透镜 或 镜子 可 以 使 辐 
射 聚焦 , 即 扩大 射线 (到 达 空 间 中 给 定 的 一 点 ) 的 通行 方向 的 范围 . 从 而 可 以 提 
高 在 这 一 点 的 辐射 平均 温度 ;但 是 ,由 上 述 讨论 可 以 得 出 结论 :无 论 用 什么 方式 
也 不 能 使 它 高 于 发 射 这 个 辐射 的 黑体 的 温度 . 
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能 够 有 成 效 地 应 用 统计 方法 来 计算 热力 学 量 的 另 一 类 对 象 是 固体 . 固体 的 
特征 在 于 :其 中 的 原子 仅仅 在 某 些 平衡 位 置 一 一 晶体 的 格 点 一 一 附近 作 微 小 的 
振动 . 对 应 于 物体 热平衡 的 格 点 间 相 互 配置 是 选 定 的 , 即 是 有 别 于 所 有 其 它 可 
能 的 分 布 ,因而 是 规则 的 . 换 句 话 说 ,在 热平衡 状态 下 的 固体 应 该 是 晶体 . 

根据 经 典 力学 ,在 绝对 零度 下 原子 是 不 动 的 ,它们 的 相互 作用 势能 应 该 取 
平衡 极 小 值 . 因而 在 足够 低 的 温度 下 ,原子 应 该 总 是 只 作 微 小 的 振动 , 即 所 有 的 
物体 都 应 该 是 固态 的 . 然而 ,在 现实 中 量子 效应 可 以 使 这 个 规则 产生 例外 . 液 氨 
就 是 一 例 , 它 是 在 绝对 零度 (不 太 高 的 压强 下 ) 仍然 保持 液态 的 唯一 物质 ;其 它 
所 有 物质 早 在 其 中 的 量子 效应 变 得 重要 以 前 就 已 经 固化 了 %. 

要 使 物体 成 为 固体 , 它 的 温度 与 原子 相互 作用 能 相 比 在 任何 情况 下 应 该 很 
小 (事实 上 在 较 高 的 温度 下 所 有 的 固体 都 已 经 熔化 或 分 解 ). 与 此 相关 ,固体 中 
的 原子 在 它们 的 平衡 位 置 附近 的 振动 总 是 很 小 的 . 

在 自然 界 中 除 唱 体外 还 存在 着 一 种 非 晶 固体 ,其 原子 在 混乱 排列 的 点 附近 
振动 . 从 热力 学 的 观点 来 看 ,这 种 物体 是 亚 稳 定 的 , 随 着 时 间 的 推移 终究 会 结晶 
的 . 但 是 事实 上 ,它们 的 弛 豫 时 间 是 如 此 的 长 ,以 致 在 无 限 长 的 时 间 内 , 非 晶体 
的 行为 实际 上 都 像 是 稳定 状态 的 物体 一 样 . 下 面 所 有 的 计算 同样 地 适用 于 晶体 
和 非 晶体 . 区 别 仅 仅 在 于 :由 于 非 晶体 的 非 平衡 性 ,能 斯 特定 理 不 适用 于 它们 ， 





DD 当 与 原子 的 热 运 动 相 对 应 的 德 布 罗 意 波 长 变 得 可 以 同 原子 间距 相 比 较 的 时 候 , 量 子 效应 变 得 重 
要 .在 液态 氨 中 ,这 种 情况 在 2~3K 时 开始 出 现 . 
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7 一 0 时 它们 的 炉 趋向 于 不 等 于 零 的 值 . 因此 对 于 非 晶体 来 讲 , 对 下 面 所 得 到 的 
炉 的 公式 (64.7) 必 须 附加 某 个 常数 So( 而 对 自由 能 必须 附加 相应 的 项 7S。 ) ;但 
是 这 个 不 很 重要 的 常数 并 不 影响 例如 物体 的 热 容 , 我 们 将 省 略 掉 它 . 

这 种 在 7 一 '0 时 不 等 于 零 的 剩余 的 炉 在 电 态 固体 中 也 可 以 观测 到 ,这 与 所 
谓 的 品 体育 序 化 现象 有 关 . 一 种 给 定 类 型 的 原子 可 以 出 现在 唱 体 格 点 上 ,如 果 
格 点 数 同 该 类 原子 的 数目 一 致 ,那么 在 每 一 格 点 附近 都 有 一 个 原子 ; 换 句 话说 ， 
在 每 一 格 点 附近 出 现 该 种 类 型 的 任何 一 个 原子 的 概率 等 于 一 . 这 样 的 晶体 称 为 
完全 有 序 的 . 但 是 ,也 存在 着 这 样 的 晶体 :在 这 种 晶体 中 原子 不 仅 可 能 出 现在 它 
们 ”自身 的 "位 置 ( 即 完全 有 序 时 它们 所 占据 的 位 置 )》 上 ,而 且 也 可 能 出 现在 另 
一 些 “ 他 身 的 "位 置 上 . 在 这 种 情形 下 ,可 能 出 现 该 类 原子 的 格 点 的 数目 超过 这 
些 原子 的 数目 ;显然 ,这 时 该 类 原子 出 现在 无 论 老 的 或 者 新 的 格 点 上 的 概率 都 
不 等 于 一 . 

例如 ,固态 的 一 氧化 碳 是 分 子 唱 体 ,其 中 分 子 CO 可 以 有 两 种 相反 的 取向 : 
通过 把 原子 C 和 0 相互 置换 的 方式 就 可 以 从 一 种 取向 得 到 另 一 种 取向 ;在 这 种 
情形 下 ,可 能 出 现 原子 C( 或 0) 的 位 置 的 数目 是 这 些 原 子 的 数目 的 两 倍 . 

在 绝对 零度 下 的 完全 热力 学 平衡 状态 中 ,任何 晶体 都 应 该 是 完全 有 序 的 ， 
即 每 一 类 原子 都 应 该 占据 完全 确定 的 位 置 0. 但 是 由 于 晶 格 结构 重 排 过 程 非常 
缓慢 (特别 是 在 低温 下 ) ,在 高 温 下 不 完全 有 序 的 晶体 ,到 很 低 的 温度 下 事实 上 
也 可 能 仍然 保持 着 这 种 不 完全 有 序 的 状态 . 这 种 无 序 性 的 “冻结 "导致 晶体 的 炉 
中 出 现 一 项 剩余 的 常数 项 . 例如 ,在 上 述 的 晶体 CO 的 例子 中 ,如 果 分 子 CO 以 
相等 的 概率 取 两 种 取向 ,那么 剩余 炉 就 等 于 

Sa = ln2. 

设 NN 是 晶 格 的 单 胞 数 ,v 是 一 个 单 胞 中 的 原子 数 . 于 是 原子 的 总 数 为 Nv. 在 
总 共 3Nz 个 自由 度 中 ,三 个 相应 于 物体 整体 的 平 动 ,三 个 相应 于 物体 整体 的 转 
动 . 因此 振动 的 自由 度数 为 3Nv -6; 但 是 由 于 3/Nv 数量 非常 巨大 ,当然 可 以 忽 
略 掉 6 这 个 数 , 而 认为 振动 的 自由 度数 就 等 于 3Ny. 

应 当 着 重 指出 :在 考虑 固体 时 ,我 们 在 这 里 完全 不 考虑 原子 的 “内 部 "(电子 
的 ) 自由 度 . 因此 ,如 果 这 部 分 的 自由 度 是 重要 的 话 (例如 ,在 金属 中 就 可 能 是 这 
样 ) ,那么 必须 注意 到 下 面 所 有 关于 固体 的 热力 学 量 的 公式 都 只 是 与 原子 振动 
有 关 的 那 一 部 分 (通常 称 为 “ 晶 格 ”部 分 ). 要 得 到 这 些 量 的 总 值 还 必须 把 电子 


全 ”严格 地 说 ,这 个 说 法 仅 在 忽略 量子 效应 时 才 正 确 . 如 果品 格 原子 零点 振动 的 振幅 与 原子 间距 可 
比 ,量子 效应 可 以 变 得 很 重要 (在 T=0 时 ). 原则 上 ,在 这 种 “量子 晶体 "中 ,基态 (T=0 的 状态 ) 时 格 点 数 
有 可 能 超过 原子 数 .于 是 , 晶 格 中 可 存在 “零点 "缺陷 (自由 空位 ) ,但 它们 并 不 ( 像 在 经 典 晶体 中 那样 ) 定 
位 在 任何 特定 的 格 点 上 ,而 表现 为 不 打 乱 周期 性 的 晶 格 集体 性 质 . 参看 Annpeeag A 中 ,Ju 中 Inu  M. 
冰 3T@ ，1969 ,56: 2057. 
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的 部 分 附加 到 晶 格 的 部 分 上 去 . 

从 力学 的 观点 来 看 ,具有 3WNv 个 振动 自由 度 的 系统 可 以 考虑 为 3Ny 个 独立 
振子 的 集合 ,其 中 的 每 一 个 振子 相当 于 一 个 单独 的 简 正 振动 . 与 一 个 振动 自由 
度 相 联系 的 热力 学 量 我 们 已 经 在 849 中 计算 过 了 . 以 那些 公式 为 基础 ,我 们 可 
以 把 固体 的 自由 能 直接 写成 中 

F = Ne + TS In(l = er) (64.1) 


的 形式 . 求 和 是 对 所 有 的 3Nz 个 简 正 振动 进行 的 ,它们 的 编号 用 角 标 a 来 表 
示 @. 我 们 把 一 项 Ne 附加 到 对 振动 的 求 和 上 去 ,Ne。 代表 物体 的 全 部 原子 在 平 
衡 位 置 时 (更 确切 地 说 ,在 “零点 "振动 状态 ) 的 相互 作用 能 . 该 项 与 密度 有 关 ， 


但 是 与 物体 的 温度 无 关 :e。 =s(y} 


我 们 来 研究 低温 的 极限 情形 . 当 了 很 小 时 ,在 对 a 求 和 的 和 式 中 起 作用 的 
只 是 频率 很 低 的 项 :hiw。~7. 但 是 低频 振动 不 是 别 的 ,就 是 通常 的 声波 . 声波 的 


波长 与 频率 的 关系 为 A ~ 一 ,其 中 u 是 声速 . 在 声波 的 情形 中 ,波长 比 唱 格 常 数 


a 大 得 多 (和 A > a) ;这 就 意味 着 w ee 换 句 话说 ,为 了 能 够 把 振动 考虑 为 声波 ， 
温度 必须 满足 写成 如 下 形式 的 条 件 : 
不 (64.2) 


假设 物体 是 各 向 同性 的 ( 非 晶 固体 ). 大 家 知道 ,在 各 向 同性 的 固体 中 , 纵 声 
波 ( 我 们 用 wu 代表 它 的 速度 ) 的 传播 和 具有 两 个 独立 偏振 方向 的 横 波 (具有 相 
同 的 传播 速度 u,) 的 传播 都 是 可 能 的 . 这 些 波 的 频率 同 波 矢 上 的 绝对 值 由 线性 
关系 式 @=uk 或 w=wk 上 联系 着 . 
在 声波 的 频谱 中 , 波 矢 绝对 值 位 于 间隔 dk 内 而 具有 一 定 偏振 的 本 征 振动 
的 数目 为 
4mk’ dk 
(2m) 


其 中 了 是 物体 的 体积 . 在 三 种 独立 的 偏振 中 , 令 其 中 的 一 种 为 k= 于 ,另外 其 它 





两 种 为 上 = 二 ,我们 就 求 出 在 间隔 dw 内 总 共 具 有 的 振动 数目 如 下 : 


”振动 的 量子 化 是 首先 由 爱 因 斯 坦 用 来 计算 固体 的 热力 学 量 的 (A. Finstein, 1907). 
加 ”该 公式 的 积分 表示 参看 (71.7). 
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+ 三). (64.3) 


根据 定义 


SU| 书 


7 


我 们 引入 一 个 平均 声速 元 于 是 表达 式 (64.3) 可 以 写成 形式 
3w: dw 
2 
在 这 样 的 形式 下 , 它 不 仅 可 以 应 用 于 各 向 同性 的 物体 ,并 且 也 可 以 应 用 于 晶体 ， 
这 时 五 = 吉方) 应 当 理解 为 声波 在 晶体 中 以 一 定 方式 取 平均 的 传播 速度 . 要 确 


定 按照 什么 规则 来 进行 平均 , 则 要 求解 决 关于 声波 在 具有 给 定 对 称 的 品 体 中 传 
播 的 弹性 理论 问题 0. 
借助 于 表达 式 (64.4) ,我 们 在 (64. 1) 中 把 求 和 转换 到 积分 ,得 到 : 


F = Ne, + 7 一 | ln(1 -~ e™’)w dw (64. 5) 
2T Uh 





(64.4) 


( 当 了 很 小 时 由 于 积分 收敛 得 很 快 ,我 们 可 以 把 积分 从 0 积 到 % ). 这 个 表达 式 
(除开 Ne 一 项 以 外 ) 与 黑体 辐射 的 自由 能 公式 (63. 10) 的 差别 只 在 于 :以 声速 


代替 了 光速 。 而 且 多 了 一 个 因子 地. 这 样 的 类 似 是 十 分 自然 的 . 这 是 因为 ,把 
声 振动 的 频率 同 它 的 波 矢 联系 起 来 的 线性 关系 式 对 于 光子 同样 是 正确 的 . 而 且 
在 一 组 声 振子 所 构成 的 系统 的 能 级 > vejiw。 中 ,整数 w 可 以 看 成 是 能 量 为 =。 
= hw。 的 不 同 量子 态 中 的 占有 数 ,并 且 这 些 数 的 值 是 任意 的 ( 像 在 发 色 统计 中 
一 样 ). 在 (64.5) 中 多 一 个 因子 本 ,是 由 于 声 振动 具有 三 个 可 能 的 偏振 方向 ,而 
对 于 光子 上 只 有 两 个 偏振 方向 . 

因此 不 必 重 新 进行 计算 ,我 们 可 以 利用 在 $ 63 中 所 得 到 的 黑体 辐射 的 自由 
能 表达 式 (63. 11) ,在 其 中 用 代替 。 并 把 它 乘 以 .因而 固体 的 自由 能 等 于 

下 


站 G4.6 
WY ri Da 


固体 的 箭 为 


@ 应 当 提 醒 , 在 各 向 异性 的 介质 中 ,一 般 存在 三 支 不 同 的 声波 谱 支 ,每 支 的 传播 速度 都 是 方向 的 函 
数 ( 参 看 第 七 卷 8 23 ) . 
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_ 2TT2 人 3 
三 SE (64.7) 
它 的 能 量 为 
.TT 
E = Ne + "om (64.8) 
而 热 容 为 
和 ha V. (64.9) 


由 此 可 见 ,在 低温 下 ,固体 的 热 容 与 温度 的 三 次 方 成 正比 0(P. Debye,1912). 我 
们 把 热 容 简单 地 写成 C( 不 区 分 C。 和 C, ) ,因为 在 低温 下 C, - C, 之 差 与 热 容 本 
身 相 比 是 更 小 的 数量 级 (参看 $ 23 ,在 此 情形 下 ,Sx 7” ,因而 C, - C,c7T”7). 

对 于 具有 简单 晶 格 的 固体 (元 素 和 简单 化 合 物 ) 来 讲 , 热 容 的 7? 定律 事实 
上 在 数量 级 为 几 十 K 的 温度 下 就 开始 符合 . 对 于 具有 复杂 晶 格 的 物体 来 讲 , 可 
以 预期 这 个 定律 只 有 在 低 得 多 的 温度 下 才能 得 到 令 人 满意 的 符合 . 
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现在 我 们 来 讨论 相反 的 高 温 极 限 情形 ( 按 数量 级 来 讲 ,7 >> 时 ,a 是 晶 格 常 
数 ). 在 这 种 情形 下 ,可 以 令 ， 


并 本 emaT i hw, 时 (并 ww。) 


了 > 











In(1 ~- ee) ~ ln 
因而 公式 (64. 1) 具有 形式 
p= Nei+ 7 了 人， si= 00 - D5 Tho (65,. 1 ) 
在 对 a 的 求 和 式 中 总 共有 3Ny 项 ;我 们 按照 下 面 的 定义 来 引入 一 个 “几何 平均 ” 
频率 已: 


PT 


1 
lnm = 3 2 oe (65. 2) 

于 是 我 们 得 到 固体 的 自由 能 公式 
F = Ne’— 3NyTInT +3NyTIn fw. (65.3) 


平均 频率 也 像 吉 一 样 ,是 密度 的 某 个 函数 : -5( 方 ) 


@ 应 该 提醒 ,在 有 “电子 自由 度 " 时 ,这 些 公式 只 决定 热力 学 量 的 品格 部 分 ,然而 ,即使 有 电子 部 分 
(如 在 金属 中 ) , 它 也 只 在 温度 为 几 K 时 才 开 始 比如 对 热 容 有 所 影响 . 
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从 (65.3) 我 们 求 得 物体 的 能 量 E =F - 757 ,为 


E = Neo+ 3NyT. (65.4) 

高 温 的 情形 相当 于 对 原子 振动 作 经 典 的 考虑 ;因此 很 自然 ,公式 (65.4) 完 
全 符合 能 量 均 分 定理 ( $44) : 3Ny 个 振动 自由 度 中 的 每 一 个 自由 度 都 占有 一 
份 能 量 7( 常数 Na 除外 ). 

对 于 热 容 有 : 

C= Ne = 3Npy, (405,33 
式 中 c=3v, 是 每 个 单 胞 的 热 容 . 注意 到 在 固体 中 C, 和 C, 之 间 的 差别 是 完全 可 
以 忽略 的 (参看 §67 节 末 尾 ) ,我 们 仍旧 把 热 容 简单 地 写 为 C. 

由 此 可 见 , 在 足够 高 的 温度 下 固体 的 热 容 是 常数 ,并 且 只 与 固体 中 的 原子 
数 有 关 . 特别 是 ,各 种 不 同 元 素 (> =1) 的 原子 热 容 应 该 都 是 相同 的 并 等 于 
3 一 一 这 称 为 杜 隆 - 珀 蒂 定 律 . 在 常温 下 许多 元 素 是 满足 这 个 定律 的 . 公式 
(65. 5) 在 高 温 下 对 于 一 系列 简单 的 化 合 物 也 是 满足 的 ;对 于 复杂 的 化 合 物 , 热 
容 的 这 种 极限 值 一 般 来 讲 事实 上 是 不 能 达到 的 (在 此 以 前 物质 旱 开 始 熔化 或 分 


解 了 ). 
把 (65.5) 代 人 (65.3) 和 (65.4) ,我 们 可 以 把 固体 的 自由 能 和 能 量 写成 形式 
F = Ns'— NeTInT + NeTIn hs, (65.6) 
E = Ne'+ Ne7 (65.7) 
i 
靖 S = -中 等 于 
5 = NelnT - Nein 到 (65. 8) 
当然 ,从 普遍 公式 (31.5) 
Fs i | ‘estr0TgT. (65.9) 


出 发 ,也 可 以 直接 从 经 典 统计 学 把 公式 (65. 1 ) 推 导出 来 . 在 固体 的 情形 下 ,在 这 
个 积分 中 对 坐标 的 积分 可 以 用 下 述 方式 来 进行 :考虑 到 每 个 原子 处 于 晶 格 中 一 
定 的 格 点 附近 ,因而 对 它 的 坐标 的 积分 可 以 只 在 这 个 格 点 周围 不 大 的 区 域内 进 
行 ;显然 ,这 样 确定 的 积分 区 域内 所 有 的 点 相当 于 物理 上 不 同 的 微观 状态 ,在 积 
分 中 不 必 附 加 任何 因子 9 

在 (65.9) 中 代 人 用 简 正 振动 的 坐标 和 动量 表示 的 能 量 


@ 在 气体 的 情形 下 ,因为 对 每 个 粒子 的 坐标 的 积分 是 对 整个 体积 进行 的 ,所 以 这 种 因子 是 必要 的 
(参看 8$31 节 末 尾 ). 
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E(p,g) = 7 5 (p: + wiq:), (65. 10) 
并 把 dr 写成 形式 


1 
得 过 三 wan ll dp,dg.. 
于 是 积分 可 以 分 解 为 3Ny 个 相同 积分 的 滋 积 ,这 些 积分 的 形式 为 
J exp| -edpedg, = 

结果 就 得 到 公式 (65. 1)( 由 于 积分 收敛 得 很 快 ,所 以 对 dg。 的 积分 可 以 扩展 为 
从 -wm 到 + % ). 

在 足够 高 的 温度 下 (只 要 固体 在 这 些 温度 下 尚未 熔化 或 分 解 ) ,原子 振动 的 
非 简 谐 性 效应 可 能 变 得 显著 起 来 . 这 种 效应 对 物体 热力 学 量 的 影响 的 特征 可 以 
用 下 述 的 方式 来 阐明 (参看 §49 中 对 气体 的 类 似 计算 ). 在 振动 势能 按 g。 莽 次 
的 展开 式 中 考虑 到 二 次 项 以 后 的 几 项 ,我们 有 : 

E(p,g) = f(p,9) + 六 (9g) +f4(q) +… 
式 中 A(p,9) 代 表 简 谐振 动 的 表达 式 (65. 10) (9。 和 p。 的 二 次 式 ) ,而 (9)， 
f(gq),… 分 别 为 所 有 坐标 g。 的 三 次 .四 次 等 的 齐 次 式 . 在 (65.9) 的 配 分 肾 数 中 
作 qs。 = g'VT,p。=p'VT 的 变换 ,我 们 就 得 到 : 
Z = | = 


To" exp[ -fi(p',9") -0 = 


我 们 看 到 :在 被 积 式 按 温度 宕 次 的 展开 式 中 ,VT 的 所 有 奇 次 项 都 被 乘 上 坐标 的 
一 个 奇 函 数 , 所 以 这 些 项 在 对 坐标 进行 积分 后 变 为 零 . 因此 Z 被 表示 成 级 数 形 
式 Z=Z。+7Z, +7227, +…, 它 只 包含 温度 的 整数 寡 . 把 它 代 入 (65.9) ,因而 自 
由 能 的 一 级 修正 项 具有 形式 

针 ， 汪 女 四 (65. 11) 
即 与 温度 的 平方 成 正比 . 在 热 容 中 它 导致 与 温度 一 次 方 成 正比 的 修正 项 2. 应 当 


着 重 指出 :这 里 所 指 的 展开 式 实质 上 是 按 一 这 个 总 是 很 小 的 比值 的 窒 次 来 展开 


的 ,而 当然 不 是 按 比值 元 的 土 次 来 展开 ,后 一 比值 在 这 种 情形 下 是 很 大 的 


”这 个 修正 项 通常 是 负 的 ,与 此 相应 在 {65.11) 中 4>0. 
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习 题 

1. 试 求 使 两 个 相同 国体 (其 温度 为 了 和 了,) 的 温度 相等 时 可 能 获得 的 最 
大 功 . 

解 :与 843 中 习题 12 的 解法 完全 相似 . 我 们 求 得 : 

| 着] = eT = 

2. 试 求 使 固体 从 温度 了 冷却 到 介质 的 温度 To 时 (在 体积 不 变 的 情况 下 ) 
可 能 获得 的 最 大 功 。 

解 : 根 据 公 式 (20.3) 我 们 求 得 ， 


To 
[RI = NeCT-7T) +NeTln 了 


§66 德 拜 内 插 公 式 


由 此 可 见 ,在 两 种 极限 一 一 低温 和 高 温 一 一 的 情形 下 ,对 固体 的 热力 学 量 
进行 足够 完全 的 计算 是 可 能 的 . 在 中 间 的 温度 范围 内 ,这 样 的 计算 是 不 可 能 的 ， 
因为 在 (64. 1 ) 中 对 频率 的 求 和 在 很 大 程度 上 依赖 于 给 定 物体 的 整个 振动 频谱 
分 布 的 具体 形式 . 

由 于 这 个 缘故 ,如 果 建 立 一 个 统一 的 内 插 公式 ,能 够 给 出 热力 学 量 在 两 种 
极限 情形 下 的 正确 值 , 那 是 很 有 意义 的 . 当然 ,关于 求 得 这 种 公式 的 问题 的 解 不 
是 唯一 的 . 但 是 ,应 该 希望 :以 合理 的 方式 建立 起 来 的 内 插 公 式 , 至 少 能 够 定性 
地 正确 描述 物体 在 整个 中 间 温 度 范围 内 的 行为 . 

固体 的 热力 学 量 在 低温 下 的 形式 由 振动 频谱 分 布 (64.4) 所 决定 . 在 高 温 下 
的 情况 是 所 有 3Nz 个 振动 都 被 激发 . 因此 为 了 建立 所 求 的 内 插 公 式 自然 要 从 这 
样 一 个 模型 出 发 :在 这 个 模型 中 ,在 振动 频谱 的 整个 范围 内 频率 是 按 定律 
(64.4) 分 布 的 (实际 上 它 只 对 于 低频 是 正确 的 ) ,并 且 振 动 频谱 是 从 w =0 开 
始 , 到 某 一 有 限 频 率 w =w 为 止 ;决定 后 者 的 条 件 是 振动 的 总 数 等 于 应 有 的 值 
3Ny: 





由 此 得 出 
由 此 可 见 ,在 所 考虑 的 模型 中 ,频率 分 布 由 公式 


2 
Nv Se ( 洲 六 本. (66. 2) 


w，= a ， (66. 1 ) 
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给 出 , 它 表示 频率 在 间隔 dw 内 的 振动 数目 (我 们 已 用 w。 来 表示 ). 
在 (64. 1) 中 把 求 和 变换 为 积分 ,我们 现在 得 到 : 


F = Nei + ry “iit i 
CO 0 
我 们 引入 物体 的 所 请 德 拜 温度 或 特征 温度 @ ,其 定义 为 : 
9 = hw, (66. 3) 
(当然 ,@ 是 物体 密度 的 函数 ). 于 是 
F = Ne + 9Nv7| 2 [af "jd (66.4) 
对 它 进 行 分 部 积分 ,并 引入 德 拜 函数 
人 z dz 
D(x) = 3 Ss (66. 5) 
可 以 把 自由 能 的 公式 改写 成 形式 
F = Neo + NvT|3In(1 - e-0") - 2( 全) (66. 6) 


由 此 得 到 能 量 E=F -了 95 为 
BS 3NvTD( 守 )， (66.7) 
热 容 为 
C = 3W [7 (8)- 540"(#)]. (66. 8) 
8 给 出 了 3 人 -对 万 的 依赖 关系 的 曲线 . 


1.0 
0.8 


0 02 0.4 06 0.8 1.0 1.2 1.4 
TO 


图 8 


公式 (66.6) 一 (66.8) 就 是 所 求 的 固体 各 热力 学 量 的 内 插 公式 (P. Debye， 
1912). 
很 容易 看 到 :在 两 种 极限 情形 下 这 些 公 式 确实 给 出 了 正确 的 结果 . 在 7T<< 6 
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(低温 ) 时 德 拜 函数 的 宗 量 允 很 大 . 在 一 级 近似 下 ,在 德 拜 函数 D(x) 的 定义 
(66.5) 中 可 以 把 积分 上 限 z 用 = 代替 ;所 得 到 的 定 积分 等 于 下 ,因此 


D(x) 吉本 (x >> 1). 


5x 
把 它 代 人 (66. 8) ,我 们 得 到 : 
CG 


这 同 (64.9) 是 一 致 的 . 而 在 高 温 (T > @) 时 德 拜 函数 的 宗 量 很 小 ; 当 x <<1 时 ， 
在 一 级 近似 下 D(x) ~=18@ ,因而 从 (66. 8) 我 们 有 :C=3Nv, 又 同 以 前 所 得 的 结果 
(65. 5) 完 全 一 致 2. 

值得 指出 :函数 D(x) 的 实际 变化 进程 表明 : 热 容 在 两 种 极限 情形 下 的 定律 


能 够 适用 的 判 据 是 7 和 全 的 相对 大 小 : 当 了 yx> 对 时 热 容 可 以 认为 是 常数 ,而 
7 < 全 时 热 容 与 7 成 正比 @. 
根据 德 拜 公式 , 热 容 是 比值 全 的 某 个 普 适 函数 . 换 句 话说 ,根据 这 个 公式 ， 


处 于 所 谓 “ 对 应 态 ”( 即 具有 相同 的 宁 ] 中 的 不 同 物体 的 热 容 应 该 是 相同 的 . 


德 拜 公式 只 对 一 些 具有 简单 晶 格 的 固体 包括 大 多 数 元 素 和 一 些 简单 化 合 
物 如 卤素 盐 类 固体 , 才 ( 在 对 内 播 公式 所 能 要 求 的 精确 程度 内 ) 很 好 地 表达 了 热 
容 随 温度 变化 的 进程 . 对 于 结构 很 复杂 的 物体 ,实际 上 它 是 不 适用 的 ;这 是 很 自 
然 的 ,因为 这 些 物体 的 振动 谱 非常 复杂 . 


0 用 积分 | -| 代 兰 三 ,在 第 二 个 积分 的 被 积 式 中 把 (e - 1) -' 按 。… 的 等 次 展开 并 逐 项 进行 积 
分 ,我们 求 出 : 当 x 光 1 时 ， 
m4 2 } 
D(x) = Ti -3e | +o( 一 ) 
因此 ,在 正文 中 所 引用 的 值 ,除了 未 考虑 指数 小 的 项 以 外 ,是 正确 的 . 
加 当 rx<1l 时 ,把 被 积 式 按 x* 的 每 次 直接 展开 并 逐 项 积分 ,就 得 出 
I 
到 
图 在 高 温 下 , 热 容 精确 到 展开 的 下 一 项 为 
于 1 /eV 
c=3m|1- 志 (三 ) |] 
@ ”举例 来 说 ,一 些 物 质 从 热 容 数据 所 得 到 的 8B 值 为 :Pb 90K, Ag 210K,Al 400K,KBr 180K, NaCl 
280K ;特别 大 的 是 金刚 石 的 如: 大 约 2000K. 
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$67 固体 的 热膨胀 

在 自由 能 (64. 6) 中 ,正比 于 7* 的 项 在 低温 下 可 以 认为 是 附加 到 F。= 
Ns。( 方 ) 上 的 一 个 很 小 的 增 量 . 从 另 一 方面 来 看 ,对 自由 能 的 小 的 修正 项 (在 给 
定 的 V 和 7 了 下) 等 于 (在 给 定 的 P 和 7 下 ) 对 热力 学 势 B 的 小 修正 项 ( 见 
(15. 12) ). 因此 我 们 可 以 立刻 写 出 : 
TT“V,(P) 
30( a)? 
式 中 B,(P) 是 热力 学 势 中 与 温度 无 关 的 部 分 ,V。(P) 是 体积 ,借助 于 

oF, deo 2 


DD = 中心 P) (67: 1) 


表示 为 压强 的 函数 ,而 乙 = (PP) 是 借助 于 同一 个 关系 式 用 压强 来 表示 的 平均 声 
速 . 物体 的 体积 对 温度 的 依赖 关系 由 了 = 55 来 决定 ， 








刘 流 :时 办， 
V's WY 于 (67. 2) 
热膨胀 系数 
1 /aV Zn 生 (2) 
me -一 | -2|. (67.3) 
人 Vl(37). 15# Vv dP\ ai 


我 们 看 到 :在 低温 下 a 与 温度 的 三 次 方 成 正比 . 虽然 如 此 ,但 是 这 个 事实 早 就 可 
以 从 能 斯 特定 理 (§23) 和 热 容 的 7 定律 看 出 来 了 . 

类 似 地 ,在 高 温 下 我 们 把 (65.6) 中 的 第 二 项 和 第 三 项 看 作 是 对 第 一 项 的 小 
修正 项 (为 了 使 物体 是 固态 的 ,在 任何 情形 下 都 应 该 有 7 了 < seo) ,我 们 得 到 : 


$B = PB(P) -NeT lnT + NeT ln fiwt( P). (67.4) 
由 此 得 出 
NeT dow 
V = WD FP 《GT 和) 
热膨胀 系数 为 
_ Ne dw 
Q = Vm dP (67.6) 
它 是 与 温度 无 关 的 . 


随 着 压强 的 增加 ,固体 中 的 原子 彼此 舍 近 ,而 它们 振动 的 振幅 (在 同一 能 量 
值 下 ) 减 小 ; 换 句 话说 ,频率 增加 . 所 以 > 0, 因 此 a >0, 即 固体 随 温度 的 升 高 
而 脱 胀 . 类 似 的 讨论 表明 :公式 (67. 3 ) 中 的 热膨胀 系数 a 也 是 正 的 . 
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最 后 ,我们 来 利用 在 上 一 节 未 尾 所 指出 的 对 应 态 定律 . 热 容 只 是 比值 吾 的 
函数 的 论断 ,相当 于 断言 ,以 热力 学 势 为 例 , 它 是 如 下 形式 的 函数 


_ T 
$ = G(P) + ef()- (67.7) 
同时 体积 为 
dB/. 7, 
We WP pf 
而 热膨胀 系数 为 
We 
0’ ap/ 
用 类 似 的 方式 我 们 求 得 和 W= 外 - 7 95 和 热 容 C = 
了 Ld 
i 
比较 C 和 a 的 两 个 表达 式 ,我 们 得 到 如 下 关系 式 : 
CQ 1 dQ@ 


~ ” @V,(P) dP (67.8) 


由 此 可 见 ,在 对 应 态 定律 能 够 适用 的 范围 内 ,固体 热膨胀 系数 和 热 容 的 比值 与 
温度 无 关 ( 格林 艾 森 定 律 ). 

以 前 我 们 已 经 提 到 过 :在 固体 中 热 容 C, 和 C, 之 差 是 非常 小 的 . 在 低温 范 
围 内 ,这 是 由 于 适用 于 所 有 一 般 物 体 的 能 斯 特定 理 的 普遍 结果 . 在 高 温 范 围 内 ， 
利用 热力 学 关系 式 (16.9) ,我 们 有 : 

二 dr7dp， 
式 中 a =a(P) 是 热膨胀 系数 (67.6). 我 们 看 到 :C, - C, 之 差 正 比 于 7; 这 实质 


上 意味 着 : 它 按 二 的 吞 次 的 展开 式 是 从 一 次 项 开始 的 ,但 是 热 容 本 身 的 展开 式 
是 从 零 次 (常数 ) 项 开始 的 . 由 此 得 出 结论 :固体 在 高 温 时 也 有 C, - C, < C. 
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在 866 末尾 已 经 指出 , 德 拜 公式 实际 上 对 结构 复杂 的 晶体 不 适用 . 这 里 万 
其 指 “ 层 ”型 和 “ 链 " 型 的 高 度 各 向 异性 晶体 结构 . 前 者 可 以 说 是 由 平行 原子 层 
构成 ,并 且 在 每 一 层 内 部 原子 的 相互 作用 能 与 相 邻 层 的 结合 能 相 比 很 大 ， 类似 
地 , 链 型 结构 由 彼此 结合 相对 较 弱 的 平行 原子 链 构 成 . 这 些 晶体 的 声波 振动 谱 
不 是 由 单个 而 是 由 几 个 数量 级 不 同 的 德 拜 温 度 来 表征 . 只 有 在 温度 与 德 拜 温度 
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中 的 最 低 一 个 相 比 为 低 时 , 热 容 的 了 定律 才 成 立 ; 在 中 间 范 围 内 会 出 现 新 的 极 
限 规 律 (H. M. Jr 中 ma，1952 ) . 
我 们 首先 考虑 层 型 结构 相对 于 层 平 面 ( 取 作 xy 平面 ) 中 的 原子 振动 而 言 ， 
这 种 晶 格 具 有 最 大 的 硬度 ;而 对 于 以 层 为 整体 的 层 间 相对 振动 ,品格 的 硬度 很 
小 . 这 些 性 质 导 致 三 支 声 波谱 有 频率 依赖 于 波 矢 的 特征 (色散 关系 ) ,这 里 以 六 
方 对 称 唱 体 为 例 ,它们 可 以 表示 为 下 列 公 式 : 
Bt = Ux + sk , wy = Ux + uk, 
(68.1) 
3 = Ux + uk ， CW 
此 处 Ui,U, > 4 ,ww 在 这 里 传播 速度 U, ,UV, 属于 层 平面 中 的 原子 振动 ,u,( 在 
wi ,w; 两 支 中 ) 属 于 层 间 剪 切 振动 ,us 属于 层 间 距 的 振动 9. 
然而 ,对 于 研究 晶体 的 热 性 质 而 言 , 表 达 式 (68. 1) 还 是 不 够 的 . 实际 上 ,这 
些 表 达 式 只 是 函数 w (K) 按 波 矢 寡 次 展开 式 的 第 一 项 . 但 是 由 于 这 些 展 开 式 的 
二 次 项 的 某 些 系数 “反常 "的 小 ,下 一 阶 ( 四 次 ) 项 也 起 重要 的 作用 2. 为 阐明 它 
们 的 形式 ,我 们 注意 到 ,完全 忽略 层 间 耦合 时 , 波 的 色散 关系 形 为 
Oo (68.2) 
频率 w, 和 w, 相应 于 层 平面 内 的 纵 振动 ,而 频率 ws 相应 于 横 振 动 , 这 种 情况 下 
是 看 作 自 由 弹性 薄板 的 片 层 的 弯曲 波 (参看 第 七 卷 $25). 所 以 , 略 去 四 次 方 项 
中 与 层 间 耦合 有 关 的 小 项 ,我们 最 后 把 波 的 色散 关系 写成 


2 2 2 2712 2 学 : 2 2 
Wz = Ux Wks ws = Ux + ub ty x (68.3) 


我 们 将 认为 U, ~ U;, wu， ~w ,并 用 记号 了 -~ 过 记 小 比值 ,以 表征 层 间 耦 合 能 
与 同 层 原子 间 耦 合 能 相 比 的 相对 大 小 .我 们 也 引进 像 9 = hw 一 样 的 德 拜 温度 
(更 确切 地 说 ,是 德 拜 温度 中 最 大 的 ) , 式 中 w。 ~ 二 是“ 硬 " 振 动 的 极限 频率 (a 


是 品格 常数 );“ 软 "振动 的 极限 频率 与 w。 相 比 很 小 , 差 一 比例 nm. 最 后 ,自然 可 
以 认为 ,弯曲 波 的 极限 频率 与 w。 同 数量 级 或 稍 小 ; 设 它 ~ w,®. 在 这 些 情形 下 ， 


@ 关于 晶体 六 方 对 称 的 假设 并 非 必 不 可 少 , 这 样 做 只 是 为 了 使 公式 (68. 1) 更 为 明确 . 速度 以 ,…， 
us 用 这 种 晶体 的 弹性 模 基 表示 如 下 : 


U? 2 U2 ei ee u3 上 i us 和 a 


[a 

式 中 p 是 密度 . (对 于 层 型 晶体 ,弹性 模 最 入, ,A ,As 与 模 量 和 ,,,, ,A,,sy 相 比 很 小 ,对 第 七 卷 §23 的 习 
题 2 中 求 出 的 表达 式 , 按 前 者 的 等 次 展开 ,可 得 到 这 些 公式 . ), 正文 中 所 述 的 振动 类 型 ,可 以 从 张 量 Au 
的 各 个 分 量 的 意义 予以 辨认 ， 

回 ”确定 波 的 色散 关系 的 方程 是 内 的 代数 方程 ( 见 下 节 ). 因此 , 它 就 是 函数 w (上 上 ) 按 上 .,k, ,上 等 次 
的 正则 展开 . 考虑 到 这 些 函 数 的 偶 性 (参看 8$ 69 ) ,展开 式 仅 含 偶 次 项 . 

图 换 而 言 之 ,我 们 假设 y ~ wa” ~ Ua. 应 该 着 重 指出 ,与 层 的 “横向 刚度 "有 关 的 系数 y 并非 可 以 
只 用 一 些 弹性 模 量 Ai, 表达 . 
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我 们 阐明 在 7T< @ 下 晶体 热 容 的 温度 依赖 关系 的 特征 开 . 
考虑 声学 振动 的 贡献 ,物体 的 自由 能 取决 于 公式 
Vdk,dk,dk, 
(C20) 
式 中 求 和 对 波谱 的 三 个 支 进行 ,而 积分 遍及 波 和 撩 变化 的 所 有 区 域 @. 
如 果 了 > 之 7B@, 则 可 以 忽略 层 间 耦合 ,并 相应 地 利用 谱 (68.2). 对 自由 能 
的 主要 贡献 来 自 “ 弯 曲 " 支 oj. 由 于 T<<@ 时 收敛 很 快 ,关于 dk.dk, 的 积分 
可 以 扩展 为 从 -m 到 mu. 用 对 2mxdx 的 积分 取代 它 , 经 此 显而易见 的 代 换 , 求 
得 


Fw We 75 findi er (68.4) 


[ Hi er yd | i 


对 dk 的 积分 区 域 取 | | < 上。 ~ 二 给 出 与 温度 无 关 的 因子 ~ 二 .结果 求 得 


自由 能 的 温度 部 分 正比 于 7 ,相应 地 对 于 热 容 有 
CerT 当 nOKTK 09 时. (68.5) 

当 了 <<7@ 时 ,在 积分 (68.4) 中 必须 写 出 w, (上) 的 完全 表达 式 (68.3), 而 
对 大 的 各 个 分 量 的 积分 可 以 扩展 为 从 -om 到 wm. 这 样 得 到 的 自由 能 的 温度 关系 
足够 复杂 ,但 是 仍然 可 以 分 出 两 种 极限 情形 .如果 7 > @, 则 主要 的 贡献 还 是 
来 自 w; 一 支 , 且 可 略 去 它 的 x 项 ,写成 
w = wk +Yy x. 
实际 上 , xdx 的 积分 中 起 主要 作用 的 是 如 下 的 值 : fyx“”~ 7, 这 时 
ux ~ ju(TLjiy) ~7T(7 GOX7T) <<7. 现在 我 们 求 得 


人 ln|1 一 exp| ~ 艺 VR + yx )|2nxdxdk, = 常数 过 


UY 
结果 ,对 于 热 容 有 
Ce7T， 当 79<7T< TO9 时 . (68.6) 
最 后 ,在 7T<<7 8 时 用 同样 的 方法 可 以 证 明 在 (68.3) 中 可 略 x 项 ,于 是 我 
们 回 到 w 线性 依赖 于 大 的 声波 谱 (68. 1) ,对 于 热 容 得 到 德 拜 定律 
CerT?, 当 T < 190 时. (68.7) 
用 类 似 的 方法 可 以 考虑 链 型 结构 的 晶体 (选取 链 方向 为 z 轴 ). 在 这 种 情形 
下 ,声波 谱 三 个 分 支 的 色散 关系 有 下 列 形式 


2 2 2712 274 ”ED 2 了 2 
= 有 (68. 8 ) 


Q@ 高 温 T> 6 构成 经 典 区 域 ,其 中 热 容 C = 常数 . 
@@ 也 就 是 一 个 倒 格 子 胞 ;参看 下 面 的 公式 (71.7). 
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而 且 现在 wu ,za ,us << 内. 略 去 链 间 相互 作用 ,关系 (68. 8) 归 于 

oa = VR, 0 = Uk 
谱 支 ws 对 应 于 链 中 原子 的 纵 振动 ,w, 和 w; 对 应 于 把 链 看 成 弹性 弦 时 的 弯曲 
波 . 设 w -~ 局 ~us 并 且 仍旧 引进 小 参量 9 ~ 六 和 德 拜 温度 ,可 以 得 出 下 列 热 容 


与 温度 依赖 关系 的 极限 规律 ; 
当 n@ < 7T<KkK 9 时 ， SA 
970K< TK n0H, Cx 7”, (68.9) 
当 T< ww 9 时 ， € 


8$69 晶 格 的 振动 


在 上 节 中 我 们 把 固体 中 原子 的 热 运动 考虑 为 晶 格 的 简 正 微 振动 的 集合 . 现 
在 我 们 来 更 仔细 地 研究 这 些 振动 的 力学 性 质 . 

在 晶体 的 每 个 单 胞 中 一 般 来 讲 有 若干 个 原子 . 因此 要 指定 一 个 原子 必须 给 
出 它 所 处 的 单 胞 以 及 这 个 原子 在 该 胞 中 的 编号 . 单 胞 的 位 置 可 以 用 单 胞 的 任意 
一 个 特定 顶点 的 径 矢 r, 来 确定 . 这 些 径 矢 的 取 值 为 

rs (69.1) 

式 中 n,n,,n; 是 整数 ,而 a, ,a,,a, 是 基 格 矢 ( 即 单 胞 的 边 长 ). 

我 们 用 u, 表示 振动 的 原子 位 移 , 式 中 角 标 ;表示 原子 在 胞 中 的 编号 (s =1， 
2,…,v;v 是 胞 中 的 原子 数目 ). 作为 在 平衡 位 置 ( 格 点 ) 附 近 作 微 振动 的 粒子 力 
学 系统 ,品格 的 拉 格 朗 日 函数 具有 形式 


Ba TD mn) -A n(n nn), (69.2) 


式 中 矢量 n= (n,n,,n;);m, 是 原子 的 质量 ,而 i,k 是 矢量 指标 , 取 值 x,y,z( 而 
且 依 惯例 二 次 重复 指标 意味 着 求 和 ). 系数 A 仅仅 依赖 于 差 n -n', 因 为 原子 间 
相互 作用 力 仅 仅 依 赖 于 唱 格 单 胞 的 相对 位 置 ,而 与 它们 在 空间 的 绝对 位 置 无 
关 . 这 些 系数 具有 对 称 性 
Ai(n) = 人 (= 下)， (69. 3) 
这 从 函数 (69.2) 的 形式 显而易见 . 
从 拉 格 朗 日 函数 (69.2) 可 得 运动 方程 
mis =— > AL(R—n')u(n’). (69. 4) 


应 该 指出 ,各 系数 4 以 特定 的 关系 互相 联系 ,体现 如 下 事实 : 晶 格 作为 整体 作 平 


”为 明确 起 见 , 这 里 再 次 假设 六 方 对 称 一 一 这 一 次 是 指 链 方向 . 速度 wu, ,…,U。 用 本 节 第 一 个 脚注 中 
提 到 的 同样 的 公式 由 弹性 模 量 表达 ,但 是 现在 模 量 As。 ,入 ,sy ,Asus*Aua 与 Ac= 相 比 为 小 . 
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移 或 者 转动 时 不 会 对 原子 产生 任何 的 作用 力 . 在 平移 时 所 有 的 u,(n) = 常数 , 因 
此 应 有 
> Ax(n) = 0. (69.5) 
在 这 里 我 们 不 写 出 从 相对 转动 不 变性 得 出 的 关系 . 
我 们 求 方程 (69.4) 的 单 色 平面 波形 式 的 解 
u,(n) = e.(K)exp[Li( .rr — wt)]. (69.6) 
( 复 ) 振 幅 e, 仅 依赖 于 角 标 s, 即 仅 对 同一 胞 内 的 不 同 原子 有 所 不 同 , 而 不 管 不 
同胞 中 的 等 效 原子 . 矢量 e, 既 决 定 振幅 的 大 小 ,也 决定 它们 偏振 的 方向 . 
把 (69.6) 代 人 (69.4) ,我 们 得 到 
wm,e,exp(ik:r,) = A (n—-n’)e.exp(ik :rr,.). 


等 式 的 两 边 除 以 exp( 认 ，r,) 并 用 对 n' -nn 的 求 和 取代 对 n' 的 求 和 ,得 出 


> A (kK)en -me = 0, (69.7) 
式 中 引入 记号 
Au (kK) = > Ai(n)exp(—ik.r,). (69. 8) 
振幅 的 线性 齐 次 代数 方程 组 (69.7) 有 非 零 解 ,必须 满足 如 下 相 容 性 条 件 
det|42 (Kk) -om 55. | = 0. (69. 9 ) 


指标 i,k 各 取 3 值 ,而 指标 s,s' 各 取 v 值 ,因此 行列 式 的 阶 数 等 于 3v,(69.9) 是 
关于 w? 的 3v 次 代数 方程 . 

这 个 方程 3v 个 解 的 每 一 个 都 决定 频率 w 依赖 于 波 矢 天 的 函数 关系 ;这 种 
关系 称 为 波 的 色散 关系 ,而 决定 这 种 关系 的 方程 (69.6) 称 为 色散 方程 . 因此 ,对 
于 波 矢 的 每 一 个 给 定 值 ,在 一 般 情况 下 ,频率 可 以 有 3v 个 不 同 的 值 . 可 以 说 频 
率 是 波 矢 的 多 值 阻 数 , 有 3v 个 支 ,w =w,(k) ,这 里 指标 a 标记 函数 支 . 

从 定义 (69.8) 和 等 式 (69.3) 得 出 

AS(KE) = A Ct-k) = [AGT (69. 10) 
换 句 话说 ,A*(k) 各 量 组 成 厄 米 矩阵 ,从 数学 观点 看 来 , 解 方程 (69.7) 的 问题 就 
是 求解 该 矩阵 的 本 征 值 及 相应 “本 征 矢 量 "的 问题 . 根据 厄 米 和 矩阵 的 已 知性 质 ， 
相应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 矢量 相互 正 交 . 现在 这 意味 着 


m0 3 qe, (69.11) 

PE | 
位 移 矢 量 的 角 标 (a) 表 示 它 所 属 的 振动 谱 支 1.， 等 式 (69. 11) 表 示 不 同 谱 支 偏 
人 DD 在 关系 式 (69. 11) 中 出 现 了 “权重 " 因 了 于 m,. 这 是 因为 wi 首 上 各 陈 1 () 而 是 矩阵 As7 


以 . 轴 - 的 本 征 值 ,并 且 相 应 的 本 征 矢 枯 是 mu'”. 
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振 的 正 交 性 . 
因为 力学 运动 方程 关于 时 间 变 号 的 对 称 性 ,如 果 某 种 波 (69.6) 的 传播 是 可 
能 的 , 则 同样 的 波 也 可 以 在 相反 方向 传播 . 但 是 这 种 方向 的 改变 等 价 于 大 的 符 
号 改变 . 因此 ,w(K) 应 该 是 偶 函 数 
w( -大 ) = w(K). (69. 12 ) 
唱 格 振动 的 波 矢 具有 如 下 重要 性 质 . 波 矢 只 通过 指数 因子 exp( 这 :7,) 出 
现在 (69. 11 ) 中 . 但 是 该 因子 在 如 下 代 换 下 完全 不 变 : 
k—k+b, b= pb, +p,b, +Ppipi， (69. 13) 
式 中 bb 是 任意 的 倒 格 矢 (4b,,b,,b, 是 它 的 基本 周期 ;p, ,pz ,pi 是 整数 )P， 换 句 
话说 ,品格 振动 的 波 矢 在 物理 上 不 是 单 值 的 :相差 b 的 所 有 上 值 在 物理 上 都 是 
等 价 的 . 函数 w(K) 在 倒 格 子 中 是 周期 的 : 
wk+b) = w(k), 
因而 在 w(K) 的 每 一 支 中 只 要 考虑 波 和 撩 大 的 某 个 有 限 范 围 即 一 个 倒 格子 胞 . 例 
如 ,如 果 选 取 坐 标 轴 ( 在 一 般 情况 下 是 斜 交 的 ) 沿 倒 格 子 的 三 个 基本 周期 ,可 以 
只 考虑 如 下 区 域 
1 
“村 
当 大 取 这 个 区 的 值 时 ,每 个 谱 支 的 频率 w(k) 取 占有 某 个 有 限 宽 波 段 (或 称 
为 区 ) 的 值 . 当然 不 同 区 可 能 部 分 交 亚 . 
用 几何 的 术语 来 说 ,函数 关系 w =w( 上 ) 表 示 为 四 维 超 曲 面 , 它 的 各 个 叶 对 
应 于 函数 的 不 同 支 . 这 些 叶 可 能 并 不 是 完全 分 开 的 , 即 可 能 相交 . 这 些 相 交 的 可 
能 类 型 相当 依赖 于 晶 格 的 具体 对 称 性 . 研究 这 个 问题 需要 应 用 群 论 方法 ,这 将 
在 以 后 $ 136 中 讨论 . 
在 3v 支 振动 的 波谱 中 ,必定 有 一 些 波长 (与 品格 常数 相 比 大 的 ) 很 大 ,对 应 
于 晶体 中 通常 的 弹性 波 ( 即 声波 ). 从 弹性 理论 (参看 第 七 卷 $23) 知 ,当成 连续 
介质 的 晶体 可 以 传播 具有 不 同色 散 关 系 的 三 种 波 ,并 且 对 于 所 有 这 三 种 类 型 ,mw 
是 矢量 大 的 分 量 的 一 次 齐 次 函数 , 且 在 大 =0 时 变 为 0. 因此 ,在 函数 w(K) 的 3z 
支 中 应 该 有 三 支 , 在 大 很 小 时 其 色散 关系 形 为 


ui = 好 (元 ) (69. 15) 
这 三 型 波 称 为 声学 波 ; 它 们 的 特征 是 :( 在 大 很 小 时 ) 晶 格 像 连续 介质 一 样 整体 


地 振动 . 在 一 0 的 极限 情形 下 ,这 些 振动 变 为 整个 品格 的 简单 平移 . 
在 每 胞 含有 多 于 一 个 原子 的 复杂 晶 格 中 ,还 存在 3(> -1) 个 类 型 的 波 . 这 


b,xik, br (69. 14) 


@@ ”这 里 用 到 的 一 些 概念 ,在 下 面 §133 会 详细 考虑 . 
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些 波谱 支 在 k=0 时 频率 并 不 变 为 0, 当 大 一 0 时 趋 于 常数 极限 . 晶 格 的 这 些 振动 
称 为 光学 振动 . 在 这 种 情形 下 ,同一 单 胞 中 的 原子 彼此 相对 运动 ,并 且 在 大 =0 
的 极限 情形 下 , 胞 的 重心 保持 不 动 宇 . 

所 有 3(v 一 1) 个 光学 振动 的 极限 频率 (k =0 时 的 频率 ) 不 一 定 都 各 不 相同 . 
在 具有 一 定 对 称 的 品 体 中 , 某 些 光学 谱 支 的 极限 频率 可 能 重合 ,或 者 说 是 简 并 
的 (关于 这 一 点 参看 § 136 ). 

具有 非 简 并 极限 频率 的 函数 w() 可 以 在 k=0 的 附近 展开 为 矢量 大 的 分 
量 的 寡 级 数 . 由 于 w(k) 是 偶 函 数 ,这 种 展开 式 只 含有 的 偶 次 具 , 因 此 它 的 前 几 
项 形 为 

和 本 yu 本 (69. 16) 


式 中 wu 是 极限 频率 ,yi 是 一 些 常 数 . 

然而 ,如 果 有 几 支 的 极限 频率 相同 , 则 这 些 支 中 的 频率 函数 w( 上 kk) 完 全 不 能 按 
k 的 短 次 展开 ,因为 k=0 的 点 是 它们 的 奇 点 (分 支点 ). 这 时 只 能 够 断言 :在 上 =0 
的 附近 差 w -wo 是 天 的 分 量 的 一 次 或 二 次 齐 次 函数 ( 依 晶体 的 对 称 而 定 )， 

我 们 再 次 提醒 :上 述 的 一 切 讨 论 都 是 在 所 谓 的 “ 简 谐 近似 "之 下 ,这 时 势能 
只 考虑 原子 位 移 的 二 次 项 . 只 有 在 这 种 近似 下 ,各 种 不 同 的 单 色 波 (69.6) 才 彼 
此 没有 相互 作用 ,而 自由 地 在 唱 格 中 传播 . 在 考虑 后 面 的 “ 非 简 谐 “项 后 ,就 会 出 
现 这 些 波 的 相互 散射 和 各 种 衰减 过 程 . 相互 作用 也 可 能 导致 形成 波 的 “束缚 态 ” 
( 声 子 , 见 下 ) ,这 是 简 谐 近 似 下 所 没有 的 波谱 新 支 . 

此 外 ,我 们 假定 了 晶 格 具有 理想 的 周期 性 . 必须 注意 :只 要 在 晶体 中 有 各 种 
同位 素 的 原子 以 无 序 方 式 分 布 着 (即使 不 考虑 可 能 的 “杂质 "以 及 晶 格 的 其 它 缺 
陷 ) ,理想 的 周期 性 在 某 种 程度 上 也 是 被 破坏 了 的 . 但 是 ,如 果 这 些 同位 素 的 原 
子 量 相对 差 很 小 ,或 者 一 种 同位 素 比 其 余 的 多 很 多 , 则 这 种 破坏 比较 不 重要 . 在 
这 些 情形 下 ,一 级 近似 下 所 述 的 图 像 仍然 有 效 ,但 是 在 更 高 级 的 近似 下 ,就 会 产 
生 波 受 晶 格 不 均匀 性 散射 的 各 种 类 型 的 过 程 2 


§70 振动 数 的 态 密度 
波 矢 分 量 值 处 在 区 间 dk= dk.dk,dk, 内 的 振动 数 ,对 晶体 单位 体积 而 言 等 
加 ”后 一 结论 可 以 从 运动 方程 (69.7) ,(69.8) 直 接 正 式 导 出 . 在 k=0 时 ,方程 形 为 
之 4 (es = maze 
方程 两 边 对 s 求 和 ,因为 (69.5) 而 左边 得 到 0; 所 以 为 使 方程 在 k=0 时 仍然 对 ,应 该 也 有 之 me = 0. 


名 ” 晶 格 缺 陷 的 存在 也 引起 振动 谱 的 某 些 变 化 ,出 现 一 些 新 频率 (对 应 于 在 缺陷 附近 的 “局 域 化 " 振 
动 ). 这 些 问 题 的 研究 见 :Tngqumn E M ,KoceBrd A M. nnamnka kpHCcTannmHdecko 丰 peilierkn c Re 中 ekTaMH， 
Rep. Progr. Phys. , 1966, 29 : 217. TIepeBoI-B kure: 用 H 中 IaH H M. Ma6panHble TPyREI， 人 H3HKa peanbHhix 
KpHcTannoB H HeyIIOPHROJEHHEIX cHCTEM. Hayka,1987 ,craTba 14. 
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证 格 的 振动 谱 特征 ,由 它 给 出 ， 


频率 位 于 w 到 w+ dw 之 间 的 振动 数 为 g(w) dw. 当然 ,对 于 不 同 的 谱 支 这 个 数 
是 不 同 的 ,但 是 为 了 简化 记号 ,本 节 略 去 函数 w(k) 和 g(w) 的 相应 角 标 a 

数 g(w)dw, 等 于 k 空 间 中 包围 在 两 个 无 限 接近 的 等 频 面 w(k) = 常数 之 间 
的 体积 除 以 (27). 函数 w(K) 在 天 空间 每 一 点 的 梯度 ,指向 过 该 点 的 等 频 面 的 
法 线 . 因此 ,从 表达 式 dw = dk* Viw(K) 可 明显 看 出 ,这 样 的 两 个 无 限 接近 表面 


的 间距 (用 它们 之 间 的 法 线 一 段 量度 ) 是 下 总 2 把 这 个 量 乘 以 等 频 面 的 面 元 


dA 并 对 整个 表面 积分 (在 一 个 倒 格 子 胞 的 范围 内 ) ,我 们 得 到 待 求 的 大 空间 体 
积 部 分 ,把 它 除 以 (2r) , 即 为 频率 分 布 密度 : 


ME 
Be vn | oT i 


在 每 区 ( 某 支 w() 在 上 的 一 个 倒 格 子 胞 内 所 取 的 值 域 ) 中 ,函数 w(k) 应 该 
至 少 有 一 个 极 小 和 一 个 极 大 . 因而 ,由 此 得 出 ,该 函数 也 应 该 具有 鞍点 2. 所 有 这 
些 稳 恒 点 的 存在 导致 频率 分 布 函数 g(w) 的 一 定 特 征 (L. van Hove, 1953). 

在 位 于 某 个 =k。 的 极 值 点 附近 , 记 w。=w(ko), 差 值 w(k) -wo 具有 形式 


4 二 ya 人 (大 一 有 可 
取 大 空间 的 坐标 轴 沿 该 二 次 型 的 主轴 ,我 们 把 它 写成 
i [yk = 


式 中 yy,,Y;,Y; 是 对 称 张 量 y; 的 主 值 . 

我 们 首先 考虑 函数 w(K) 的 一 个 极 小 点 或 极 大 点 . 于 是 y;,y,,Y， 有 相同 的 
符号 . 根据 x, = VT7iT (有 -hk,),…, 引 人 新 变量 x, ,x,,x, 代 换 ,,k,,k, ,我 们 
与 出 

WwW 一 Oh = 二 本 (好 + x+ xe) =+ 7 (70.3) 
这 时 在 in 在 (70. Se x 空间 中 的 积分 ,有 


&(w) = 7 = | 235 4, (70. 4) 


(27): mT | ga 
球面 元 为 :df.=x d0,, 式 中 d0. 是 立体 角 元 . 函数 (70.3) 的 梯度 为 :V,w(x) = 
+x. 所 以 (70.4) 中 的 积分 等 于 4mx; 根 据 (70.3) 用 w - ow 表示 x, 最 后 得 


QD 可 以 证 明 ( 但 不 在 这 里 给 出 ) ,至 少 应 该 存在 6 个 鞍点 ,两 类 各 三 个 ,对 应 于 公式 (70.8)( 参 看 下 
面 ) 中 的 + 号 和 -号 . 
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g(w) = 


1 
ee oo — wo |. 70.5 
3 元 V wo | (70. 5) 


因此 ,振动 数 密度 具有 平方 根 奇异 性 ; 微 商 42 在 ww 时 变 为 无 穷 大 . 


但 是 ,应 该 注意 到 ,在 一 般 情 形 下 (如 果 值 w = we 位 于 频率 变化 带 的 内 部 而 
非 正 好 边缘 上 ) , 值 w 接近 wo 的 等 频 面 (除了 包含 k=k。 点 周围 的 椭 球 面 以 外 ) 
还 可 能 包含 位 于 大 空间 中 单 胞 其 它 部 分 的 其 它 叶 . 因此 在 一 般 情 况 下 表达 式 
(70.5) 只 给 出 振动 数 密度 的 “奇异 "部 分 ,因而 更 正确 地 应 该 对 w = wo 点 的 一 
侧 ( 对 极 大 为 w < wo, 而 对 极 小 为 w > wo ) 与 

Viwo-owo[ 
g(w) = g(wo) + a i (70.6) 
而 对 另 一 侧 , 写 g(w) =g(wo). 

我 们 也 注意 到 ,公式 (70.5) 自然 并 不 属于 声学 振动 区 的 下 缘 (w =0) 的 邻 域 ， 

那里 色散 关系 形 为 (69.5). 容易 看 出 ,在 这 种 情形 下 
g(w) = 常数 .w CDT) 

现在 我 们 考虑 鞍点 的 邻 域 . 在 这 种 情况 下 
(70.2) 中 y ,7y:,7y: 的 值 , 两 正 , 一 负 , 或 者 一 正 两 
负 . 代替 (70. 3 ) 现 在 有 


W — wo = 本 (只 + xy 一 x ). (70. 8 ) 


为 明确 起 见 , 取 该 式 中 上 号 . 于 是 ,在 w < w。 时 等 频 
面 是 双 叶 双 曲 面 ,而 在 w > w。 时 是 单 叶 双 曲面 ;w = 
wo 的 分 界面 是 双 锥 面 (图 9). 

在 (70.4) 中 的 积分 现在 很 容易 计算 ,如 果 用 x 
空间 的 圆柱 坐标 系 :x, ,x.,p, 这 里 x，= Vx +xr， 
而 8 是 x,x, 平 面 中 的 极 角 . 梯度 的 绝对 值 为 : 
| VY,w | =x. 当 w<w 时 ,积分 在 双 曲 面 的 两 腔 中 进行 : 


8 2TTX x 








i 
Xx, 


1 K 2TX, dx， 
We 
> (27)° Vy | xi+2(w —w) 
作为 上 限 K( 其 值 不 影响 最 终 奇 异性 的 形式 ) 可 以 取 任 何 比 Ywo -中 为 大 的 x 
值 ,但 是 同时 又 如 此 之 小 ,以 至 于 表达 式 (70. 8) 仍 有 等 频 面 的 形式 . 结果 求 得 


8(w) = : [K - V2(w - w)]. 
27° VY 
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在 w>w 的 情形 下 ,用 类 似 的 方法 可 以 求 得 
2TX, dx, K 
g(w) 


a 
a 
式 中 x ws=2(w -wo)， 因此 ,鞍点 邻 域 的 振动 数 密度 具有 形式 


A/ | wo = | Viz 
Bd iy 本 (70. 9) 
g( wo) 站 


这 里 g(w) 也 具有 平方 根 奇异 性 . 
对 于 (70. 8) 中 下 号 的 鞍点 ,结果 类 似 ,不 过 区 域 w <w 和 w>w 互 换 (w> 
wo 时 有 平方 根 奇 异性 ). 


$71 声 子 


现在 我 们 转 到 从 量子 理论 的 观点 来 看 品格 的 振动 是 怎样 一 种 图 像 的 问题 . 
波 (69.6) 中 原子 在 每 一 时 刻 都 有 确定 的 位 移 , 在 量子 理论 中 取代 波 而 引入 
所 谓 “ 声 子 " 的 概念 ,它们 是 一 些 在 唱 格 中 传播 的 具有 确定 能 量 和 运动 方向 的 
“ 准 粒子 ”. 在 量子 力学 中 振子 的 能 量 是 iw (这 里 w 是 经 典 波 的 频率 ) 的 整数 
倍 , 所 以 声 子 的 能 量 与 频率 w 的 关系 为 
£ = fw, (71.1) 
与 光量 子 一 一 光子 一 一 的 情况 相 类 似 . 至 于 波 矢 上 , 则 它 确定 声 子 的 所 谓 “ 准 动 
量 "p: 
p = Kk. (CFE) 
这 个 量 在 许多 方面 与 通常 的 动量 相似 . 同时 ,它们 之 间 又 有 重大 差别 , 源 于 如 下 
事实 : 准 动量 只 能 精确 到 可 以 附加 一 个 形 为 把 的 任意 常数 矢量 的 程度 ;所 有 相 
差 这 样 一 个 量 的 不 同 的 p 值 在 物理 上 是 等 价 的 . 


声 子 的 速度 取决 于 相应 经 典 波 的 群 速度 v= 这 个 公式 也 可 以 写成 


vB (71.3) 
ap 


与 粒子 的 能 量 ,动量 和 速度 之 间 通 常 的 关系 式 完全 相似 . 

在 §69,§70 中 所 述 的 有 关 品格 经 典 振动 谱 的 全 部 特性 完全 可 以 转移 ( 适 
当 改变 术语 ) 到 声 子 的 能 谱 即 它们 的 能 量 与 准 动量 的 依赖 关系 上 . 例如 , 声 子 的 
能 谱 e(p) 有 3v 个 不 同 的 支 ,其 中 包括 三 个 声学 支 . 在 $70 中 考虑 的 振动 数 密 
度 现在 变 成 声 子 的 量子 态 密 度 . 

在 量子 图 像 中 ,无 相互 作用 声 子 的 自由 运动 对 应 于 在 简 谐 近似 下 波 的 自由 
传播 . 在 更 高 级 的 近似 下 出 现 声 子 碰撞 的 各 种 过 程 . 这 些 碰撞 形成 了 声 子 气体 
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热平衡 , 即 唱 格 平衡 的 热 运动 得 以 建立 的 机 制 . 
在 所 有 这 些 过 程 中 必须 遵守 能 量 守恒 定律 以 及 准 动量 守恒 定律 . 但 是 后 者 
对 声 子 总 准 动量 只 要 求 守 人 恒 到 可 以 附加 形 为 让 的 任何 一 个 矢量 的 程度 ,这 和 与 
准 动量 本 身 的 非 单 值 性 有 关 . 因此 ,在 任何 一 个 声 子 碰撞 过 程 中 ,起 始 准 动量 
(Pp) 与 最 后 准 动 量 (p') 应 该 由 如 下 形式 的 关系 式 相 联 系 % 
P= >p'+AhDb. (71.4) 
在 品格 中 可 以 同时 激发 任意 个 全 同 声 子 ; 换 句 话说 ,处 于 声 子 的 每 一 个 量 
子 态 中 的 声 子 数 可 以 是 任意 的 (在 经 典 图 像 中 这 对 应 于 波 的 任意 强度 ). 这 意味 
着 声 子 气体 遵守 玻 色 统计 . 在 这 种 气体 中 粒子 总 数 不 是 给 定 的 ,而 是 取决 于 平 
衡 条 件 ,因此 它 的 化 学 势 等 于 零 ( 参 看 863). 因而 每 一 个 量子 态 ( 具 有 准 动量 己 


和 能 量 =) 的 声 子 平均 数 ,在 热平衡 时 由 普 朗 克 分 布 郴 数 确 定 
] 





n, 一 es (71. 5 ) 
应 当 指 出 ,在 高 温 下 (7 > e) ,这 个 表达 式 变 为 
5 
i (71.6) 
即 在 该 状态 中 的 声 子 数 与 温度 成 正比 . 


声 子 的 概念 ,对 于 在 任何 宏观 物体 的 量子 能 谱 理 论 中 起 重要 作用 的 更 一 般 
概念 而 言 只 是 特例 . 宏观 物体 的 任何 弱 激发 态 可 以 看 成 各 个 元 激发 的 集合 . 这 
些 元 激发 相当 于 在 物体 所 占 体积 中 运动 的 某 几 种 准 粒 子 . 只 要 元 激发 的 数目 足 
够 小 ,它们 彼此 “不 相互 作用 ”( 即 能 量 直接 可 加 ) ,因此 它们 的 集合 可 以 看 成 准 
粒子 的 理想 气体 . 我 们 再 一 次 强调 :元 激发 的 概念 只 是 作为 物体 中 原子 集体 运 
动 的 量子 力学 描述 方法 , 绝 不 能 把 它们 混同 于 个 别 的 原子 或 分 子 . 

在 声 子 的 情形 下 ,它们 的 相互 作用 对 应 于 (在 经 典 图 像 中 ) 晶 格 原子 的 非 简 
谐振 动 . 但 是 ,正如 864 中 所 指出 的 ,在 固体 中 这 些 振动 事实 上 总 是 很 小 ,因此 
是 "几乎 简 谐 的 ". 所 以 ,在 固体 中 声 子 的 相互 作用 事实 上 总 是 很 弱 ， 

最 后 ,我 们 写 出 根据 固体 声 子 谱 确定 的 固体 热力 学 量 的 公式 . 

固体 在 热力 学 平衡 态 中 的 自由 能 由 公式 (64. 1) 给 出 . 把 其 中 求 和 变 为 对 一 
系列 连续 声 子 态 的 积分 ,有 

和] Vdik 


p= Neo + 7 fin[1 -exp( - 和 PE 


式 中 求 和 对 所 有 的 谱 支 进行 ,而 积分 对 一 个 倒 格 子 胞 中 的 大 值 进 行 2. 对 各 谱 支 








CIT 


@ 总 准 动量 并 不 保持 为 常数 而 是 改变 盘 的 过 程 , 称 为 折返 过 程 ， 
@ 这 个 公式 已 经 在 $68 中 用 于 处 理 声学 谱 支 对 自由 能 的 贡献 . 
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引入 状态 数 密度 g。(w) 并 转换 为 对 频率 的 积分 ,这 个 公式 也 可 以 写成 
F = Ne + my > [mil -ee )g (wow)daw. (71. 8 ) 


固体 的 非 平衡 宏观 状态 用 声 子 按 它们 的 量子 态 的 某 个 非 平 衡 态 分 布 来 描 
述 ,完全 类 似 于 对 理想 气体 所 作 过 的 那样 . 物体 在 这 种 状态 下 的 炉 可 以 用 $55 
中 (对 于 玻 色 气 体 ) 所 得 的 公式 来 计算 . 尤其 是 ,如 果 每 个 状态 有 许多 声 子 , 炉 等 
手 * 


5 := 2 mn 

趟 中 N 是 一 组 G, 个 邻近 状态 中 的 声 子 数 (参看 (55.8) ). 这 种 情形 对 应 于 高 温 
(7 六 @) ,把 这 个 公式 改写 成 对 应 于 热 振动 经 典 图 像 的 积分 形式 . 处 于 波 矢 什 
区 间 4 和 空间 体 元 dV 的 (每 一 谱 支 ) 声 子 态 数 是 dr = pn 设 U(r,k)dr 
是 同一 个 相 空间 元 dr 中 的 热 振动 能 量 ， 对 应 的 声 子 数 是 

U(r,k) 

hw, (Kk) 
代入 G, 和 的 这 些 表达 式 并 且 化 为 积分 ,我 们 就 得 到 固体 在 给 定 热 振动 能 谱 
韭 平衡 分 布下 的 粹 公式 : 





dr7. 


eU (Cr， 全 
S = > [ine yd (71.9) 


oa=| 
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我 们 现在 看 一 下 ,上 节 引 入 的 一 些 概念 如 何在 系统 推导 振动 量子 化 时 出 
现 ,这 时 所 得 出 的 公式 也 有 独立 的 意义 ,研究 声 子 的 基本 相互 作用 的 数学 工具 
以 它们 为 基础 . 

晶 格 的 任意 振动 可 以 表示 成 行 波 平面 波 的 全 加 了 . 如 果 考 虑 晶 格 体积 很 大 
却 有 限 , 则 波 矢 大 取 一 系列 彼此 很 近 却 是 离散 的 值 . 原子 的 位 移 u,(t,n) 于 是 表 
示 为 离散 值 的 求 和 形式 


3y 


u,(t,n) = i > (Ue (Rj Fo er (ke ™") (72,1) 


(N 是 品格 的 单 胞 数 )， A 价 )k 值 和 所 有 振动 谱 支 进行 ,而 其 
余 的 记号 具有 下 列 含义 . 
式 (72.1) 中 的 矢量 er 是 振动 偏振 矢量 即 振幅 ,但 它 现在 不 仅 满足 方程 


Q@ 完全 类 似 于 对 自由 电磁 场所 做 的 那样 一 参看 第 二 卷 $52. 
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(69.7) ,而 且 还 假定 以 特定 的 条 件 归 一 .这 个 条 件 (与 正 交 关 系 (69. 11) 一 起 ) 
可 写成 


> ete CuI = 3。 人 识 


(m= 》 m, 是 在 一 个 胞 中 原子 的 总 质量 ). 条 件 (72.2) 在 各 矢量 er 中 仍旧 留 下 
一 个 任意 的 共同 相 因子 (不 依赖 于 s). 这 种 任意 性 使 得 可 对 这 些 矢 量 男 加 条 件 
a = = La, (72. 3) 
(这 种 选择 的 可 能 性 显而易见 ,因为 根据 关系 式 (69. 10) ,等 式 (72.3) 两 边 的 矢 
量 满足 相同 的 方程 . ) 
式 (72.1) 中 的 系数 cu 是 时 间 的 函数 ,满足 方程 


a + w(Kk)a,. = 0， (72.4) 
它 可 通过 把 (72. 1 ) 代 人 方程 (69.4) 得 到 . 假设 
ak cc exp[ -iw, (k)t]; (2 


于 是 和 式 中 的 每 一 项 仅 依赖 于 差 k. r, -wei, 即 是 大 方向 的 行 波 . 
唱 格 的 振动 能 量 用 如 下 公式 通过 原子 的 位 移 和 速度 表示 : 


大 TE mn) + 地 5 A nn ) un) un’). (72.6) 


现在 把 展开 式 (72. 1) 代 入 . 所 得 到 的 和 式 中 包含 因子 exp[ +i(k+k'):r,] 且 
有 大 十 大 天 0 的 所 有 各 项 ,在 对 n 求 和 后 变 为 零 ,因为 

rn N 当 qa 0 ， 
2 有 当 天 0， 
式 中 9 取 所 有 不 等 价 的 值 (参看 $ 133 ). 再 考虑 到 条 件 (72.2),(72.3) ,动能 可 
化 为 形式 


2 mo | arar, 上 7 二 
借助 于 运动 方程 (69.4) 把 (72.6) 中 的 势能 改写 成 
~ po mu,(n)u,(n) 
然后 再 作 类 似 变换 ;结果 得 到 的 形式 与 动能 的 差别 仅 在 于 大 括号 中 的 第 二 项 变 
号 . 两 部 分 能 量 相 加 ,得 
E = > mas(k) | ze， (72.7) 
因此 , 唱 格 振动 的 总 能 量 表示 成 与 每 个 波 单独 有 关 的 能 量 之 和 . 


我 们 现在 作 变 换 ,将 晶 格 运动 方程 变 为 力学 正则 方程 . 为 此 ,引入 由 下 式 定 
义 的 实 “正则 变量 ”Qu 和 Pi: 
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Qi = Vm( a + 


Pp Ss-1i0.(K) Wm(a, = ) = 加 (72. 8 ) 
用 它们 表示 ai。 和 ait, 并 代入 (72.7) ,我 们 得 到 唱 格 的 哈密 顿 函 数 
H = 5 Pi + ok) 0.]. (72.9) 
现在 ,哈密 顿 方程 这 -= 0, 就 是 Pu = 0 ,从 而 由 0 = -Pi 得 到 方程 


Qi + wi(kjOQ = 0， 
与 晶 格 运动 方程 -一致 
于 是 ,哈密 顿 函 数 表 示 成 一 些 独立 项 之 和 ,每 项 都 具有 一 维 谐振 子 哈 密 顿 
函数 的 形式 . 这 种 描述 经 典 振动 的 方法 使 得 过 渡 到 量子 理论 的 途径 显而易见 人 了. 
现在 我 们 应 当 把 正则 变量 一 一 广义 坐标 Qi。 和 广义 动量 已 .一 一 看 成 算 符 ,它们 
满足 对 易 规则 


PQs, - OP = - ih. (72. 10) 
哈密 顿 画 数 (72.9) 也 同样 以 算 符 来 代替 , 它 的 本 征 值 从 量子 力学 已 知 ,为 
E= 5 hw) (m+) 册 ， 二 商 , 下 六 ,2 (1 


这 个 公式 使 得 有 可 能 引入 在 871 中 所 述 意 义 上 的 声 子 概念 : 唱 格 的 激发 态 可 以 
看 成 元 激发 ( 准 粒子 ) 的 集合 ,每 个 元 激发 具有 能 量 fw (k), 它 是 参量 ( 准 动 
量 )k 的 确定 函数 , 量子 数 ni, 在 这 种 情形 下 变 成 不 同 准 粒子 态 的 占有 数 中 . 

根据 量子 力学 中 谐振 子 的 已 知性 质 ,wo。(K)Ou + 上 iPi 只 对 me 的 改变 为 1 的 
牙 迁 才 有 非 零 矩 阵 元 (参看 第 三 卷 $ 23). 就 是 说 ,如 果 引 进 算 符 


i 


Cj = 
Vol) CER 12) 
bie = Wr s iE]， 
则 非 零 矩 阵 元 为 
i (C372. 13) 
这 些 算 符 的 对 易 规则 从 定义 (72. 12) 和 规则 (72. 10) 得 出 : 
于 (72. 14 ) 


@ 完全 类 似 于 从 自由 电磁 场 的 经 典 描述 过 渡 到 光子 量子 图 像 的 过 渡 , 参 看 第 四 卷 $2. 
@。 所 有 的 ms =0 时 仍 在 (72. 11) 中 存在 的 "零点 "能 了 -= ,应 列 入 物体 的 基态 能 是. 它 的 值 是 


有 限 的 (因为 和 式 中 项 数 有 限 ) ,在 这 里 它 的 存在 并 不 导致 任何 严重 困难 (这 与 量子 电动 力学 不 同 , 那 里 
的 求 和 》 hw 发 散 ). 
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从 (72.13) 可 以 看 出 ,在 作用 到 占有 数 的 函数 时 , 算 符 ce 和 如 充当 声 子 的 
潭 没 和 产生 算 符 . 这 里 规则 (72. 14) 对 应 于 玻 色 统计 ,也 本 该 如 此 . 
位 移 矢 量 也 随 ci 一 起 变 成 算 符 (在 二 次 量子 化 的 意义 下 ) 中 


jt 三 ] ~ a 这 "rw ~ (oa)* -这 :ra 
iu,(n) = JnN 2 ed pr hit Che Ch 
(72. 15.) 


借助 于 这 个 表达 式 ,哈密 顿 量 中 的 非 简 谐 项 (位 移 的 三 次 和 更 高 次 宕 的 项 ) 可 用 
过 不 同 数目 的 声 子 生成 算 符 和 淹没 算 符 的 乘积 表示 ,， 这 些 项 是 微 扰 项 ,引起 声 
子 各 种 散射 过 程 也 是 声 子 占有 数 变化 的 过 程 . 
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现在 我 们 考虑 与 顺 磁 电 介质 有 关 的 某 些 特殊 现象 . 顺 磁 电介质 的 特征 是 : 
它们 的 原子 的 角 动 量 ( 同 它们 的 磁 和 矩 一 起 ) 的 取向 是 多 少 有 些 自由 的 . 这 些 角 动 
量 之 间 的 相互 作用 (交换 相互 作用 或 磁 相 互 作用 ,取决 于 它们 距离 的 远近 ), 引 
起 一 个 新 的 “ 磁 " 能 谱 的 出 现 , 合 加 在 通常 的 电介质 能 谱 上 . 

显然 ,这 一 能 谱 全 部 位 于 有 限 的 能 量 区 间 内 一 一 这 个 能 量 区 间 与 物体 中 所 
有 原子 (这 些 原子 彼此 间 以 一 定 距 离 位 于 唱 格 的 格 点 上 ) 磁 和 矩 的 相互 作用 能 量 
同 数 量 级 ;属于 一 个 原子 的 这 种 能 量 可 以 从 十 分 之 几 K 到 几 百 K. 在 这 方面 , 磁 
能 谱 与 通常 的 能 谱 有 很 大 的 区 别 :由 于 粒子 动能 的 存在 ,通常 的 能 谱 可 以 一 直 
扩展 到 任意 大 的 能 量 值 2. 

由 于 这 个 特点 ,我们 可 以 考虑 比 所 有 可 允许 的 能 量 值 ( 属 于 一 个 原子 的 ) 都 
大 得 多 的 温度 范围 . 这 时 与 能 谱 中 磁 能 谱 部 分 有 关 的 自由 能 局 .. 可 以 完全 类 似 
于 §32 中 所 做 的 那样 来 计算 . 

设 E, 是 相互 作用 磁 矩 系统 的 能 级 . 于 是 我 们 感 兴趣 的 配 分 函数 为 : 


0 
在 这 里 也 像 在 $32 中 一 样 ,虽然 呈 这 个 量 一 般 来 讲 并 不 很 小 ,但 是 可 以 形 


式 上 展开 为 客 级 数 ,因为 在 取 对 数 后 就 是 按 - 驴 这 个 很 小 的 量 展开 的 ,其 中 N 


是 原子 数 . 在 所 考虑 的 能 谱 中 能 级 的 总 数 是 有 限 的 而 且 等 于 原子 磁 矩 取 回 的 所 
有 可 能 组 合 数 ;因此 ,如 果 所 有 的 磁 矩 是 相同 的 ,那么 能 级 总 数 就 是 5 ,其 中 8 
@ 从 定义 (72.8) 和 (72. 12) 很 容易 证 实 , 量 ci 与 ai。 只 相差 一 个 因子 . 


图 各 种 不 同类 型 固体 的 电 ( 其 中 包括 磁 ) 能 谱 将 在 本 教程 的 另 一 卷 ( 第 九 卷 ) 中 研究 ,在 本 节 只 考 
虑 上 述 磁 能 谱 共同 性 质 的 纯 热 力学 结论 . 
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是 一 个 单独 的 磁 矩 相对 于 唱 格 的 所 有 可 能 取向 数 . 这 里 在 简单 算术 平均 的 意义 
下 取 平 均 ,就 可 以 把 Z ,改写 成 形式 
人， .二 电 者 2 
Bg (lt 
最 后 , 取 对 数 并 再 以 同样 的 精确 度 展开 成 级 数 , 我 们 就 得 到 自由 能 的 表达 
式 如 下 : 


ling = Nrlng +E -7((E, Ey i 
由 此 得 出 炳 
1 mV\2 
Soe = NIng -27a((E, ~ E,)’), (73.2) 
能 量 
Bs = E, -i((E, -E,)’) (73.3) 
和 热 容 
Ce。 = (EF,. = (73.4) 


我 们 把 固定 在 格 点 上 彼此 相互 作用 的 原子 矩 的 集合 ,考虑 为 一 个 孤立 系 
统 , 而 忽略 它 与 晶 格 振动 的 相互 作用 ,这 种 相互 作用 通常 是 非常 微弱 的 . 公式 
(73.1) 一 (73.4) 所 确定 的 就 是 这 个 系统 在 高 温 下 的 热力 学 量 . 

在 $ 10 中 给 出 的 关于 温度 为 正 的 证 明 , 基 于 如 下 条 件 , 即 系统 相对 于 其 中 
发 生 的 内 部 宏观 运动 应 是 稳定 的 . 但 是 我 们 在 这 里 所 考虑 的 原子 矩 系统 按 其 本 
身 的 性 质 来 说 是 根本 不 可 能 作 宏 观 运动 的 ,因此 上 述 考虑 对 它 不 能 适用 . 以 吉 
布 斯 分 布 的 归 一 化 条 件 为 基础 的 证 明 ( §36) 也 不 能 适用 一 一 因为 在 这 里 所 考 
虑 的 情形 下 ,系统 只 具有 有 限 数目 的 有 限 能 级 ,所 以 归 一 化 和 式 在 任何 温度 了 
下 都 是 收敛 的 . 

因此 ,我 们 得 到 了 一 个 诡异 的 结论 :相互 作用 磁 矩 系统 既 可 以 具有 正 的 温 
度 ,也 可 以 具有 负 的 温度 . 我 们 来 研究 系统 处 在 不 同 温度 下 的 性 质 . 

当 温度 7=0 时 ,系统 处 于 它 的 最 低 的 量子 态 , 它 的 粹 等 于 零 . 系统 的 能 量 
科 随 着 温度 的 升 高 而 单调 地 增长 . 当 T= + %w 时 ,能 量 等 于 EE,, 而 炉 达 到 极 大 
值 Ning; 这 些 值 对 应 于 按 系 统 的 所 有 量子 态 的 等 概率 分 布 , 吉 布 斯 分 布 在 7 
o 时 就 过 渡 到 这 种 分 布 . 

温度 T= - % 与 温度 7= +%w 在 物理 上 是 恒 等 的 ;这 两 个 温度 对 系统 给 出 
相同 的 分 布 和 相同 的 热力 学 量 值 . 系统 能 量 的 继续 增加 相当 于 温度 从 T= -% 
继续 升 高 ,但 是 因为 温度 是 负 的 ,所 以 按 绝 对 值 来 讲 是 减 小 了 . 这 时 炉 单调 地 下 
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降 ( 图 10)0. 最 后 , 当 7T=0 一 时 ,能 量 达 到 了 它 的 最 大 值 ,而 粹 重新 变 为 零 ; 这 时 
系统 处 于 它 的 最 高 的 量子 态 , 


S 


T+ TE 土 吕 T=0- 
图 10 


由 此 可 见 , 负 温度 的 区 域 并 不 位 于 “绝对 零度 之 下 " ,而 是 位 于 “无 限 大 温度 
之 上 ”. 在 这 种 意义 下 可 以 说 : 负 温 度 比 正 温度 “更 高 ". 与 这 种 论断 一 致 的 是 这 
样 一 个 事实 : 当 具 有 负 温 度 的 系统 同 具有 正 温度 的 系统 ( 同 晶 格 振动 ) 相互 作用 
时 ,能 量 一 定 是 从 前 一 系统 转移 到 后 一 系统 中 去 的 ,这 一 点 可 以 用 在 $9 中 用 来 
研究 温度 不 同 的 物体 之 间 的 能 量 交 换 的 那 种 方法 来 证 实 . 

负 温 度 状态 可 以 在 晶体 的 诸 原子 核磁 矩 所 构成 的 顺 磁 系统 中 具体 实现 ,只 
要 在 这 种 晶体 中 核 自 旋 相互 作用 的 弛 殉 时 间 t, 比 自 旋 和 晶 格 之 间 相 互 作 用 的 
弛 殉 时 间 4, 小 得 多 (下 . M. Purcell,R.V. Pound ,1951). 设 晶 体 在 强 磁场 中 受到 磁 
化 ,然后 把 磁场 方向 如 此 迅速 地 反 过 来 ,以 使 得 自 旋 “来 不 及 " 随 着 反 向 . 这 样 就 
使 得 系统 停留 在 一 个 非 平衡 状态 ,其 能 量 显 然 高 于 E,. 经 过 数量 级 为 i 的 时 
间 , 它 达到 一 个 具有 同样 能 量 的 平衡 状态 . 如 果 随 后 以 绝热 的 方式 把 磁场 移 去 ， 
就 使 得 系统 所 停留 的 状态 显然 是 一 个 具有 负 温 度 的 平衡 状态 . 随后 在 自 旋 系 统 
和 晶 格 之 间 交 换 能 量 ,同时 它们 的 温度 变 为 相等 ,这 将 在 4 数量 级 的 时 间 里 发 


QD” 曲线 5=5S(E) 在 其 极 大 值 点 附近 是 对 称 的 ,但 是 在 远离 这 一 点 的 地 方 ,一 般 来 讲 不 一 定 是 对 称 
的 . 
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$74 气体 对 理想 性 的 偏离 


理想 气体 的 物 态 方程 应 用 于 实际 气体 时 常常 足够 精确 . 但 是 ,这 种 近似 有 
时 不 够 ,因此 有 必要 考虑 到 实际 气体 由 于 其 组 成 分 子 间 的 相互 作用 而 导致 偏离 
理想 气体 . 

这 里 在 作 这 种 处 理 考虑 时 ,认为 气体 还 是 足够 稀薄 ,以 至 于 可 以 忽略 分 子 
的 三 次 .四 次 等 多 次 碰撞 ,并 假定 分 子 间 的 相互 作用 只 以 成 对 碰撞 的 方式 出 现 . 

为 了 公式 简单 起 见 ,我们 首先 考虑 单 原子 的 实际 气体 . 其 粒子 运动 可 以 按 
经 典 处 理 , 所 以 它 的 能 量 可 以 写成 形式 


E(pg) = 汪汪 (74.1) 
其 中 第 一 项 是 个 气体 原子 的 动能 ,而 U 是 它们 彼此 间 的 相互 作用 能 . 在 单 原 
子 气体 中 ,U 只 是 原子 间 的 相对 距离 的 函数 . 配 分 函数 [ann 可 以 分 解 为 
对 原子 动量 的 积分 和 对 原子 坐标 的 积分 的 乘积 . 后 者 具有 形式 
[erar dam， 


式 中 对 每 一 个 积分 dV。 = dx。dy,dz。 都 遍及 气体 所 占据 的 整个 体积 V. 对 于 理想 
气体 来 讲 ,U =0, 这 个 积分 就 等 于 V". 因此 很 明显 :按照 普遍 公式 (31.5) 来 计算 
自由 能 时 我 们 得 到 : 
1 5 
F=F,-TIh [四 dy …dy，， (74.2) 
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式 中 Fi;, 是 理想 气体 的 自由 能 . 
在 被 积 式 中 加 上 1 又 减 去 1 ,我 们 就 可 以 把 公式 (74.2) 改 写成 形式 


el Tin{ ys/ = 1} (74. 3) 


为 了 进一步 计算 ,我 们 利用 下 述 的 形式 方法 . 我 们 假设 :气体 不 仅 足 够 稀 
薄 , 而 且 量 也 足够 少 , 以 至 于 可 以 认为 在 气体 中 不 会 有 一 对 以 上 的 原子 同时 发 
生 磁 撞 . 这 样 的 假设 一 点 也 不 会 影响 所 得 到 公式 的 普遍 性 ,因为 由 自由 能 的 可 


加 性 可 知 它 应 该 具有 形式 = N/[ 7, 广 )( 参 看 $24) ,所 以 对 于 少量 气体 所 推导 


出 来 的 公式 自动 地 也 适用 于 任何 数量 的 气体 . 
两 个 原子 只 有 当 彼此 靠 得 很 近 时 ,也 就 是 说 实际 上 已 经 发 生 碰 撞 时 , 它 

们 之 间 的 相互 作用 才 不 是 很 小 的 . 因此 只 有 在 任何 两 个 原子 彼此 车 得 很 近 的 
情形 下 ,公式 (74.3) 中 的 被 积 式 才 显著 地 不 等 于 零 . 根据 上 面 所 作 的 假设 ,不 
会 有 一 对 以 上 的 原子 同时 满足 这 个 条 件 ,并 且 从 w 个 原子 中 选 出 一 对 原子 可 
以 有 

1 

FN(N -1) 
种 方法 . 由 于 这 个 原因 ,(74.3) 中 的 积分 可 以 改写 成 形式 

.fe - 1)dV,:…dyVy,, 


式 中 Ul, 是 两 个 原子 的 相互 作用 能 ,因而 只 依赖 于 两 个 原子 的 坐标 (由 于 原子 的 
全 等 性 ,究竟 是 哪 两 个 原子 并 不 重要 ). 因而 对 于 其 余 所 有 的 坐标 就 可 以 进行 积 
分 ,这 样 就 给 出 V”“. 此 外 ,当然 可 以 用 N 代替 N(N -1), 因 为 N 是 一 个 很 大 
的 数 ;把 所 得 到 的 表达 式 代 人 (74.3) 以 代替 其 中 的 积分 ,并 利用 ln(1 +x) 二 x 
( 当 x 1 时) ,我们 有 : 


F=F, -2 Ce” -1)dydy， 
式 中 dV,dy, 是 两 个 原子 的 坐标 微分 的 乘积 . 
但 是 U0, 只 是 两 个 原子 间 的 相对 距离 的 函数 , 即 它们 的 坐标 之 差 的 函数 . 因 
此 ,如 果 引 入 它们 共同 的 质心 坐标 和 它们 的 相对 坐标 来 代替 每 个 原子 的 坐标 ， 
那么 Ui, 只 依赖 于 它们 的 相对 坐标 (我 们 用 dy 来 代表 它们 的 微分 的 乘积 ). 所 以 
可 以 对 质心 坐标 进行 积分 ,这 样 依旧 给 出 体积 中 因此 最 后 我 们 得 到 : 
@，。 在 下 面 我 们 将 看 到 ;在 公式 (74. 3) 中 对 数 号 下 的 第 一 项 正比 于 入 因此 我 们 所 进行 的 展开 正好 


符合 前 面 所 作 的 假定 :不 仅 气体 密度 { 也) 很 小 ,而 且 气 体 的 数量 也 不 大 . 
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玉 总 晶 + (74.4) 
式 中 
1 -py 
B(TY = /0 i ) dV. (74.5) 
A aF 
由 此 我 们 求 得 压强 P = “3 
_NT NB(T) 
p= P+ ED) pa 


[因为 Ps = 交 ). 这 就 是 在 我 们 所 考虑 近似 下 的 气体 物 态 方程 


根据 小 增 量 定理 (§ 15), 当 外 界 条 件 或 物体 性 质 有 微小 的 改变 时 ,恒定 体积 
下 所 发 生 的 自由 能 改变 和 恒定 压强 下 所 发 生 的 热力 学 势 改变 彼此 相等 . 如 果 把 气 
体 对 理想 性 的 偏离 看 作 是 这 样 一 种 改变 ,那么 我 们 就 可 以 从 (74.4) 直 接 转 到 下 
为 此 ,只 需要 把 (74.4) 的 修正 项 中 的 体积 借助 理想 气体 的 物 态 方程 用 压强 表 出 : 
$ = ,+ NBP. (74.7) 
由 此 可 以 用 上 压强 来 表示 体积 : 


Y = + NB (74. 8 ) 


以 上 所 述 全 部 是 对 于 单 原 子 气体 来 讲 的 . 但 是 ,同样 的 公式 对 于 多 原子 气 
体 也 仍然 有 效 . 这 时 分 子 彼此 间 的 相互 作用 势能 不 仅 与 它们 之 间 的 相对 距离 有 
关 , 而 且 还 与 它们 之 间 的 相对 取向 有 关 . 如 果 分 子 的 转动 可 以 (几乎 总 是 可 以 ) 
按 经 典 处 理 ,那么 可 以 说 ,UV 是 分 子 质 心 坐标 和 某 种 转动 坐标 (角度 ) 的 函数 ， 
后 者 确定 分 子 在 空间 中 的 取向 . 很 容易 理解 ,与 单 原子 气体 情形 的 全 部 差别 可 
以 归结 为 :现在 dV, 必须 理解 为 所 有 上 列 分 子 坐标 微分 的 乘积 . 但 是 转动 坐标 


总 是 可 以 这 样 选择 ,以 使 得 积分 [ar 仍然 等 于 气体 的 体积 V. 实际 上 ,对 质心 从 


标的 积分 给 出 体积 V, 而 对 角度 的 积分 给 出 某 个 常数 ,但 是 角度 总 可 以 归 一 化 ， 
以 使 得 这 个 常数 等 于 一 . 因此 在 本 节 中 推导 出 来 的 全 部 公式 对 于 多 原子 气体 仍 
保持 同样 的 形式 ,差别 只 在 于 :(74. 5) 中 的 微分 dy ,现在 是 确定 两 个 分 子 间 相 
对 距离 及 其 相对 取向 的 二 者 坐标 微分 的 乘积 呈 . 

当然 ,得 到 的 全 部 公式 只 有 在 积分 (74.5) 收 敛 的 条 件 下 才 有 意义 . 为 此 ,在 
任何 情形 下 分 子 间 的 相互 作用 力 必须 随 距离 增加 而 足够 迅速 地 减 小 :在 大 距离 


@ 如果 气体 的 粒子 具有 自 旋 , 那 么 函数 Ui, 的 形式 一 般 来 讲 还 与 自 旋 的 方向 有 关 . 在 这 种 情形 下 ， 
对 dy 的 积分 还 包括 对 自 旋 方向 的 求 和 . 
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下 局 应 该 比 1Xr 减 小 得 更 快 2. 
如 果 这 个 条 件 不 能 满足 ,那么 由 相同 粒子 所 构成 的 气体 根本 不 可 能 作为 均 
匀 物 体 而 存在 . 在 这 种 情形 下 ,物质 的 每 一 部 分 将 受到 气体 远 处 部 分 施加 的 很 
大 的 力 . 因此 离开 气体 所 占 体积 的 边界 很 近 和 很 远 的 部 分 所 处 的 条 件 将 大 不 相 
同 ,由 于 这 个 缘故 气体 的 均匀 性 也 就 破坏 了 . 
对 于 单 原子 气体 来 说 ,函数 wa (r) 具有 如 图 
11 所 示 的 形式 ; 横 坐 标 代 表 原 子 间 的 距离 r. 当 距 
离 很 小 时 ,UV, 随 着 距离 的 减 小 而 增加 ,这 相当 于 原 
子 间 的 斥 力 ;大 约 从 曲线 与 横 坐 标 轴 相交 的 地 方 开 
始 ,曲线 陡峭 地 上 升 ,以 致 由 ;很 快 地 就 变 得 非常 


| 


大 ,这 对 应 于 原子 的 相互 “不 可 穿 透 性 "(根据 这 一 0 
理由 ,距离 mn 有 时 称 为 原子 的 半径 ). 当 距 离 很 大 
时 ,U, 缓 慢 地 增加 , 渐 近 地 趋 于 零 . UV,, 随 距离 而 增 图 1 


加 对 应 于 原子 的 相互 吸引 . Us 的 极 小 点 ,与 某 个 稳 
定 的 平衡 相对 应 . 同时 ,在 这 一 点 的 能 量 绝对 值 bi 通常 不 太 大 (与 该 物质 的 临 
界 温度 同 数量 级 ). 

在 多 原子 气体 的 情形 下 ,相互 作用 能 具有 类 似 的 性 质 ,当然 ,因为 它 是 一 个 
多 变量 的 函数 , 它 已 经 不 可 能 表示 为 图 11 所 示 曲 线 的 形式 

关于 函数 以 ,的 性 质 的 这 些 知识 ,足够 用 来 确定 在 高 温和 低温 两 种 极限 情 
形 下 B(7) 的 符号 . 在 高 温 (T >> 0V。) 下 ,在 +>2r 的 整个 区 域内 我 人 有 -Ce 
<1 ,因而 在 (74. 5)B(7) 中 的 被 积 式 接近 于 零 . 因此 积分 值 基本 上 取决 于 r< 
27, 的 区 域 ,在 这 个 区 域内 “是正 的 而 且 很 大 ;所 以 ,在 这 个 区 域内 被 积 式 是 正 


的 ,因而 整个 积分 也 是 正 的 . 由 此 可 见 ,在 高 温 下 8(7) 是 正 的 . 
相反 地 ,在 低温 (7 < U,) 下 ,在 积分 中 起 主要 作用 的 是 r>27 的 区 域 , 在 这 


个 区 域内 2 现在 是 负 的 而 且 绝对 值 很 大 . 因此 在 足够 低 的 温度 下 B( 7) 应 该 是 


负 的 ,并 且 B(7) 与 温度 的 关系 基本 上 取决 于 指数 因子 - exp( 耶 } 
因为 8(7) 在 高 温 下 是 正 的 而 在 低温 下 是 负 的 ,所 以 它 应 该 在 某 个 温度 下 


@ 对 于 所 有 的 原子 气体 或 分 子 气体 ,这 个 条 件 总 是 满足 一 一 电 中 性 的 原子 或 分 子 (包括 偶 极 子 ) 
之 间 的 相互 作用 力 在 对 粒子 的 相对 取向 平均 以 后 ,在 大 距离 下 按 LU: = - 的 规律 减 小 (参看 本 教程 第 三 
卷 889 )， 
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通过 零 值 ?. 
最 后 ,我 们 来 研究 在 非 理想 气体 中 发 生 的 焦耳 - 汤姆 孙 过 程 . 在 这 个 过 程 
中 温度 的 改变 决定 于 导数 


0 .2 

(大 ). ;和 Lm 
(参看 (18.2)). 对 于 理想 气体 来 说 ,这 个 导数 自然 等 于 0. 对 于 具有 物 态 方程 
(74. 8 ) 的 气体 来 说 ,我 们 得 到 : 


EAL SL 2 CE A 


y| (74.9) 


aP/y, 
类 似 于 对 于 B(7) 所 作 的 讨论 那样 ,不 难 证 明 : 在 高 温 下 应 该 有 | 35】 <0, 也 就 
是 说 ,在 焦耳 - 汤姆 孙 过 程 中 ,气体 从 较 高 的 压强 过 滤 到 较 低 的 压强 时 气体 的 
温度 逢 高 .而 在 低温 下 ,| 55】 > 0, 也 就 是 说 气体 的 温度 随 着 压强 的 减 小 而 降 
低 . 所 以 ,在 每 种 气体 特有 的 一 个 温度 ( 反 转 点 ) 下 ,焦耳 - 汤姆 孙 效 应 必定 反 
号 @， 
习 ”是 


1. 车 气体 粒子 按照 U'， = 六 (mn >3) 的 规律 相互 排斥 , 试 求 该 气体 的 B(T). 
解 :在 (74.5) 中 把 dV 写成 dg=4mr dr, 并 对 dr( 取 积分 限 从 0 到 mm ) 进 行 
分 部 积分 ;然后 Ne =x 代入 ,积分 就 化 为 函数 ,因而 得 到 : 


s(n -村 革 “r( -让 


2. 在 温度 和 化 学 势 的 给 定 值 下 ,假如 气体 非常 稀薄 以 致 可 以 认为 是 理想 气 
体 时 它 该 有 的 压强 P" , 称 为 气体 的 逸 度 . 试 求 具有 热力 学 势 (74.7) 的 气体 的 选 
度 . 
解 ; 气 体 的 化 学 势 为 (js 由 (42.6) 求 出 ): 
j= gat BP Ss TlnPp +x(T) FBP. 


@ B(7Ts)=0 时 的 温度 Te 称 为 玻 意 尔 点 . 如 果 描绘 出 在 给 定 温度 下 的 与 P 的 相关 曲线 , 则 等 温 


线 7=Ty 在 P_0 处 有 水 平 的 切线 而 且 按 初始 斜率 为 正和 为 负 分 开 等 温 线 ( 所 有 的 等 温 线 都 从 二 w， 


P=0 的 点 开始 ). 
@@ ”值得 注意 ,我 们 研究 的 是 弱 非 理想 气体 , 即 压强 相对 较 低 . 只 在 这 种 近似 下 ,所 得 到 的 关于 反 转 
温度 与 压强 无 关 的 结果 才 成 立 (参看 376 习题 4). 


875 按 密度 朝 次 的 展开 式 。203 . 


按照 逸 度 的 定义 , 令 它 等 同 于 表达 式 TlIn P" +xX(7T),( 在 有 具有 与 (74.7) 式 同样 
的 精度 下 ) 我 们 得 到 : 


8$75 按 密度 占 次 的 展开 式 


在 上 节 中 所 得 到 的 物 态 方程 (74.6) 实质 上 是 压强 按 二 宕 次 的 展开 式 中 的 
类 两 项 : 
NE WE NO 
ee 7 (1 十 y 二 y: }: 
展开 式 的 第 一 项 与 理想 气体 相对 应 ,第 二 项 是 考虑 到 一 对 分 子 的 相互 作用 时 得 
到 的 ,而 以 后 各 项 必然 涉及 三 个 、 四 个 等 多 个 分 子 的 相互 作用 中 . 
展开 式 (75. 1) 中 的 系数 B,C，,… 称 为 第 二 ,第 三 、… 位 力 系数 . 为 了 确定 这 
些 量 ,从 计算 势 2 着 手 比 自由 能 方便 . 我 们 仍旧 考虑 单 原子 气体 ,并 从 普遍 公式 
(35.5) 出 发 ,将 之 应 用 于 同 种 粒子 构成 的 气体 得 到 ; 


s py es | rs (75. 2) 
N=0 . 


G73, 1.) 


我 们 引入 了 因子 ,之 后 ,积分 就 可 简单 地 遍及 N 粒子 系统 的 整个 相 空 间 取 


(参看 (31.7) ). 
在 对 和 N 求 和 的 依次 各 项 中 ,能 量 Ey(p,g) 具 有 如 下 的 形式 . 当 NN=0 时 , 当 

然 E,(p,g) 三 0. 当 N=1 时 , 它 就 是 一 个 原子 的 动能 : 
E(p,g) = 站 


2m 


当 和 N=2 时 , 它 由 两 个 原子 的 动能 以 及 它们 的 相互 作用 能 组 成 : 
pg = 2 Re 

类 似 地 ， 站 
E,(p,g) = > We + Ul», 


式 中 Uw 是 三 个 原子 的 相互 作用 能 (一 般 来 讲 , 它 不 能 归结 为 和 式 wa + U,, + 
Us). 其 余 类 推 . 


N 0 
D 展开 所 用 的 无 量 纲 小 参量 ,实际 上 是 单 分 子 * 体 积 "ro 与 一 个 分 子 所 占 气体 体积 -之 比 即 -下 
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把 这 些 表 达 式 代 人 (75.2) ,并 引进 记号 








eu _ 372 洒 
“= wan Fi 2 S99 
以 后 我 们 将 看 到 :这 个 表达 式 不 是 别 的 ,而 就 是 
P, 
“ 3 人 


式 中 Ps 是 理想 气体 在 给 定 的 7 和 了 下 的 压强 . 我 们 得 到 : 
02 =- TIn (1 + EV+ eaviay, + 


eav avar, i ) 
U,, ,Uaa… 中 的 每 一 个 都 只 是 原子 间 相 对 距离 的 孙 数 ;因此 ,采用 原子 相对 坐标 
(如 相对 于 第 一 个 原子 ) ,积分 的 重 数 可 降低 一 次 ,同时 有 附加 因子 了 : 
DR=-Pr=- TIn (1 + EV + EY fo-uwray, 


EV -i Sk 
+ dV,dV, + . 上 
最 后 ,把 这 个 表达 式 按 上 的 宕 次 展开 ;所 得 到 的 级 数 可 以 表示 成 形式 
ss 沁 n 
Ps > ne (75.4) 
式 中 


4, 一 几 = | se TDay， 
gi es 
站 


等 等 . 积分 J, 的 构成 规则 很 明显 :只 有 在 个 原子 彼此 很 接近 时 ,也 就 是 在 个 
原子 相互 碰撞 时 ,J 中 的 被 积 式 才 显 著 地 不 等 于 零 . 
把 (75.4) 式 对 几 求 导数 ,我 们 就 得 到 气体 中 的 粒子 数 ,因为 


"= 


注意 到 据 定义 (75.3) 有 a5 = 作 , 我 们 得 到 ， 


了 


je 
N = > i (75.6) 


两 个 方程 式 (75.4) 和 (75.6) 以 参量 形式 (参量 为 8) 确 定 了 P,V 和 了 之 间 
的 联系 , 即 确定 了 气体 的 物 态 方程 . 从 这 凑 个 方程 式 中 消去 & ,就 得 到 级 数 
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(75. 1) 形 式 的 物 态 方程 ,其 项 数 可 以 随意 定 了 . 
8$76 范 德 瓦 尔 斯 公式 


在 气体 中 分 子 间 的 相互 作用 是 非常 微弱 的 . 随 着 相互 作用 的 增强 ,气体 的 
性 质 愈 来 愈 偏离 理想 气体 ,最 后 气体 变 成 凝聚 体 一 一 液体 . 液体 中 分 子 间 相互 
作用 很 强 ,并 且 这 种 相互 作用 的 性 质 ( 从 而 液体 的 性 质 ) 强 烈 地 依赖 于 液体 的 具 
体 类 型 . 由 于 这 种 原因 ,正如 以 前 所 指出 的 ,要 建立 起 任何 能 够 定量 描述 液体 性 
质 的 普遍 公式 是 不 可 能 的 . 

但 是 可 以 找到 某 种 内 插 公 式 来 定性 地 描述 液体 和 气体 之 间 的 过 渡 . 这 个 公 
式 在 两 种 极限 情形 下 应 该 给 出 正确 的 结果 . 对 于 稀薄 气体 , 它 应 化 为 理想 气体 
适用 的 公式 . 随 着 密度 的 增加 ,气体 趋 近 于 液体 ,这 时 它 应 该 考虑 到 物质 的 有 限 
压缩 率 . 于 是 这 样 的 公式 也 将 定性 地 描述 气体 在 中 间 区 域内 的 行为 . 

为 了 推导 这 样 的 公式 ,我们 更 详细 地 来 研究 气体 在 高 温 下 对 理想 气体 的 偏 
离 . 像 前 两 节 一 样 , 我 们 首先 考虑 单 原子 气体 ;根据 与 以 前 相同 的 理由 ,所 得 到 


”的 全 部 公式 也 同样 适用 于 多 原子 气体 . 


对 于 $74 中 所 描述 的 一 类 气体 原子 间 相 互 作用 (图 11) ,我 们 有 可 能 确定 
U 
BC7) 按 倒 温度 赛 次 展开 的 前 几 项 的 形式 ;这 里 我 们 将 认为 比值 地 很 小 : 


二 << 1. C170..13 
注意 到 Ui, 只 是 原子 间距 离 r 的 函数 ,在 (74. 5 ) 的 积分 中 我 们 可 以 把 dy 写 
成 dV =4mr dr. 把 对 dr 积分 的 区 域 分 成 两 部 分 ,我 们 写 出 : 
BUTY = 25| "(i a 2 (E 一 ET 
但 是 当 r 的 值 在 0 和 2r 之 间 时 ,势能 U, 一 般 非 常 大 . 因此 在 第 一 个 积分 中 ， 


exp( - ViaX7) 项 同 1 相 比 可 略 . 于 是 这 个 积分 等 于 正 的 量 


bi nr. 


(对 于 单 原子 气体 ,如 果 把 ro 看 成 是 原子 的 半径 ,那么 b 就 是 原子 体积 的 四 倍 ). 


@ 在 一 级 近似 下 ,P= TE,N= 嘱 ,从 而 P= 小 =P 在 二 级 近似 下 ， 
P= 7é(1 “ae), N = VE(l + /2é); 
从 这 两 个 等 式 中 消去 €,( 在 同样 的 精确 度 下 ) 我 们 得 到 : 


同 (74.6) 一 致 
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U,, U 12 
在 第 二 个 积分 中 ,处 处 有 < 时 <1. 因此 可 以 把 其 中 的 被 积 式 按 "的 和 


次 展开 直至 第 一 个 非 零 项 . 那么 第 二 个 积分 变 成 





2T 2 2a 
-好 ll TF 
式 中 a 是 正 的 常数 . 因此 ,我 们 求 得 : 
B(T) = ps (76. 2) 
把 它 代 人 (74.4) 和 (74.7) ,我 们 求 出 气体 自由 能 为 
Fi tur a, (76. 3) 
而 热力 学 势 为 : 
有 a 
$b = 8, + NP 人 6 -号 (76. 4) 


所 求 的 内 插 公 式 可 以 从 公式 (76.3) 求 得 , 它 本 身 并 不 满足 必要 的 条 件 , 因 
为 它 并 没有 考虑 到 有 限 的 气体 压缩 率 . 我 们 把 Fi;, 的 表达 式 (42.4) 代 人 (76. 3)， 
we) - Na 


e 
F = Nf(T) -NTIny -NT Inv- 


在 推导 气体 自由 能 公式 (74.4) 时 ,我们 假设 虽然 气体 并 未 稀薄 到 可 以 认为 是 理 
想 气 体 ,但 是 毕竟 还 具有 足够 大 的 体积 (以 致 可 以 忽略 掉 三 个 及 更 多 分 子 的 碰 
撞 ) ,也 就 是 说 分 子 间 距 比 分 子 线 度 一 般 大 得 多 . 可 以 说 ,气体 的 体积 了 在 任何 
情形 下 都 比 Nb 大 得 多 . 于 是 ， 

Nb 


四 Nb\ _N 
In(V- Nb) = InV+In(1-) Bi 


(76. 5) 


所 以 ,(76.5) 可 以 写成 形式 
e Na 
F= NAT) -NT (VN) -一 = 
Nb Na 
=F, - NTIn( 1 -yp 
在 这 样 的 形式 下 ,这 个 公式 满足 上 面 所 提出 的 条 件 , 因 为 当 V 很 大 时 , 它 化 
为 理想 气体 的 自由 能 公式 ,而 当 V 很 小 时 , 它 显示 出 气体 不 能 无 限 压缩 (V<Nb 
时 对 数 的 宗 量变 为 负 ). 
知道 了 自由 能 ,就 可 以 确定 气体 的 压强 : 


(76.6) 
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(P+ se] Ns) = NT (76.7) 


这 就 是 所 求 的 内 插 形 式 的 实际 气体 物 态 方程 即 范 德 瓦尔 斯 方程 . 当然 , 它 仅仅 
是 满足 上 面 所 提出 要 求 的 无 数 个 可 能 内 插 公 式 中 的 一 个 ,而 可 从 其 中 选 出 一 个 
的 任何 物理 依据 并 不 存在 . 范 德 瓦 尔 斯 公式 只 是 最 简单 的 和 最 方便 的 一 个 而 


全民 
从 (76.6) 可 以 求 得 气体 的 炳 : 
2 We 
S = Sa + Nin(1 rs (76. 8) 
然后 求 得 气体 的 能 量 E=F + 7S， 


BB = (76.9) 


由 此 可 以 看 出 : 范 德 瓦尔 斯 气体 的 热 容 C, = [ 3】 与 理想 气体 的 热 容 是 一 到 


的 , 它 只 与 温度 有 关 ,特别 是 , 它 可 以 是 常数 . 而 热 容 C, 则 很 容易 证 明 ( 参 看 习 
题 1) 不 仅 与 温度 有 关 ,而 且 还 与 体积 有 关 , 因 而 不 可 能 化 为 常数 ， 

式 (76.9) 中 的 第 二 项 相当 于 气体 分 子 的 相互 作用 能 ; 它 自然 是 负 的 ,因为 
分 子 间 平 均 来 讲 吸 引力 占 主导 . 


习 题 


1. 试 求 由 范 德 瓦 尔 斯 公式 所 描述 的 非 理想 气体 的 C, -C,. 
解 :借助 于 公式 (16. 10) 和 范 德 瓦 尔 斯 方程 ,我 们 求 得 : 





2. 试 求 具有 常数 热 容 C, 的 范 德 瓦 汞 斯 气体 的 绝热 过 程 方 程 

解 :把 Si=NnYy+Ncln7( 略 去 无 关 紧 要 的 常数 ) 代 入 (76.8) ,并 令 S 等 于 
常数 ,我 们 求 得 关系 式 

(V -Nb)T% = 常数 . 

它 与 理想 气体 相应 方程 的 差别 在 于 以 V-Nb 代 兰 了 TV. 

3. 将 上 题 所 述 的 气体 膨胀 到 真空 中 去 , 求 体积 从 V 到 ,时 的 温度 改变 . 

解 : 当 膨胀 到 真空 中 去 时 ,气体 的 能 量 保持 不 变 . 因此 从 公式 (76.9)( 其 中 
已, = NC,T) 求 得 : 


@ 在 具体 应 用 这 个 公式 时 ,常数 a 和 4 的 值 必须 适当 选取 ,以 使 得 同 实验 最 为 符合 . 这 时 常数 5 即 
使 对 单 原子 气体 也 已 不 能 认定 是 分 子 体积 的 四 售 . 
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= 于 (十 -六 ) 
4， 对 于 范 德 瓦尔 斯 气体 , 求 焦耳 -汤姆 孙 过 程 反 转 点 对 温度 的 依赖 关系 . 
解 : 反 转 点 取决 于 等 式 [ 3] = 二 (参看 (74.9) 式 ), 把 (76.7) 的 了 代入 后 


给 出 一 个 方程 式 ， 它 必须 与 (76.7) 联 立 求解 . 由 代数 计算 可 得 反 转 点 与 压强 的 
如 下 依赖 关系 : 


2a 3b 
和 1 -总 p) 


在 P<- 的 每 一 压强 下 ,存在 两 个 反 转 点 ,在 这 两 点 之 间 导 数 | 


3b° | a 


7 
oP 
并 


这 个 温度 区 间 之 外 为 负 . 当 己 >- 二 全 时 , 反 转 点 不 存在 而 且 处 处 (3 二 <00. 


3 让 
$77 位 力 系数 与 散射 振幅 的 关系 


在 874 一 876 中 计算 位 力 系数 时 ,我 们 用 的 是 经 典 统计 学 ,这 在 实用 上 是 
合理 的 . 但 是 ,关于 在 量子 情形 下 来 计算 这 些 系数 的 问题 具有 方法 论 的 意义 ;这 
样 的 情形 实际 上 可 以 出 现在 足够 低温 的 氨 中 . 现在 我 们 讨论 ,如 何 考虑 气体 粒 
子 偶 对 相互 作用 的 量子 化 来 计算 第 二 位 力 系数 (E. Beth，G. E. Uhlenbeck ， 
1937). 我 们 考虑 单 原 子 气体 ,其 原子 没有 电子 角 动 量 ; 由 于 特别 留意 氨 的 情形 ， 
为 了 明确 起 见 ,我 们 还 假定 原子 核 没有 自 旋 ,原子 遵循 玻 色 统计 . 

在 我 们 感 兴趣 的 近似 下 ,在 确定 热力 学 势 的 公式 (35.3) 中 只 要 保留 对 N 
求 和 的 前 三 项 

站 = 过 下 


在 这 里 6, 代表 单个 原子 的 能 级 ,而 已 ,代表 两 个 相互 作用 的 原子 所 构成 系统 的 
能 级 . 我 们 的 目的 只 在 于 计算 由 原子 直接 相互 作用 而 引起 的 那些 热力 学 量 修正 
项 ;量子 力学 交换 效应 引起 的 修正 项 在 理想 气体 中 就 已 经 有 ,决定 于 公式 
(56. 15) ,根据 这 一 公式 ,第 二 位 力 系数 的 交换 部 分 (在 玻 色 统计 的 情形 下 ) 等 于 


] 
Bn -A 可 并 2 ) 


由 此 可 见 ,我 们 的 问题 归结 为 计算 和 式 


2uw.—E 
BE = y exp HK 2n 





全 在 P_.0 时 的 上 反 转 点 了， = 反对 应 于 §74 未 尾 所 考虑 的 情形 . 小 压强 下 的 气体 下 反 转 点 可 能 
由 于 气体 凝聚 为 液体 而 不 存在 . 


§77 位 力 系 数 与 散射 振幅 的 关系 . 209 . 


并 且 从 中 应 该 减 去 对 于 两 个 无 相互 作用 原子 会 得 到 的 表达 式 . 
能 级 5,, 由 两 部 分 组 成 :两 个 原子 质心 运动 的 动能 | 大-, 其 中 p 是 质心 运动 


动量 ,m 是 原子 质量 ) ,以 及 它们 的 相对 运动 能 量 . 我 们 用 e 记 后 者 ;这 就 是 质量 


为 了 (二 原子 的 约 化 质量 ) 的 粒子 在 有 心力 场 wa(r) (Ui; 为 原子 相互 作用 势能 ) 


中 运动 的 能 级 . 质心 的 运动 总 是 准 经 典 的 ,用 通常 的 方式 对 它 的 坐标 和 动量 积 
分 (参看 $42) ,我 们 得 到 : 
(2) yew mT 0 @-e/7 
ZY = | a 
如 果 用 2Z, 表示 和 式 Z'” 中 与 粒子 相互 作用 相关 的 部 分 ,那么 我 们 就 可 以 
把 写成 形式 


2 re ( m5) 到 
Th 
把 第 二 项 考虑 为 对 第 一 项 的 微小 增 量 , 并 (借助 理想 气体 的 化 学 势 公式 
(45.5)) 用 7,V 和 WN 来 表示 它 ,我 们 就 得 到 自由 能 的 表达 式 


E 站 8NV- Th 3/2 
Psy Ty (= Z 
求 对 了 的 导数 ,就 得 到 压强 ,位 力 系数 中 我 们 所 感 兴 趣 的 由 原子 相互 作用 引起 


的 部 分 等 于 


二 mh” 3/2 
B,(7T) = | | 芝 (77.3) 
能 级 e 的 谱 由 负 值 的 离散 谱 ( 对 应 于 原子 的 有 限 相 对 运动 ) 和 正 值 的 连续 
谱 ( 无 限 运动 ) 组 成 . 前 者 我 们 用 e, 来 代表 ;后 者 可 以 写成 志 的 形式 ,其 中 是 
彼此 相距 很 远 的 原子 的 相对 运动 动量 . 对 离散 谱 的 求 和 
> | es, | 


整个 包含 在 Zi 内 . 而 对 连续 谱 的 积分 中 必须 把 对 应 于 无 相互 作用 粒子 的 自由 
运动 的 那 一 部 分 分 离 出 来 . 为 此 ,我 们 采用 以 下 的 方法 . 


轨道 角 动 量 为 1 且 有 正 能 基 全 的 定 态 波 函数 在 距离 -很 大 时 具有 渐 近 形式 





由 = 于 数 sin( 一 到 十 8)， 


其 


式 中 相 移 6, =6,(p) 依 赖 于 势 场 Ui,(r) 的 具体 形式 (参看 本 教程 第 三 卷 § 33 )， 
我 们 形式 地 假定 :距离 7 的 变化 区 域 限制 在 一 个 很 大 的 但 有 限 的 数值 R 以 内 . 
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于 是 动量 p 只 能 取 一 系列 离散 的 值 ,它们 由 要 求 当 r=R 时 ,yw 变 为 0 的 边界 条 
件 予 以 确定 : 


l 
RE- 林 4 二 5STT ， 


式 中 * 是 整数 . 但 是 当 R 很 大 时 ,这 一 系列 p 值 非常 稠密 ,和 式 
> PE dd 
可 以 变换 为 积分 . 为 此 ,将 给 定 ! 的 求 和 项 乘 以 
-R00 
人 ns + 三 外 ， 

并 对 dp 积分 ,然后 还 应 该 把 结果 乘 以 21+1( 轨 道 角 动量 取向 的 简 并 度 ) ,再 对 1/ 
求 和 : 

-pi/mT d6, -p/mT 

ye 四 T+/ (2 Bm dp. 


OO 关 天 问 站 到 村 过 进 估 是 克 和风 过 种 汪 
着 只 允许 偶数 的 ! ,因此 对 ! 的 求 和 只 对 所 有 偶数 求 . 

自由 运动 时 所 有 的 相 移 6, =0. 因此 ,5, =0 时 仍 留 下 的 表达 式 是 和 式 中 与 
原子 相互 作用 无 关 的 部 分 ,应 去 除 . 于 是 ,我们 得 到 所 求 的 Zi 的 表达 式 如 下 : 


oa IT 1 d6， -pi/mT 
六 = > 人 (24+ 1) Be "dp, (77. 4) 
而 位 力 系 数 B =B ， + 已 等 于 
1 Ti 3/2 
B(T) | 全 > (2 


大 家 知道 , 势 场 中 运动 的 粒子 的 散射 振幅 据 下 式 由 相 移 5, 确定 9，; 
ft0) = 3 5 2 + 1) (ee -1)P(e0s0), 
式 中 P, 是 勒 让 德 多 项 式 ,9 是 人 射 方向 和 散射 方 回 之 间 的 夹 角 ; 在 这 里 的 情形 
下 , 求 和 对 所 有 偶数 值 / 求 . 因而 ,有 可 能 用 散射 振幅 表示 (77.4) 中 的 积分 . 具 


体 地 说 ,直接 把 f(9) 的 表达 式 代 入 ,很 容易 验证 有 如 下 的 关系 式 成 立 : 


d5 
Fr = 由 后 ip + 广 (0)]1 + 


2 
ee Ws -fr a) 


上 式 左边 的 和 式 正好 出 现在 (77.4) 的 被 积 式 中 将 上 起 代 人 (77 4) ,并 对 其 中 
一 项 作 分 部 积分 ,结果 我 们 得 到 : 








QD 参看 本 教程 第 三 卷 §$123. 进入 立体 角 元 do 的 散射 截面 是 | (98) | “do. 
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— a Pre LAO) +/° (0) Jdp + 


i er “(FE a )dpdo. (77.6) 


如 果 在 势 场 wz(r) 中 具有 离散 的 能 级 ,那么 在 足够 低 的 温度 下 B(T) 对 温 
度 的 依赖 关系 基本 上 决定 于 对 离散 能 级 的 求 和 ,这 和 式 随 温度 的 降低 而 指数 增 
长 . 但 是 ,离散 能 级 也 可 能 根本 不 存在 ;于 是 位 力 系数 将 按 客 律 而 依赖 于 温度 
(如 果 考 虑 到 当 p 一 0 时 散射 振幅 趋 于 一 个 常数 极限 ,那么 很 容易 证 明 : 在 足够 
低 的 温度 下 ,B 基本 上 由 B.., 这 一 项 所 决定 ). 

应 当 注 意 :在 相互 作用 很 弱 时 ,粒子 间 的 碰撞 可 以 用 玻 恩 近似 描述 ,这 时 散 
射 振幅 很 小 ,(77.6) 式 中 的 第 三 项 是 振幅 的 二 次 项 ,可 以 忽略 不 计 . 相互 作用 很 
弱 时 ,没有 束缚 态 , 因 而 (77.6) 式 中 的 第 一 项 不 出 现 . 应 用 熟知 的 玻 恩 近似 散射 
振幅 f(0) 的 表达 式 ,容易 看 出 FF 的 表达 式 同 (32.3) 式 (不 看 二 次 项 ) 完 全 一 致 ， 
这 正 是 在 这 种 情形 下 理 所 应 当 的 . 

习 题 

试 求 单 原子 气体 的 位 力 系 数 B(T) 在 准 经 典 的 情形 下 的 量子 修正 项 (数量 
级 为 所 ). 

解 : 对 经 典 自由 能 的 修正 由 公式 (33.15) 给 出 . 考虑 到 这 里 只 出 现 原 子 的 偶 
ed 
位 可: -VT 2 











2 
这 个 表达 式 就 是 对 公式 (74.5) 所 给 出 的 基本 经 典 值 的 修正 . 应 当 指 出 :B,. >0. 
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在 8$75 中 所 叙述 的 计算 非 理 想 气体 热力 学 量 的 方法 ,必定 不 适 于 按 库 仑 定 
律 相互 作用 的 带电 粒子 所 组 成 的 气体 ,因为 这 时 公式 中 所 含 的 积分 发 散 . 所 以 
这 样 的 气体 需要 特殊 处 理 . 
我 们 考察 完全 电离 的 气体 (等 离子 体 ). 它 的 粒子 的 电荷 用 ze 表示 ,其 中 指 
标 a 用 以 标识 各 种 不 同 种 类 的 离子 (e 是 基本 电荷 ,z。 是 正 或 负 的 整数 ). 另外 ， 
设 nw 是 气体 单位 体积 内 第 a 种 离子 的 数目 . 当然 ,在 整体 上 气体 是 电 中 性 的 ， 
即 
,ns = 0 (78.1) 


我 们 认为 气体 偏离 理想 状态 不 远 . 为 保证 这 一 点 ,在 任何 情形 下 两 个 离子 
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= 一 一 


的 平均 库仑 相互 作用 能 { ~ “至 二 ,其 中 r~n ?是 离子 间距 ) 都 必须 比 离子 的 
平均 动能 ( ~7) 小 得 多 . 因此 ,应 该 有 (ze)*n” <<7, 或 


3 


n< (二 (78. 2 ) 


由 于 等 离子 体 呈 电 中 性, 如果 全 部 粒子 彼此 独立 地 均匀 分 布 在 空间 中 ,其 
库仑 相互 作用 能 的 平均 值 会 是 零 . 因此 ,等 离子 体 热力 学 量 的 一 级 修正 (与 它们 
在 理想 气体 中 的 值 相 比 ) 仅 仅 在 考虑 了 各 种 粒子 位 置 间 的 关联 之 后 才 会 有 . 为 
了 强调 这 一 点 ,我 们 称 之 为 关联 修正 . 

我 们 首先 确定 等 离子 体能 量 的 修正 E。. 从 静电 学 中 大 家 知道 ,带电 粒子 
系统 的 电 相 互 作用 能 可 以 写成 每 个 电荷 与 在 该 电荷 处 由 其 余 所 有 电荷 所 产生 
势 场 的 乘积 之 和 的 一 半 . 在 这 里 


1 
EE 所 全 2 ez Nn op,, (78.3) 


式 中 w。 是 作用 到 一 个 第 a 种 离子 上 的 其 余 电 荷 的 势 场 . 我 们 以 如 下 方式 计算 
势 场 %. 

每 个 离子 在 其 周围 产生 某 种 (平均 而 言 是 球 对称 的 ) 不 均匀 的 带电 离子 云 . 
换 而 言 之 ,如 果 在 气体 中 选择 某 个 离子 并 考虑 其 余 的 离子 相对 于 该 离子 的 分 布 
密度 ,那么 这 个 密度 只 与 离开 中 心 的 距离 "x 有关 . 我 们 用 n。 表示 这 个 离子 云 中 
第 a 种 离子 的 分 布 密度 . 每 一 个 第 a 种 离子 在 该 给 定 离子 周围 电场 中 的 势能 是 
z,ep ,其 中 gp 是 这 个 场 的 位 势 . 因此 ,根据 玻 尔 兹 曼 公 式 (38.6) ,有 


= nexp| - =). . 
六 二 :到 p| ) (78.4) 
常 系数 已 设 为 n,, ,因为 离 中 心 很 远 处 (那里 g 一 0) 离 子 云 的 密度 应 该 变 成 气体 
中 的 平均 离子 密度 . 
离子 云 的 势 场 与 其 电荷 密度 (等 于 》 ez,n。 ) 由 静电 泊 松 方程 相 联 系 
Ag: = - 4Te 》 zn,. (78.5) 
公式 (78.4) 和 (78.5) 一 起 构成 电子 和 离子 的 自 恰 电场 方程 组 . 
在 我 们 所 作 的 关于 离子 相互 作用 相对 微弱 的 假设 下 ,能量 ez.p 比 了 小 得 
多 ,可 以 把 公式 (78.4) 近 似 地 写成 


noez, 


A (78.6) 
a al0 T oP 
把 这 个 表达 式 代入 (78.5) 并 注意 到 气体 整体 上 为 中 性 的 条 件 (78. 1) ,就 得 到 方 


”所 述 的 方法 曾 被 德 拜 和 休克 尔 用 于 计算 强 电解 质 的 热力 学 量 (P. Debye,E. Htckel,1923). 
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程 
Ap -xp = 0， (78.7) 
这 里 引入 了 记号 
x = ak > 村 二 (78. 8 ) 
x 这 个 量具 有 长 度 倒数 的 量 纲 . 


方程 (78.7) 的 中 心 对 称 解 为 
9 = 常数 ， ~ 


在 正中 心 附近 ,电场 应 该 变 成 该 电荷 (其 大 小 表示 为 ze) 的 纯 库仑 场 . 换 而 言 
之 ,对 于 足够 小 的 r+ 应 该 有 gq 二 ezs/r, 所 以 必须 取 常 数 =z,e, 因 此 所 求 的 电势 分 
布 如 下 式 

Wp: = eve /Er (78.9) 
由 此 可 以 顺便 指出 ,在 比 1/x 大 得 多 的 距离 下 , 场 变 得 很 小 . 因此 ,长 度 1/x 可 
以 看 成 是 该 离子 所 产生 离子 云 的 线 度 ( 它 称 为 德 拜 半径 ). 当然 ,在 这 里 所 进行 
的 全 部 计算 都 假定 这 个 半径 比 离子 平均 间距 大 很 多 (显然 ,该 条 件 与 条 件 
(78. 2 ) 一 致 ). 

当 xr 很 小 时 ,把 电势 (78. 9) 展开 成 级 数 , 求 得 


ez, 
WE 
7 


略 去 的 项 在 "=0 时 为 零 . 第 一 项 是 该 离子 本 身 的 库仑 场 . 第 二 项 显然 是 离子 云 
中 所 有 其 余 离子 在 该 离子 所 在 点 产生 的 电势 ;这 也 就 是 应 该 代 人 公式 (78.3) 中 
去 的 那个 量 :p。= -ez。x. 

因此 ,我 们 得 到 等 离子 体能 量 关联 部 分 的 如 下 表达 式 


= -Tue nas 三 一 Ve’ /3 Dros) ， (78.10) 
或 者 ,引信 气体 中 各 种 离子 的 总 数 N。 = ny 之 后 ， 


Bs = J 及 Ne). (78. 11) 
这 个 能 量 与 气体 温度 的 平方 根 和 体积 的 平方 根 成 反比 . 
对 热力 学 关系 式 生 = - 号 于 积分 ,从 Ea 可 以 求 出 自由 能 的 相应 增 量 
A 2e TT 2 372 
F = hi ~ pt > Nz) (78. 12) 


(必须 令 积分 常数 等 于 0, 因 为 当 7 一 = 时 应 该 有 下 = Fs). 由 此 得 出 压强 
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NT e: 1 2 372 
Ys 2 Noes) 5 (78. 43) 
式 中 NN = 》 N。. 借助 于 小 增 量 定理 从 下 可 以 得 到 热力 学 势 B( 就 像 在 $74 中 


所 做 的 ) ,也 就 是 把 (78. 12 ) 中 的 第 二 项 看 成 是 FF, 的 小 增 量 , 并 且 将 之 以 适当 的 
精度 用 变量 P 和 了 T 表 示人 2: 


2e jmP 372 
6 = G - 0 (TN) (78. 14) 
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上 节 所 述 的 德 拜 - 休克 尔 方法 的 优点 在 于 物理 上 简单 明了 . 另 一 方面 ,其 
主要 缺点 在 于 不 能 推广 到 计算 关于 浓度 的 高 级 近似 . 因此 ,我 们 还 要 简短 地 叙 
述 一 下 由 H. H. 博 戈 留 波 夫 (1946 ) 提出 的 另 一 种 方法 , 它 虽 然 比 较 复杂 ,但 是 
在 原则 上 可 供 计算 热力 学 量 展开 式 的 后 续 项 . 

这 种 方法 以 考虑 几 个 原子 同时 在 空间 几 个 给 定点 位 置 之 间 的 所 谓 关 联 函 
数 为 基础 . 关联 函数 中 最 简单 也 是 最 重要 的 是 二 体 关 联 函 数 ww， 它 正比 于 同时 
在 空间 给 定 的 两 点 r 和 7 发 现 两 个 粒子 (离子 ) 的 概率 (两 个 离子 a 和 6b 可 以 
同 种 ,也 可 以 不 同 种 ). 由 于 气体 的 各 向 同性 和 均匀 性 ,这 个 函数 当然 只 与 + = 
|r, =r | 有 关 . 我 们 适当 选取 函数 ww 的 归 一 因子 ,使 得 在 一 om 时 它 趋 于 1. 

如 果 函 数 ww 已 知 ,所 求 的 能 量 已... 可 以 用 如 下 显而易见 的 公式 积分 求 出 2 


I 
和 > NN, | uw dy dy ， (79. 1 ) 


式 中 求 和 遍及 所 有 种 类 的 离子 ,而 ww 是 相距 为 > 的 一 对 离子 的 库仑 相互 作用 
能 . 
根据 吉 布 斯 分 布 公式 , 函 数 ww 由 下 式 给 出 : 


1 | 
= ya)exp 一 人 (79.2) 
式 中 UVU 是 所 有 离子 的 库仑 相互 作用 能 ,而 积分 遍及 除 两 个 给 定 离子 以 外 的 所 有 


其 余 离 子 的 坐标 . 为 了 近似 计算 这 个 积分 ,可 以 利用 下 面 的 方法 . 
把 等 式 (79.2) 对 离子 8 的 坐标 求 导 数 ， 


0 9 9 
Ws = DN wdy,, (C7933 
e 6 


WwW,, 





”这 种 方法 不 可 用 于 从 (78. 11) 变 换 到 (78.12) ,因为 能 量 (78.11) 没 有 采用 这 时 要 求 的 变量 S 和 
Y 来 表示 . 
加 .当然 ,该 公式 本 身 与 粒子 相互 作用 的 库仑 特征 无 关 , 只 假定 了 二 体 性 ， 
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式 中 后 一 项 的 求 和 遍及 离子 的 所 有 种 类 ,而 w. 是 三 体 关 联 函数 ,与 (79.2) 类 
似 , 定 义 如 下 : 
zs|exp dy 

假设 气体 足够 稀薄 ,并 且 只 考虑 一 级 项 ,就 可 以 用 二 体 关联 函数 来 表示 三 
体 关联 函数 . 实际 上 ,忽略 去 所 有 三 个 离子 同时 相互 靠近 的 可 能 性 ,有 

We = Ws WW ,.. 

在 同样 的 近似 下 ,我 们 可 以 认为 ,即使 一 对 粒子 也 不 会 彼此 近 到 使 w,, 明 显 地 与 
1 不 同 . 引入 小 量 


W sc 


wu = ws 一] (79.4) 
并 忽略 它们 的 高 次 客 , 可 以 写 出 
和 0 C293) 
把 该 式 代 入 (79.3) 右 边 的 积分 ,只 有 含 w。. 的 项 留 下 ,其它 项 由 于 气体 的 各 
向 同性 而 恒 等 于 0. 在 (79.3) 式 右边 的 第 一 项 中 令 ww。 =1 已 足够 . 因此 ， 
人 Us Uj 
a 到 六 No. we 
现在 对 这 个 等 式 的 两 边 取 散 度 ,并 考虑 到 


2 
Z。.Zie 





Wy = 


al 


r= -pn,, 


以 及 熟知 的 公式 
A = -4n8(r), 
由 于 出 现 8 函数 ， 后 硬 的 积分 变 得 很 容易 ， 我 们 得 到 
hmstry = a ty) oe Tm, (r). (79. 6) 


可 以 寻求 该 i 
was (rT) = 22.20 (rT), (79.7) 
于 是 方程 组 化 成 单一 的 方程 


Aw(r) - x:w( 


这 个 最 后 的 方程 与 德 拜 - 休克 尔 方法 中 的 方程 (78. 7) 有 相同 的 形式 ((79. 8) 
中 含有 8 函数 的 一 项 ,相当 于 加 在 (78.7) 中 函数 g(r) 上 的 在 r0 时 的 边界 条 
件 ). 方 程 (79. 8) 的 解 为 








(79.8) 


2 一 大 天 
w(r) a (79.9) 


它 决 定 等 离子 体 的 二 体 关联 函数 ， 
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如 果 计 算 能 量 ,现在 只 需 把 (79.4) (79.7)、(79.9) 中 的 zw。 代 人 (79. 1). 

变换 到 对 两 个 粒子 相对 坐标 的 积分 ,我 们 求 得 

一 nn 一 ee "4nr dr 
(由 于 等 离子 体 的 电 中 性 条 件 ,w,, 中 的 1 这 一 项 对 能 量 没 有 贡献 ). 进行 积分 
后 , 回 到 原先 的 结果 (78. 11). 

在 下 一 级 近似 中 ,计算 变 得 很 繁 . 特别 是 ,假设 (79. 5 ) 现 在 已 不 充分 ,必须 
引入 三 体 关联 函数 ,它们 已 经 不 能 化 为 二 体 关 联 肾 数 了 . 对 于 它们 可 得 到 类 似 
于 (79.3) 的 方程 ,但 现在 含有 四 体 关 联 曙 数 , 然 而 ,在 给 定 的 (二 级 ) 近 似 下 它 
们 可 化 为 三 体 关联 函数 %. 
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在 $78 中 叙述 的 理论 中 假定 等 离子 体 远 未 简 并 化 , 即 遵循 玻 尔 兹 曼 统计 . 
现在 我 们 考虑 一 种 情况 ,等 离子 体 的 温度 很 低 ,以 至 于 它 的 电子 组 分 已 经 简 并 
化 : 


A 
Tn (80.1) 
m 


式 中 m 是 电子 质量 (参看 (57. 8)) ;但 这 时 由 于 离子 的 质量 很 大 ,离子 组 分 仍 可 
能 远 未 简 并 . 值得 指出 , 简 并 等 离子 体 为 近 理想 的 条 件 在 于 要 求 


273 2 
<< 1 (80.2) 


mz € 

i 
(参看 (57.9) ) ;等 离子 体 的 密度 愈 高 ,该 条 件 满足 得 愈 好 . 对 于 简 并 气体 而 言 ， 
(除了 温度 7 和 体积 外 以 外 ,) 方 便 的 变量 是 它 的 化 学 势 2w。 而 不 是 粒子 数 N。. 
与 此 相应 ,我 们 将 计算 关于 这 些 变量 的 热力 学 势 2. 值得 注意 ,这 里 的 化 学 势 并 
不 是 各 自 独 立 的 变量 ;它们 彼此 通过 由 等 离子 体 电 中 性 条 件 导 出 的 一 个 关系 式 
相 联 系 : 


of2 
2,2N, 和 : (80. 3) 
利用 公式 
an _ Jad 
[和 2 
可 将 人 对 某 个 参量 入 的 导数 表示 成 系统 哈密 顿 算 符 的 相应 导数 的 平均 值 (参看 
@ 等 离子 体 热 力学 量 的 下 一 级 项 ,实际 上 已 经 由 A. A. Benehoa{t 韦 杰 诺 夫 ) 和 A. H. JIapkuH( 拉 尔 


人 金 )( 用 其 它 方法 ) 计 算 了 (次 3T@. -1959. -T.36. - C.1133. ). 
回 关于 混合 物 组 分 化 学 势 的 定义 ,参看 $ 85. 
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类 似 的 公式 (11.4) ,(15. 11)). 这 里 我 们 取 电 荷 的 平方 e: 作为 参量 A. 等 离子 
体 的 哈密 顿 算 符 含有 ee, 它 是 粒子 库仑 相互 作用 算 符 U 的 一 个 普遍 系数 ， 所 以 


时 的 -3 eh 
因此 计算 2 归结 为 计算 平均 值 (UV). 
我 们 将 会 看 到 ,在 近 理 想 简 并 等 离子 体 中 ,对 理想 气体 热力 学 量 的 修正 主 
要 来 自 电子 的 电 相互 作用 交换 部 分 ( 它 在 经 典 情况 下 并 不 重要 ,在 $78 中 完全 
不 予 考虑 ). 注意 到 这 一 点 ,我 们 在 算 符 U 中 只 写 出 描述 电子 库仑 相互 作用 的 那 
些 项 . 
用 二 次 量子 化 方法 计算 《最 为 简单 . 根据 这 种 方法 (参看 第 三 卷 $ 64， 
§ 65 ) ,我 们 引入 归 一 化 的 波 函 数 系 小 ,,, 它 描述 在 体积 V 中 运动 的 动量 为 p 且 
自 施 投 影 为 oo = + 元) 的 自由 电子 状态 . 动量 取 无 限 个 离散 值 ,其 间距 当 
一 om 时 趋 于 零 . 我 们 再 引入 电子 在 ,, 状 态 中 的 漂 没 算 符 4,, 和 产生 算 符 &; ,并 
借助 它们 构成 小 算 符 
a (80. 5) 
粒子 的 库仑 相互 作用 具有 “成 对 "的 特征 ;在 二 次 量子 化 方法 中 把 这 种 相互 作用 
算 符 写成 积分 的 形式 
je > (rp! Cr,) TT rn) dyady,. (80. 6) 
对 该 算 符 需 要 做 的 求 平均 可 分 为 两 步 : 首 先 对 系统 给 定 的 量子 态 求 平均 ， 
然后 对 不 同 量子 态 的 平衡 统计 分 布 求 平 均 . 在 近 理 想 等 离子 体 中 U 起 微 扰 的 作 
用 . 我 们 在 微 扰 论 的 一 级 近似 下 ,也 就 是 相对 于 无 相互 作用 的 系统 即 理想 气体 
的 状态 ,计算 这 个 量 的 平均 值 . 


量子 力学 求 平 均 归 结 为 求 相 应 的 对 角 和 矩阵 元 . 把 水 算 符 (80.5) 代 和 人 后, 算 
符 (80.6) 被 表达 成 求 和 形式 ,其 各 项 为 四 个 产生 与 潭 没 算 符 的 各 种 乘积 : 


二 


7 1 可 ， = a 二 好 
U 一 《了 |; | Us |p,p,)» Cpic， Qa, Qo, 人 (80.7) 


式 中 求 和 遍及 所 有 的 角 动 量 和 自 旋 分 量 , 而 (Pi!P; | 0 | pip;) 是 两 个 电子 相互 
作用 能 量 UI, =ev|m -r, | 的 矩阵 元 ;因为 库仑 相互 作用 与 自 旋 无 关 , 所 以 拖 
阵 元 对 应 于 电子 自 旋 分 量 不 变 的 跃迁 , 即 其 计算 可 用 纯 轨 道 函 数 


y 要 icrh 
p 。 


VV 
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在 和 式 (80.7) 的 所 有 项 中 ,只 是 那些 带 有 两 对 指标 相同 算 符 a,, 和 a 的 项 
才 有 对 角 和 矩阵 元 并 且 乘 积 4a*,a,, 可 代 之 以 电子 在 该 量子 状态 的 占有 数 29. 令 P = 
Pi ,P; =Pi ,得 到 
dVidV, 
| 二 下 Ir,-r,|' 


2 二 家 办 :下 Npo, Np,o0, 


pi#p20102 


(80.8) 


而 令 pr =p; ,pi =P1,01 =0,=0 ,得 到 如 下 项 
dV.dV 
(pi~p2)*(ri-r2)/ 1 2 
-和 > Np np |e ss . | r， 于 r, | (80.9) 


(这 里 出 现 负 号 是 置换 算 符 六 。 和 如 的 结果 ,把 乘积 如 or。 Gan v 化 为 
47 456 oa,s 必 须 作 置换 ,而 费 米子 的 这 些 算 符 是 反对 易 的 ). 

式 (80.8) 各 项 是 空间 均匀 分 布 的 电子 的 直接 库仑 相互 作用 能 . 正如 在 $78 
中 已 经 指出 的 ,由 于 等 离子 体 呈 电 中 性 ,这些 项 实际 上 正好 相 消 ,类似 于 表示 其 
它 粒 子 (离子 ) 彼 此 间 以 及 与 电子 间 的 相互 作用 能 项 (也 因 这 缘故 (80. 8 ) 的 积 
分 发 散 问题 不 重要 ). 式 (80. 9) 中 诸 项 含有 库仑 势 的 非 对 角 和 矩阵 元 ,表示 要 找 的 
交换 效应 @. 

注意 到 在 宏观 体积 V 下 ,电子 的 动量 实际 上 具有 一 系列 连续 值 , 将 对 p, ,P 


的 求 和 转 为 对 775 CE sdpidp; 的 积分 (这 时 p, 了 关 p, 的 限制 变 得 不 重要 ). 
(80.9) 中 的 积分 等 于 @ 

dV z= 4mi” 

机 (pi - Pp;) 
结果 表达 式 (80.9) 取 下 式 
Np opyo d pd p: 
- 27e’ ll 一 (2n) A 
这 个 表达 式 的 统计 平均 (在 所 考虑 的 近似 下 ) 依 理想 气体 的 平衡 分 布 进行 . 

由 于 理想 气体 粒子 在 不 同 量子 态 下 的 统计 独立 性 ,这 时 (mm 。》= 元 元 。; 而 


平均 值 元。 由 费 米 分 布 公式 元 ,= [e ”+1] 给 出 (y. 是 电子 化 学 势 ). 最 





”至 于 四 个 算 符 有 相同 指标 的 乘积 项 ,其 项 数 比 之 相同 指标 两 对 各 异 的 项 数 极其 稀少 ,因而 不 必 
考虑 (这样 的 项 对 全 的 贡献 含有 附加 因子 1/V). 
留 ” 为 进一步 说 明 (80.8) 和 (80.9) 诸 项 的 结构 ,我 们 指出 ,前 者 中 的 同 指标 算 符 对 4,。 ,arv 来 自 同一 
空间 点 (m 或 一) 的 少 算 符 ;而 在 (80.9) 的 诸 项 中 它们 来 自 不 同 点 的 少 算 符 . 
@@” 这 里 用 了 熟知 的 库仑 势 傅 里 叶 分 量 表示 式 
该 -Fr dy _ 47 
fe r Te 
(参看 $117 习题 3 的 脚注 ). 
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后 ,因为 所 得 到 的 表达 式 只 是 与 e 成 正比 ,所 以 根据 (80.4) 它 直接 给 出 所 求 的 
等 离子 体 热 力学 势 修正 : 
元 


4TTe” n,np, dp,d p, 
da | (80. 10 
: 让 es - p,)* (2T) ) 





(E. Wigner, F. Seitz, 1934). 

在 电子 气 强 简 并 极限 情况 下 (7 请 n“/m) ,分 布 志 ,化 为 阶 跃 函数 (p<<pt 
时 ,7 =1;p 宇 ps 时 ,7 =0). 这 时 计算 积分 导致 结果 9 
ep ,emp 
4TT hi mA 
如 果 根 据 (57. 3) 用 电子 的 数 密度 n. = N.AV 表示 其 中 的 化 学 势 , 上 式 给 出 自由 
能 的 修正 : 


[9 Te 了 








(80. 11) 


3 
F =-N e 了 (80. 12 ) 


173 所 
- 4T 


在 玻 尔 兹 曼 气 体 的 相反 极限 情形 下 (4. <0, |w。 | >7) ,由 公式 (80. 10) 计 算 给 
出 四 





2 2mm2 
emT or 


dd = 80. 13 
exch Am’ A ( ) 
或 者 根据 (46. 1a) 用 nn. 表示. 给 出 
me hn 
本 ( 80， 14) 





pv 
在 7~j. 时 ,交换 修正 已。 ~ Vern”, 而 在 $78 中 求 得 的 关联 修正 F, ~ 


Ven ,这 时 根据 近 理想 性 条 件 
厅 


@ 积分 

中 Pd pa 
(Pi 一 Paz) 
用 代 换 Pi -Pa =9,(Pi +py)/2 = 化 为 区 域 | ”|<pr 上 的 积分 / = 人 -dgd?s 积分 [四 s( 在 给 定 的 q 
下 ) 是 球 心 相 距 q 且 半径 为 Pr 的 两 球 之 间 所 包 的 体积 : 


4 
[Js = (3pp ~h), h= ps- 


[= pisp? < Pr， 








然后 ,对 dg 在 区 域 0<g <2prf 上 积分 ,得 到 1=4mpt. 
名 ”在 这 种 情形 下 








= 二 21。 pi+ 站 [ 432 + C) 
天 和 | -= 二 = Exp! cs 一 , 
oe ?人 7 2mT nT 


而 对 di sd q 的 积分 扩展 到 g 和 s 整个 空间 . 
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F Fe PE Ux 

~ ( 乞 ) i 
即 电子 交换 修正 实际 上 是 主导 项 . 然而 ,在 温度 升 高 时 ,F., 比 .i 减 小 得 更 快 
(在 7T>p. 时 :Fx7T ,而 xT ). 所 以 存在 这 样 的 区 域 ,在 其 中 两 种 修 
正 有 同样 的 数量 级 . 但 是 在 该 区 域 中 ,等 离子 体 的 简 并 化 已 经 不 强 , 因 此 经 典 公 
式 (78. 11) 一 (78. 14) 可 用 于 关联 修正 2. 

在 以 上 讨论 中 假定 了 等 离子 体 的 离子 组 态 不 仅 非 简 并 , 而且 几 乎 是 理想 

的 , 即 离子 的 相互 作用 能 比 它们 的 热能 小 得 多 :nm “e << 7 @. 但 是 如 果 等 离子 
体 的 密度 不 是 太 大 : 





me 人 eM (80. 15) 
上 

(M 是 离子 质量 ) ,那么 温度 了 超过 离子 的 简 并 化 温度 
Ym EE (80. 16) 


(并 且 了 <<e M/ 所 ). 在 这 些 条 件 下 离子 组 分 形成 非 简 并 的 但 相当 非 理想 的 系 
统 . 离子 彼此 之 间 及 离子 与 电子 之 间 相 互 作用 能 量 的 最 小 性 这 时 相应 于 核 的 有 
序 配 置 , 即 核 形 成 晶 格 (A. A.， A6pukocoBs, 1960). 这 导致 各 种 粒子 的 直接 库仑 
相互 作用 能 已 经 不 再 完全 相抵 . 在 每 一 个 品 胞 内 离子 的 场 被 位 于 其 中 的 电子 所 
抵消 . 但 是 在 一 个 晶 胞 的 范围 ( 其 线 度 ~m ”) 内 粒子 的 相互 作用 能 不 是 零 . 根 
据 粗略 估计 ,这 个 能 量 ~e nm ,而 对 于 整个 晶 格 ( 唱 胞 数 NN ~ Vn) 结 合 能 为 

[BE | ~ Nern™” ~ Wen (80. 17) 
它 在 数量 级 上 与 等 离子 体 的 简 并 电子 组 分 交换 能 一 致 . 对 于 稳定 品格 ,结合 能 
自然 是 负 的 外 . 


中 尽管 如 此 ,计算 任意 简 并 程度 下 的 电子 关联 修正 问题 仍 有 方法 论 上 的 意义 . 这 个 问题 将 在 本 教 
程 的 另外 一 卷 (第 九 卷 ) 中 研究 . 

加 “为 简单 起 见 ,在 这 里 和 下 面 的 估计 中 令 z=1( 氢 的 等 离子 体 )， 

国 ” 晶 格 结合 能 的 定量 计算 参看 :A6pukocoa A.A.// 冰 3T9. -1960. -T.39. - C.1797. 
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相 平 衡 


$81 相 平 衡 条 件 


均匀 物体 的 (平衡 ) 状 态 是 由 给 定 任意 两 个 热力 学 量 ( 例 如 体积 V 和 人 能量 
E) 来 确定 的 . 但 是 却 没有 任何 理由 认为 :对 于 任何 一 对 给 定 的 V 和 EE 值 来 讲 ,对 
应 于 热平衡 状态 的 都 正好 是 物体 的 均匀 状态 . 可 能 发 生 这 样 的 情况 :在 给 定 的 
体积 和 能 量 下 ,物体 在 热平衡 状态 并 不 是 均匀 的 ,而 是 分 离 成 处 于 不 同 状态 而 
相互 接触 的 两 个 均匀 部 分 . 

一 种 物质 的 这 样 几 个 状态 ,它们 相互 接触 且 彼 此 处 于 平衡 而 同时 存在 , 称 
为 这 种 物质 的 不 同 的 相 . 

我 们 写 出 两 个 相 彼 此 平衡 的 条 件 . 首先 , 像 任何 处 于 平衡 状态 的 物体 一 样 ， 
这 两 个 相 的 温度 T, 和 7, 必须 相等 : 


和 症 on。 
其 次 ,两 个 相 中 的 压强 相等 的 条 件 也 必须 满足 : 
有 


因为 在 两 个 相 的 接触 面 上 ,两 个 相 彼 此 作用 的 力 必须 大 小 相等 而 相反 . 
最 后 ,两 个 相 的 化 学 势 平衡 的 条 件 必 须 满足 : 
KH! = HH2; 
对 于 两 相 平 衡 的 这 个 条 件 的 推导 ,完全 像 在 §25 中 对 于 一 个 物体 的 任何 两 个 相 
互 接触 部 分 的 情形 所 进行 的 推导 一 样 . 如 果 把 化 学 势 表示 为 压强 和 温度 的 孙 
数 , 而 用 TT 和 P 代表 两 个 相 的 彼此 相等 的 温度 和 压强 ,那么 我 们 就 得 到 方程 式 : 
LCP TY = pCP,T), Col 3.) 
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由 此 得 出 ,处 于 平衡 状态 的 两 个 相 的 压强 和 温度 可 以 把 其 中 的 一 个 量 表 为 另 一 
个 量 的 函数 . 因此 两 个 相 不 能 在 任意 的 压强 和 温度 下 处 于 相互 平衡 的 状态 ;给 
定 了 这 两 个 量 中 的 一 个 量 ,就 完全 确定 了 另 一 个 量 . 

如 果 用 坐标 轴 代 表 压 强 和 温度 ,那么 可 能 发 生 相 平衡 的 点 都 在 一 条 曲线 
( 相 平 衡 曲 线 ) 上 . 同时 ,在 这 条 曲线 两 侧 的 点 都 表示 物体 的 均匀 状态 . 当 物 体 的 
状态 沿 着 一 条 与 相 平衡 曲线 相交 的 线 变化 时 ,在 与 相 平衡 曲线 的 交点 上 ,发 生 
两 相 的 分 离 ,然后 物体 转变 成 另 一 个 相 . 必须 注意 :即使 完全 平衡 时 本 该 有 相 分 
离 , 如 果 物 体 的 状态 变化 很 缓慢 ,有 时 物体 仍旧 保持 均匀 ,这 类 例子 可 举 过 冷 的 
蒸气 和 过 热 的 液体 . 但 是 这 样 的 状态 是 亚 稳 的 . 

如 果 用 以 温度 和 体积 (属于 一 定量 物质 的 ) 为 坐标 轴 的 图 来 描绘 相 平衡 , 那 
么 同时 具有 两 个 相 的 状态 将 占 满 平面 的 整个 区 域 ，“， 
而 不 只 是 一 条 曲线 ;这 种 与 P,T 图 不 同 之 处 是 由 
于 :体积 了 与 压强 不 同 ,在 两 个 相 中 是 不 等 的 . 结果 
得 到 如 图 12 所 示 的 一 类 图 . 在 阴影 区 两 侧 的 区 域 
I 和 开 中 的 点 相当 于 均匀 的 第 一 相 和 第 二 相 . 阴影 
区 表示 两 个 相 彼此 处 于 平衡 的 状态 :在 任意 一 点 a， 
处 于 平衡 的 两 个 相 工 和 开 所 具有 的 比 体积 ,由 位 于 
通过 点 a 的 水 平 直线 上 的 点 1 和 点 2 的 横 坐标 来 确 i 
定 . 由 物质 量 的 均衡 很 容易 直接 得 出 结论 : 相 工 和 相 开 的 量 反比 于 线段 al 和 a2 
的 长 度 (所 谓 杠 杆 定 则 ). 

类 似 于 两 相 平衡 的 条 件 , 同 一 种 物质 的 三 相 平衡 是 由 下 列 各 等 式 来 确定 





的 : 
P=P,=P, T=T,=D, ph =p = pW- (81.2) 
如 果 用 P 和 7 来 重新 表示 三 个 相 的 压强 和 温度 的 共同 值 ,那么 我 们 就 得 到 条 件 
Wi(P,T) = pa(P,T) = ps(P,7). (81.3) 


这 是 具有 两 个 未 知 数 P 和 7 的 两 个 方程 式 ; 它 们 的 解 是 一 对 确定 的 P 和 7 了 值 . 
三 个 相同 时 存在 的 状态 (所 谓 三 相 点 ) 在 P,7 图 上 用 孤立 的 点 来 表示 ,这 种 点 
是 三 相 中 每 两 相 的 平衡 曲线 的 交点 ( 见 图 13 ,图 中 区 域 I , 工 , 亚 是 三 个 均匀 相 
的 区 域 ). 同一 物质 的 多 于 三 相 的 平衡 显然 是 不 可 能 的 . 

在 7T,V 图 上 ,三 相 点 的 邻 域 具有 如 图 14 所 示 的 形式 ,其 中 阴影 区 域 是 每 两 
个 相 成 对 平衡 的 区 域 ; 三 相 点 (温度 Tu) 处 的 平衡 态 中 三 相 的 比 体积 由 点 1,2,3 
的 模 坐标 所 确定 . 

从 一 个 相 转 变 到 另 一 个 相 , 伴 随 着 放出 或 吸收 一 定量 的 热 ( 相 变 潜 热 ). 按 
照相 平衡 条 件 , 这 样 的 相 变 在 恒 压 和 恒温 下 发 生 . 但 是 在 恒 压 过 程 中 物体 所 吸 
收 的 热量 ,等 于 它 的 烩 变 . 因此 单 分 子 相 变 潜 热 g 是 
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9 = WwW; 一 加， (81.4) 
式 中 w 和 w; 是 两 相 的 单 分 子 始 . 如 果 从 第 一 相 转 变 到 第 二 相 时 吸收 热量 , 那 
么 9 是 正 的 ,而 相 变 时 放 热 则 9 为 负 ， 
因为 (对 于 由 一 种 物质 构成 的 物体 来 讲 )k 是 单 分 子 的 热力 学 势 , 所 以 可 以 
写成 
=e-Ts+t+Pv 
(s,s 忆 是 分 子 的 能 量 . 和 体积 ). 因此 条 件 j, = 上 给 出 : 
(aa 一 BE) 一 了 (05 =—5) t+tP(vy -=W) = (wi —w) — Ts -5) =0, 
其 中 T 和 P 是 两 个 相 的 温度 和 压强 ,由 此 
人 (81.5) 


必须 注意 :该 公式 也 可 以 直接 取 温 度 恒 定 从 9 = [ras 得 出 . (这 个 公式 在 这 


里 适用 ,因为 相 变 是 可 逆 地 进行 的 一 一 两 相 在 相 。 
变 过 程 中 保持 相互 平衡. ) 
设 在 图 15 中 的 两 条 曲线 表示 两 相 的 化 学 势 
对 温度 的 函数 关系 (在 给 定 的 压强 下 ). 两 条 曲线 
的 交点 确定 两 相 能 够 彼此 处 于 平衡 的 温度 Tu( 在 
给 定 的 压强 下 ). 在 所 有 其 余 的 温度 下 ,能 够 存在 
的 只 能 是 这 一 相 或 另 一 相 . 很 容易 看 出 :在 低 于 7， nn 7 
的 温度 下 ,存在 的 是 第 一 相 , 亦 即 稳定 的 是 第 一 
相 ; 而 在 高 于 7, 的 温度 下 ,是 第 二 相 . 这 个 结论 是 
从 这 一 点 得 出 的 :稳定 的 状态 是 较 小 的 那 种 状态 (因为 在 给 定 P 和 7 的 条 件 


下 ,热力 学 势 趋 向 于 极 小 值 ). 另 一 方面 ,在 两 条 曲线 的 交点 上 , 偏 导数 -的 什 


.02 8 Wadl i 2 _ 
大 于 3 的 值 , 也 就 是 说 ,第 一 相 的 简 ,= - “ 织 小 于 第 二 相 的 炉 5， = -了 各 因 
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此 , 相 变 潜 热 g=7(s, -s,) 是正 的 . 因此 ,我 们 得 出 结论 :如 果 当 温度 升 高 时 物 
体 从 一 个 相 转 变 成 男 一 个 相 , 那 么 这 时 就 吸收 热量 . 这 个 结果 也 可 以 从 勒 夏 特 
列 原理 得 出 . 


习 题 


1. 试 求 出 在 国体 上 的 饱和 蒸气 压 的 温度 依赖 关系 .( 把 饱和 蒸气 考虑 为 理 
想 气 体 ;固体 和 气体 都 具有 恒定 的 比 热 . ) 

解 :蒸气 的 化 学 势 由 公式 (43.3) 所 确定 ,而 国体 的 化 学 势 由 公式 (65.6) 所 
确定 .( 由 于 饱和 蔡 气 压 相 对 地 讲 很 小 ,对 于 固体 可 以 忽略 挤 PV 这 个 量 而 认为 
更 等 于 书 ) 令 两 式 相等 ,我 们 就 求 出 : 

P = 常数 ， T pr ees/T 
其 中 角 标 1 指 国体, 角 标 2 指 蒸气 . 
在 同样 的 近似 下 ,可 以 认为 固体 的 烩 等 于 它 的 能 量 ; 相 变 潜 热 ( 升 华 热 )9 = 
w, 一 ww) 等 于 
gq 三 《ea -BT + (8m ~ So): 
特别 是 ,在 T=0 时 的 相 变 潜 热 是 qo =eo -so 以致 可 以 写成 
P= 常数 s T (cp) e907T 

2. 试 求 凝聚 体 燕 发 到 真空 中 的 燕 发 率 . 

解 :蒸发 到 真空 中 去 的 蒸发 率 由 单位 时 间 内 离开 物体 的 单位 表面 积 的 粒子 
数 来 确定 . 我 们 考虑 同 它 自 己 的 饱和 蒸气 处 于 平衡 的 物体 . 于 是 离开 物体 表面 
的 粒子 数 ,等 于 在 同样 时 间 内 落 到 这 个 表面 上 并 “附着 "到 它 上 面 的 粒子 数 ,也 
就 是 说 等 于 

P, 
ll 
V27TmT 
式 中 Pu =Po(7) 是 饱和 蒸气 压 , 尺 是 气体 同 物 体 表 面 发 生 碰 拉 时 气体 粒子 的 平 
均 “ 反 射 系数 "(参看 (39.2)). 如 果 P 不 太 大 , 则 离开 物体 表面 的 粒子 数 与 它 
周转 的 空间 中 是 否 有 蒸气 存在 无 关 , 因 此 上 面 所 写 的 式 子 就 确定 了 我 们 所 求 的 
蒸发 到 真空 中 的 蒸发 率 ., 
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取 相 平衡 条 件 
Mi(P,T) = plP,7), 
两 边 对 温度 求 导数 . 当然 ,这 时 必须 注意 到 压强 已 不 是 独立 变量 ,而 是 由 这 个 方 
程式 本 身 所 确定 的 温度 函数 , 因此 我 们 写成 : 
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1 ou dP ou dus dP 


aTr PdT 有 8P dT’ 
而 且 , 因 为 (au/o7)p = -s, (ou/[spP)y=z( 参 看 (24.12) ) ,我 们 得 到 
dP Hi- 
dT vo-v, 
式 中 5,,v, 和 s,,v, 是 两 相 的 分 子 焙 和 分 子 体 积 . 
在 这 个 公式 中 , 差 值 s, -s,, 可 以 用 从 一 个 相 转 变 到 男 一 个 相 的 潜 热 来 表 
示 . 把 g=7T(s, -s) 代 入 ,我 们 就 求 出 所 谓 克 拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程 
dP 
To 
这 个 公式 所 确定 的 是 : 当 温 度 变 化 时 处 于 平衡 的 两 个 相 的 压强 的 变化 ,或 是 说 ， 
压强 沿 着 相 平 衡 曲 线 随 温 度 的 变化 . 同一 公式 也 可 以 写成 形式 
dT -开交 一 六) 
dP q 
这 个 公式 所 确定 的 是 : 当 压 强 变 化 时 两 相 相 变温 度 ( 如 冰点 和 沸点 ) 的 变化 . 
为 气体 的 分 子 体积 总 是 大 于 液体 的 分 子 体积 ,而 当 液 体 转变 成 气体 时 吸收 热 


最 ,因此 当 压 强 增加 时 沸点 的 温度 总 是 升 高 { 55 >0]. 当 压强 增加 时 冰点 的 温度 


是 升 高 还 是 降低 , 视 溶化 时 体积 增加 或 是 减 小 而 定 了 . 

公式 (82.2) 的 所 有 这 些 结论 与 勒 夏 特 列 原理 完全 一 致 . 例如 ,我 们 来 考虑 
液体 同 它 自 己 的 饱和 蒸气 处 于 平衡 的 情形 . 如 果 增 加 压强 , 则 沸点 的 温度 应 当 
升 高 ;由 于 这 个 缘故 ,一 部 分 蒸气 转变 成 液体 ,这 又 转 而 引起 压强 的 降低 ;也 就 
是 说 ,系统 对 于 使 它 离开 平衡 状态 的 外 作用 就 好 像 起 着 反作用 一 样 . 

我 们 来 考虑 公式 (82.2) 的 一 个 特例 , 即 讨论 固体 或 液体 同 它 的 蒸气 的 平衡 
的 情形 . 这 时 公式 (82.2) 所 确定 的 是 饱和 蒸气 压 随 温度 的 变化 . 

气体 的 体积 通常 比 包 含 同 样 数目 粒子 的 凝聚 体 的 体积 大 得 多 . 因此 在 
(82.2) 中 ,相对 于 体积 vw 可 略 去 体积 w (我 们 把 气体 作为 第 二 相 ) ,也 就 是 说 ， 


取 92 = ,4 把 阁 气 考虑 为 理想 气体 ,我 们 可 以 按照 克拉 珀 龙 公式 w = 万 ,把 它 


的 体积 用 压强 和 温度 来 表示 ;于 是 我 们 得 到 : 
i 
Eb 


多 | 


(B22) 


即 





CB2 3) 


QH 例外 的 情况 是 毛 的 同位 素 He, 在 一 定 的 温度 区 间 内 溶解 热 是 负 的 . 
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我 们 看 到 :在 相 变 潜 热 可 以 认为 是 常数 的 温度 区 ,饱和 蒸气 压 按照 指数 规律 
(cexp( -9/7T) ) 随 温度 而 变化 . 


习 题 


1. 试 求 出 沿 着 液体 及 其 饱和 蒸气 的 平衡 曲线 变化 时 ( 即 在 液体 一 直 同 它 
的 饱和 蒸气 处 于 平衡 的 过 程 中 ) 的 蒸气 比 热 . 蒸气 可 以 认为 是 理想 气体 . 
解 : 所 求 的 比 热 户 等 于 


由 
h = Tz 
式 中 人 5 是 沿 着 相 平衡 曲线 取 的 导数 ， 即 


把 (82.3) 式 的 9 和 v= 三 代入 上 式 ,我 们 求 出 : 
hh: 二 = Ci 


在 低温 下 改 是 负 的 ,也 就 是 说 ,如 果 可 以 取 走 热量 ,以 使 得 蒸气 一 直 同 液体 处 于 
平衡 ,那么 它 的 温度 可 以 升 高 . 

2， 试 求 出 在 蒸气 一 直 同 液体 处 于 平衡 的 过 程 中 ( 即 沿 着 液体 及 其 燕 气 的 
平衡 曲线 ) 蒸气 体积 随 温度 的 变化 . 

解 :导数 92 必 须 沿 着 相 平 街 曲线 来 确定 ， 
dv _ /9v Ov dP 
UT (G0. (让 二 


把 (82.3) 和 体积 v= 二 代入 上 式 ,我 们 求 出 : 


dy TF 弟 
dT {1 9 
在 低温 下 ,加 <0, 也 就 是 说 ,在 所 考虑 的 过 程 中 ,蒸气 的 体积 随 温度 的 增加 而 减 小 
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相 平衡 曲线 (在 PT 平面 上 ) 可 能 在 某 一 点 终止 (图 16) ;这 样 的 点 称 为 临界 
点 ,而 与 它 相 对 应 的 温度 和 压强 称 为 临界 温度 和 临界 压强 . 在 高 于 T. 的 温度 和 
大 于 P. 的 压强 下 ,不 存在 不 同 的 相 , 而 物体 总 是 均匀 的 . 可 以 说 :在 临界 点 ,两 
相 之 间 的 差别 完全 消失 . 临界 点 的 概念 是 由 区. KH. 门 捷 列 夫 首 先 提 出 的 (1860). 
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在 以 了 ,7 为 坐标 的 有 临界 点 存在 的 平衡 图 看 上 去 就 像 图 17 所 描绘 的 样 
子 . 当 温度 趋 近 于 它 的 临界 值 时 ,彼此 处 于 平衡 的 两 相 的 比 体积 也 逐渐 接近 ,而 
在 临界 点 (图 17 中 的 天 ) 完 全 等 同 . 以 P,V 为 坐标 的 平衡 图 具有 类 似 的 形式 . 





图 16 图 17 


当 存 在 着 临界 点 时 ,一 种 物质 的 任何 两 态 之 间 可 以 发 生 连 续 的 相 变 , 在 这 种 
相 变 过 程 中 ,任何 时 刻 物质 都 不 会 分 离 成 两 相 一 一 要 做 到 这 一 点 ,只 需要 沿 着 任 
何 一 条 绕 过 临界 点 而 与 相 平 衡 曲 线 从 不 相交 的 曲线 来 改变 物质 的 状态 . 在 这 种 意 
义 下 , 当 有 临界 点 存在 时 ,关于 不 同 相 的 概念 本 身 有 随意 性 ,不 可 能 在 所 有 情况 下 
指出 :什么 样 的 状态 是 这 一 相 , 什 么 样 的 状态 是 另 一 相 . 严格 地 讲 , 只 有 当 两 相 彼 
此 接触 而 同时 存在 时 , 亦 即 只 有 在 相 平衡 曲 线 的 诸 点 上 , 才 可 以 说 两 相 . 

显然 ,只 有 当 两 相 之 间 仅 具有 纯粹 定量 的 差别 时 ,对 于 这 样 的 两 相 才 可 能 
有 临界 点 存在 . 液体 和 气体 就 是 这 样 ,它们 的 区 别 只 在 于 分 子 间 相 互 作 用 的 大 
小 程度 不 同 . 

至 于 像 物质 的 液体 和 固体 (晶体 ) 或 各 种 唱 态 这 样 的 相 , 则 彼此 间 有 质 的 差 
别 ,因为 它们 各 自 的 内 部 对 称 性 不 同 . 显然 ,对 于 任何 对 称 性质 ( 对 称 元 素 ) 我 们 
只 能 说 它 存在 ,或 者 它 不 存在 ; 它 只 可 能 即刻 、 突 发 地 出 现 或 消失 ,而 不 可 能 逐 
渐 地 出 现 或 消失 . 在 每 一 种 这 样 的 状态 ,物体 或 者 具有 这 一 种 对 称 ,或 者 具有 另 
一 种 对 称 ,因而 总 是 可 以 指出 物体 在 两 相 中 间 属 于 哪 一 相 . 因而 对 于 这 样 的 相 ， 
临界 点 是 不 可 能 存在 的 ,而 相 平衡 曲线 必然 或 者 延伸 到 无 限 远 ,或 者 同 其 它 各 
相 的 平衡 曲线 相交 而 终止. 

通常 的 相 变 点 并 不 是 物质 热力 学 其 的 数学 奇 点 . 实际 上 ,每 一 相 也 可 以 在 
相 变 点 的 另 一 侧 存 在 (虽然 是 亚 稳 的 ) ;热力 学 不 等 式 在 这 一 点 并 未 破坏 . 在 相 
变 点 ,两 相 的 化 学 势 只 是 彼此 相等 而 已 :p,(P,T) =j,(P,T) ;对 于 函数 (P， 
T) 和 js(P,T) 的 任 一 个 来 讲 , 这 一 点 毫 无 特殊 之 处 . 

@ 然而 ,必须 指出 ,这 种 说 法 是 有 条 件 的 ,因为 在 亚 稳 区 jj(P,7) 的 概念 有 某 种 不 确定 性 . 亚 稳 态 是 

不 完全 平衡 ,具有 某 种 弛 玉 时 间 ( 在 这 里 相应 于 新 相 成 核 过 程 ,参看 $162). 所 以 ,这 种 状态 下 热力 学 函 


数 只 有 在 不 考虑 这 些 过 程 时 才能 定义 ,而 且 不 能 把 它们 看 成 是 (对 应 于 物质 完全 平衡 态 的 ) 稳 定 区 泪 数 
的 解析 开拓 ， 
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我 们 在 PY 平面 上 画 一 条 液体 和 和气 
体 的 等 温 线 ,也 就 是 当 均 匀 物 体 等 温 脱 
胀 时 PP 对 V 的 关系 的 曲线 (图 18 上 的 


abe 和 de). 根据 热力 学 不 等 式 { 2] < 


0,P 是 V 的 减 函 数 . 等 温 线 的 这 样 的 斜 
率 必 然 一 直 保 持 到 它们 同 液体 和 气体 的 
平衡 曲线 的 交点 (点 58 和 点 e) 以 外 的 一 
段 延伸 线 上 ;等 温 线 的 片段 bc 和 ed 各 
对 应 于 亚 稳 的 过 热 液体 和 过 冷 蒸气 ， 
在 这 两 段 上 ,热力 学 不 等 式 仍旧 保持 . 
(当然 ,在 点 5 和 点 e 之 间 的 完全 平衡 的 状态 等 温 变 化 ,对 应 于 水 平 线段 be, 那 
里 发 生 两 相 分 离 . ) 如 果 考 虑 到 点 5 和 点 e 具有 同样 的 纵 坐 标 已 ,那么 ,显然 等 温 
线 的 两 部 分 不 可 能 以 连续 的 方式 彼此 过 渡 ,它们 之 间 必 然 有 间断 . 等 温 线 在 点 c 
和 点 d 终止 ,在 这 两 点 热力 学 不 等 式 被 破坏 , 即 
5 = 汐 (83.1) 
把 液体 和 气体 等 温 线 的 终点 轨迹 标 绘 出 来 ,我们 就 得 到 一 条 曲线 (图 18 上 的 
4KB) ,在 这 条 曲线 上 ,热力 学 不 等 式 (对 于 均匀 物体 来 讲 ) 破 坏 ; 它 限定 了 一 个 
区 域 ,在 任何 条 件 下 物体 在 其 中 都 不 可 能 以 均匀 的 状态 存在 . 在 这 条 曲线 和 相 
平衡 曲线 之 间 的 区 域 是 过 热 液体 和 过 冷 蒸气 可 能 存在 的 区 域 2. 显然 ,在 临界 
点 ,两 条 曲线 应 当 彼此 相 和 触 . 至 于 正好 在 曲线 4KB 上 的 各 点 中 ,只 有 临界 点 天 对 
应 于 均匀 物体 实际 存在 的 状态 ; 它 是 这 条 曲线 同 稳定 均匀 状态 区 接触 的 唯一 一 

值得 指出 ,在 临界 点 处 的 条 件 (83. 1 ) 也 可 以 由 下 面 的 简单 考虑 得 到 . 在 临 
界 点 附近 ,液体 和 莹 气 的 比 体 积 彼此 接近 .用 Y 和 +iy 来 表示 它们 ,我 们 就 可 
以 把 两 相 压强 相等 的 条 件 写 成 形式 

P(V,T) = P(V + 8V,7). (83.2) 

把 等 式 右边 按 8V 的 究 次 展开 ,再 除 以 很 小 而 有 限 的 量 5Y ,我 们 就 求 出 : 


aP 8V/9P 
0 A 83. 3 
(过 本 





oP 


由 此 看 出 : 当 8V 趋向 于 0 时 , 亦 即 在 临界 点 处 ,| 55] 在 任何 情形 下 都 应 当 变 


DD 等温 线 上 相应 于 过 热 液体 的 片段 (图 18 上 的 bc) 可 以 部 分 地 位 于 横 轴 之 下 . 换 句 话说 ,过 热 液体 
可 以 具有 人 负 压强 ;这 样 的 液体 作用 到 它 的 制约 表面 上 的 力 指向 液体 体积 内 部 . 由 此 可 见 ,压强 未 必 为 正 ， 
在 自然 界 中 物体 可 以 有 压强 值 为 负 的 (虽然 只 是 亚 稳 的 ) 状 态 . (关于 这 一 点 ,在 §12 中 已 经 讲 过 . ) 


$84 对 应 态 定律 “229 ， 


成 0. 

与 普通 的 相 平 衡 点 相反 ,临界 点 是 物质 热力 学 函数 的 数学 奇 点 (限制 物体 
均匀 状态 存在 区 域 的 整 条 曲线 4KB 也 是 这 样 ). 物质 在 临界 点 附近 的 奇异 性 与 
行为 将 在 $ 153 中 研究 . 


§84 对 应 态 定 律 


范 德 瓦 尔 斯 的 内 插 物 态 方程 
NT Na 


pn (84. 1) 


同 液体 和 蒸气 之 间 的 相 变 的 上 述 性 质 定 性 地 符合 . 

由 这 个 方程 所 确定 的 等 温 线 如 图 
19 所 示 . 通过 临界 点 天 上 方 的 一 些 曲 
线 表示 7 >7T. 时 的 单调 减 函 数 P(V). 
穿越 临界 点 的 等 漫 线 在 都 里 有 描 点 . 
在 温度 了 7< 了 T. 时 ,每 条 等 温 线 都 有 极 


小 值 和 极 大 值 , 二 者 其 间 为 { 5] >0 


的 一 段 ; 这 些 段 (在 图 19 中 用 虚线 表 
示 ) 并 不 与 自然 界 中 实际 存在 的 任何 
物质 均匀 态 对 应 . 

正如 上 节 已 经 阐明 的 ,与 等 温 线 
相交 的 水 平 线段 相应 于 液体 到 气体 的 
平衡 相 变 . 该 线段 应 该 在 的 水 平 位 置 
取决 于 相 平衡 条 件 jy, = jy, ,我们 把 它 
写成 








f= 
式 中 积分 沿 着 从 一 个 相 的 状态 过 渡 到 男 一 个 相 的 状态 的 路 径 求 . 等 温 线 上 有 dy 
=vdP, 因 此 沿 等 温 线 求 积分 
[vaP = 区 (84. 2) 

在 几何 上 ,这 个 条 件 表示 图 19 中 对 一 条 等 温 线 画 的 阴影 面积 相等 (麦克 斯 书法 
则 ). 

临界 温度 .压强 和 体积 可 以 用 范 德 瓦 尔 斯 方程 中 所 含 的 参量 ac 和 bb 来 表 
示 . 为 此 ,对 表达 式 (84. 1 ) 求 微 商 并 且 写 出 确定 等 温 线 拐 点 的 方程 
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2 
CO 


它们 与 (84. 1) 式 一 起 给 出 





= a 
a be (84. 3) 
现在 我 们 引入 如 下 定义 的 温度 、 压 强 和 体积 
W ji ” 一 是 
人 (84.4) 
采用 这 些 量 , 范 德 瓦 尔 期 方程 取 如 下 形式 
人 
(P'* (ay 1 运 源 凡 (84.5) 


这 个 方程 只 含有 六 ,PP 和 了 ,而 并 不 含 任何 表征 该 物质 的 量 . 因此 方程 (84.5) 是 
范 德 瓦尔 斯 方程 适用 的 所 有 物体 的 物 态 方程 . 两 个 物体 具有 同样 的 TT,P',V 
时 ,它们 的 状态 称 为 对 应 态 ( 显 然 , 所 有 物体 的 临界 状态 都 是 对 应 态 ). 由 
(84.5) 得 出 结论 :如 果 两 个 物体 在 7',P',V' 这 三 个 量 中 有 两 个 相等 ,那么 第 三 
个 也 相等 ,也 就 是 说 ,它们 处 于 对 应 态 ( 对 应 态 定律 ). 

由 方程 式 (84.5) 所 确定 的 “ 约 化 "等 温 线 P' =P'(V') 对 于 所 有 的 物质 都 是 
相同 的 . 因而 ,确定 液体 到 气体 相 变 点 的 直线 段 也 有 一 样 的 位 置 . 因此 可 以 得 出 
结论 :在 同样 的 约 化 温度 下 ,所 有 的 物质 应 当 具 有 同样 的 如 下 各 量 :1) 约 化 饱 
和 蒸气 压 ,2) 饱和 蒸气 约 化 比 体积 ,3 ) 与 饱和 蒜 气 处 于 平衡 的 液体 的 约 化 比 体 
积 . 

对 应 态 定律 也 可 以 应 用 于 液态 到 气态 的 相 变 潜 热 上 . 这 时 “ 约 化 蒸发 热 " 应 


当 由 一 个 无 量 纲 量 即 了 充当. 因此 可 以 写成 ?了 : 
案 二 六 汉 
7 =/( | (84.6) 


最 后 我 们 指出 ,对 应 态 定律 并 非 专 指 范 德 瓦 尔 斯 方程 . 当 仅 含有 两 个 参量 
的 任意 物 态 方程 转 为 约 化 量 时 ,表征 具体 物质 的 参量 消失 . 对 应 态 定律 ,作为 不 
局 限于 物 态 方程 某 种 具体 形式 的 一 般 结论 ,本 身 比 范 德 瓦 尔 斯 方程 多 少 更 精确 
些 . 但 是 ,一般 说 来 其 适用 性 仍 十 分 有 限 . 


@ 温度 显著 低 于 临界 点 时 ,比值 节约 等 于 10(9 为 分 子 蒸 发 热 )， 
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$85 由 不 同 粒子 构成 的 系统 


直到 现在 为 止 我 们 还 只 限于 讨论 由 相同 粒子 所 构成 的 系统 . 现在 我 们 要 来 
研究 由 不 同 粒子 构成 的 系统 . 由 几 种 物质 混合 而 成 的 任何 类 型 的 混合 物 都 是 这 
样 的 系统 ;如 果 混 合 物 有 一 种 物质 比 其 它 几 种 多 得 多 ,那么 它 就 称 为 其 它 几 种 
物质 在 这 种 占 优 势 的 物质 (溶剂 ) 中 的 溶液 . 

一 些 物 质 在 完全 平衡 时 的 数量 可 以 任意 给 定 , 它 们 的 种 数 通 常 称 为 系统 的 
独立 组 分 的 数目 . 在 完全 平衡 的 状态 下 系统 的 所 有 热力 学 量 完全 由 温度 和 压强 
的 数值 以 及 独立 组 分 的 粒子 数 来 确定 . 如 果 系 统 中 不 同 物质 之 间 可 以 产生 化 学 
反应 ,那么 独立 组 分 的 数目 可 以 与 系统 中 不 同 物质 的 总 数 不 一 致 ;如 果 这 样 的 
系统 处 于 非 完全 平衡 的 状态 ,那么 要 确定 它 的 热力 学 量 ,一般 来 讲 必须 知道 系 
统 中 所 有 物质 的 数量 . 

可 以 很 容易 把 $ 24 的 结果 推广 到 由 不 同 粒子 构成 的 物体 上 去 . 首先 ,所 有 
的 热力 学 量 必须 是 所 有 可 加 性 变量 一 一 例如 各 种 粒子 的 数目 和 体积 一 一 的 一 
次 齐 次 阴 数 . 

其 次 ,原先 作为 某 个 热力 学 势 对 粒子 数 的 导数 给 出 物体 单一 化 学 势 的 概念 
( §24) ,现在 混合 物 的 每 种 组 分 有 化 学 势 凡 一 一 热力 学 势 对 组 分 粒子 数 N; 的 
导数 . 相应 地 ,(24.5),(24.7) 一 (24.9) 所 有 各 式 中 的 jdN 这 一 项 现在 必须 代 


之 以 和 式 ZpidN.. 
这 样 ,微分 表达 式 d@ 写成 
d® =- SdT + VdP + > pidN,, 


i 
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而 化 学 势 
(85. 1 ) 


这 时 化 学 势 被 表示 为 压强 .温度 和 各 种 物质 的 浓度 ( 即 粒 子 数 之 比 ) 的 函数 . 粒 
子 数 只 能 以 比值 的 形式 包含 在 内 中 ,这 是 因为 :$B 是 NN, 的 一 次 齐 次 函数 ,所 以 


化 学 势必 然 是 这 些 变量 的 零 次 齐 次 函数 , 
根据 是 NN; 的 一 次 齐 次 函数 这 一 事实 ,从 欧 拉 定理 得 出 : 
0 中 
DD = 2 Nay 二 2 hilN,, (85.2) 


这 是 公式 下 = NY 的 推广 . 

对 于 热力 学 势 2, 我 们 现在 得 到 

2=F- 2 ps 

由 此 再 一 次 得 到 公式 2 = -PV. 如 果 物 体 处 于 外 场 中 而 不 同 部 分 的 压强 不 同 ， 
仅 在 此 时 上 式 不 再 适用 . 

§ 25 的 结果 也 可 以 直接 推广 :系统 在 外 场 中 的 平衡 条 件 要 求 每 一 种 组 分 的 
化 学 势 都 像 温度 一 样 在 整个 系统 中 都 是 常数 : 

人 = 常数 . (85.3) 
最 后 ,由 不 同 粒子 组 成 的 系统 的 吉 布 斯 分 布 具有 形式 


人 2 + is 
Ce (85. 4) 


Www = exp 
这 是 公式 (35.2) 的 自然 的 推广 . 
$86 相 律 


现在 我 们 考虑 系统 由 不 同 物质 构成 并 形成 上 个 相互 接触 的 相 ( 每 一 相 一 般 
来 讲 包含 所 有 的 物质 ). 
设 系 统 中 独立 组 分 的 数目 为 n. 于 是 每 一 相 由 压强 ,温度 入 个 化 学 势 来 表 
征 . 我 们 由 $81 知道 :由 相同 粒子 构成 的 各 相 的 平衡 条 件 是 温度 相等 .压强 相等 
和 化 学 势 相 等 . 显然 ,在 有 几 种 组 分 存在 的 普遍 情形 下 ,各 相 的 平衡 条 件 是 温度 
相等 .压强 相等 和 每 一 个 化 学 势 相等 . 设 在 所 有 各 相 中 的 共同 温度 和 压强 是 7 
和 P; 为 了 区 别 属于 不 同 相 和 不 同 组 分 的 化 学 势 ,我 们 用 两 个 角 标 来 标记 它们 : 
上 角 标 (罗马 数字 ) 代 表 相 ,下 角 标 ( 阿拉伯 数字 ) 代 表 组 分 . 于 是 相 平 衡 条 件 可 
以 写成 形式 
Hi = = … = 1， 
Ma = = 三 ja 
i (86.1) 


$87 稀 深 液 。 233 ， 


"A a, 
We Ss ls 


这 些 化 学 势 作 为 函数 每 一 个 都 有 m + 1 个 独立 变量 :P,T 和 各 种 组 分 在 某 相 中 
的 n -1 个 浓度 (每 相 有 个 独立 的 不 同 种 粒子 数 ,它们 之 间 有 -= 1 个 独立 的 比 
值 ). 

条 件 (86. 1) 是 一 组 n(r- 1) 个 方程 式 . 这 些 方程 式 中 的 未 知 数 的 数目 等 于 
2+r(n 一 1). 这 些 方程 式 要 有 人 解 ,它们 的 数目 在 任何 情况 下 都 必须 不 大 于 未 知 
数 的 数目 , 即 

n(r—-1)<2+r(n-1), 
亦 即 
rn+2. (86.2) 
换 句 话说 ,在 由 种 独立 组 分 所 构成 的 系统 中 ,可 以 有 不 多 于 n +2 个 的 相同 时 
处 于 平衡 . 这 就 是 所 谓 吉 布 斯 相 律 . 在 § 81 中 我 们 已 经 有 过 这 个 相 律 的 特殊 情 
形 :在 一 种 组 分 的 情形 下 ,能 够 相互 接触 而 同时 存在 的 相 的 数目 不 可 能 大 于 3. 

如 果 同 时 共存 的 相 数 "小 于 n+2, 那 么 在 方程 组 (84.1) 中 ,有 m+2-r 个 
变量 显然 可 以 具有 任意 值 . 换 句 话说 ,可 以 任意 改变 任何 n+2 -r 个 变量 ,而 不 
破坏 平衡 ;当然 ,同时 其 余 的 变量 是 以 完全 确定 的 方式 变化 的 . 可 以 任意 被 改变 
而 不 破坏 平衡 的 变量 的 数目 , 称 为 系统 的 热力 学 自由 度 的 数目 . 如 果 用 字母 了 来 
代表 它 ,那么 就 可 以 把 相 律 写成 形式 

下 三 源 宇 证 二 (86. 3 ) 
式 中 /当然 不 能 小 于 0. 如果 相 数 等 于 它 的 最 大 可 能 值 n+2, 那 么 f=0, 这 就 是 
说 ,在 方程 组 (86. 1) 中 所 有 的 变量 都 是 确定 的 ,其 中 没有 一 个 能 够 改变 而 不 使 
平衡 破坏 或 不 使 任何 一 相 消 失 . 


$87 稀 溶液 


我 们 在 $87 一 §91 中 要 研究 稀 溶 液 的 热力 学 性 质 , 所 谓 稀 溶 液 就 是 这 样 的 
溶液 :其 中 溶质 的 分 子 数 远 远 小 于 溶剂 的 分 子 数 . 我 们 首先 来 考虑 只 有 一 种 溶 
质 的 溶液 ;对 于 几 种 溶质 的 溶液 ,可 以 直接 推广 . 


设 w 为 溶液 中 溶剂 的 分 子 数 ,n 为 溶质 的 分 子 数 . 我 们 把 比值 六 =< 称 为 溶 


液 的 浓度 ;根据 上 面 所 作 的 假设 ,c < 1. 
现在 我 们 来 求 溶液 的 热力 学 势 的 表达 式 . 设 Bo(T,P,N) 为 纯 溶剂 (其 中 没 
有 溶解 任何 东西 ) 的 热力 学 势 . 按照 公式 ® = Nu( 对 于 纯 物 质 适 用 ) ,可 写 
$, = Nao(P,T), 
式 中 jo(P,7T) 是 纯 溶剂 的 化 学 势 . 我 们 用 字母 a = a(P,7T,N) 表 示 在 溶剂 中 引 
入 一 个 溶质 分 子 时 热力 学 势 发 生 的 微小 变化 . 在 稀 溶 液 的 假定 下 ,溶质 的 分 子 
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在 溶液 中 彼此 相距 足够 远 ,所 以 它们 的 相互 作用 很 弱 . 略 去 这 个 相互 作用 ,可 以 
认定 ,在 溶剂 中 引入 nn 个 溶质 分 子 时 热力 学 势 的 变化 等 于 na. 但 是 ,这 样 得 到 的 
表达 式 B。 + na 中 ,并 没有 以 适当 的 方式 考虑 所 有 溶质 分 子 的 全 同性 . 如 果 在 计 
算 配 分 函数 时 将 所 有 溶质 分 子 当成 彼此 可 区 分 的 ,用 公式 (31.5 ) 得 到 的 就 该 是 
这 个 式 子 . 正如 我 们 所 知 (参看 (31.7)) ,这样 计 算出 来 的 配 分 函数 实际 上 还 应 
该 再 除 以 n1%. 

这 就 使 得 在 自由 能 中 ,因而 也 在 热力 学 势 B 中 出 现 附加 的 一 项 Tlnnl. 
此 ， 

@ = Nao(P,T) + na(P,T,N) + TInn! 

其 次 ,因为 n 虽然 比 N 小 很 多 ,但 就 其 本 身 来 讲 仍 是 一 个 很 大 的 数 , 所 以 在 最 后 


一 项 中 可 以 用 nln 一 来 代替 Inn!. 于 是 
DD = Niwo + n(a 十 Tin 志 | 三 Nu 十 nTIn ( Ze" ). 
现在 我 们 应 当 考虑 到 这 一 情况 :@ 必须 是 n 入 的 一 次 齐 次 函数 . 为 此 , 显 
然 对 数 中 的 宗 量 。” "必须 具有 的 形式 . 因此 ， 
是 n 
$ = Nu + "Tln [BCP,7)]. 


最 后 ,引入 了 和 了 的 一 个 新 函数 :y(P,T) =7TlInf(P,7) ,我 们 就 求 出 溶液 
的 热力 学 势 的 表达 式 : 


@ = Nuo(P,T) + nTIn + ny(P,T7). (87.1) 


在 本 节 开 头 我 们 曾经 假设 把 一 项 na 加 到 纯 溶 剂 的 热力 学 势 上 去 ,这 个 假 
设 实际 上 不 是 别 的 ,而 就 是 相当 于 按 n 的 寡 次 展开 成 级 数 并 只 保留 一 次 项 . 按 n 
展开 的 下 一 寡 次 项 正比 于 m ,根据 相对 于 n 入 的 齐 次 性 , 它 应 该 形 为 


BCP,T) 这 里 Bp 只 是 P 和 7 的 函数 . 因此 , 当 精确 到 二 次 项 时 , 稀 溶 液 的 热力 
学 势 具 有 形式 


$B = Nu(P,T) + RT + ny(P,T) 二 所 (87.2) 
上 式 推 广 到 几 种 物质 的 溶液 ,显然 为 
和 STinh + Dn + 3 Ba (87.3) 


全 我们 在 这 里 忽略 量子 效应 ,对 于 稀 溶 液 一 一 就 像 对 于 足够 稀薄 的 气体 一 样 一 一 这 总 是 允许 的 . 
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式 中 n, 是 各 种 不 同 溶质 的 分 子 数 . 
从 (87.1) 式 很 容易 求 出 溶液 中 溶剂 的 化 学 势 (y) 和 溶质 的 化 学 势 (p') :前 
者 等 于 


p= pT pTe, (87.4) 
后 者 等 于 
二 (87. 5) 
* on N 
$88 渗透 压 


在 这 一 节 和 下 几 节 中 ,我 们 要 研究 溶液 的 一 些 性 质 ,并 且 仍 旧 认 为 溶液 是 
稀 溶液 ,因而 将 利用 上 节 的 公式 . 
我 们 假设 :同一 物质 在 同一 溶剂 中 但 具有 不 同 浓度 c, 和 c, 的 两 种 溶液 被 
一 层 膜 彼此 隔离 开 , 溶 剂 的 分 子 可 以 通过 这 层 膜 ,但 是 溶质 的 分 子 不 能 通过 
( 半 透 膜 ). 来 自 膜 的 两 侧 的 压强 在 这 种 情况 下 是 不 同 的 (在 $12 中 关于 压强 
相等 的 讨论 在 这 里 由 于 半 透 膜 的 存在 而 并 不 适用 ). 这 两 个 压强 之 差 称 为 渗 
透 压 . 
这 两 种 溶液 之 间 的 平衡 条 件 是 (除了 它们 的 温度 相等 以 外 ) 这 两 种 溶液 中 
的 溶剂 的 化 学 势必 须 相等 . 这 时 溶质 的 化 学 势 未 必 相 等 ,因为 由 于 膜 的 半 透 性 ， 
平衡 只 对 于 溶剂 发 生 . 
把 两 种 溶液 的 压强 用 P, 和 P, 来 表示 ,并 利用 (87.4) 式 ,我 们 得 到 如 下 形 
式 的 平衡 条 件 : 
人 (88. 1 ) 
压强 差 P, - P, =AP( 即 渗透 压 ) 对 于 稀 溶 液 来 讲 是 相当 小 的 . 因此 可 以 把 
mu(P,,7) 按 AP 的 寡 次 展开 成 级 数 , 并 只 保留 头 两 项 : 
oer AP hs. 
把 上 式 代 入 (88. 1) ,我 们 就 求 出 : 


0 
= (¢, -6,)7. 


但 是 -5 并 不 是 别 的 ,而 就 是 纯 溶剂 的 分 子 体积 x 因此 我 们 得 到 : 


AP = (c, -0,) 于 (88. 2) 


如 果 在 膜 的 一 边 是 纯 溶 剂 (<, =0,c =c) ,那么 在 这 种 特殊 情况 下 ,渗透 压 
等 于 
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将 
ME me mp (88.3) 
式 中 是 在 溶剂 的 体积 V 中 的 溶质 分 子 数 ( 由 于 溶液 很 稀 ,V 相当 精确 地 等 于 
溶液 的 总 体积 ). 公式 (88.3) 称 为 范 托 夫 公式 . 必须 注意 到 :这 个 公式 适用 于 一 
切 稀 溶 液 , 而 与 (无 论 是 溶剂 还 是 溶质 的 ) 具 体 物质 种 类 无 关 , 并 且 它 同 理想 气 
体 的 物 态 方程 有 相似 性 . 这 里 渗透 压 代替 了 气体 压强 ;溶液 体积 代替 了 气体 体 
积 ;溶质 的 分 子 数 代替 了 气体 中 的 粒子 数 . 
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在 这 一 节 中 我 们 来 考虑 溶剂 相互 接触 的 两 相 之 间 的 平衡 ,每 一 相 都 各 溶解 
着 一 定量 的 同一 溶质 . 相 平衡 条 件 是 (除了 压强 相等 ,温度 相等 以 外 ) 两 相 中 的 
溶剂 化 学 势 相 等 且 溶 质 化 学 势 相 等 . 我 们 现在 利用 第 一 个 条 件 , 并 把 它 写成 
ml tp = (CRY 6 (89.1) 
式 中 c| 和 cu 是 浓度 ,uo 和 jo 是 两 相 的 纯 溶 剂 化 学 势 . 
应 当 注 意 :我 们 现在 所 考虑 的 系统 由 两 种 组 分 构成 ,并 以 两 相 存 在 ,所 以 具 
有 两 个 热力 学 自由 度 . 因此 在 P,T,ci ,cy 这 四 个 量 中 只 有 两 个 量 能 任意 选择 ; 
例如 ,如 果 我 们 选 定 已 或 了 和 一 个 浓度 ,那么 另 一 个 浓度 这 时 也 定 了 . 
假如 溶剂 的 两 相 都 不 包含 溶质 ,那么 它们 平衡 的 条 件 就 是 
PT sm (89. 2) 
(这 时 我 们 用 7, 和 P。 表示 两 相 的 温度 和 压强 ). 
因此 , 当 纯 溶剂 的 两 相 平衡 时 ,压强 和 温度 的 依赖 关系 由 方程 式 (89.2) 来 
确定 ,将 某 种 物质 深入 这 两 相 后 ,相应 的 依赖 关系 就 由 方程 式 (89. 1) 来 确定 . 对 
于 稀 溶液 来 讲 , 二 者 彼此 相近 . 
现在 我 们 在 等 式 (89. 1) 中 把 几 (P,7) 和 内 (P,7T) 按 已 -Pu=AP 和 7-7= 
AT 的 寡 次 展开 成 级 数 ,其 中 P。 和 7。 是 纯 溶剂 的 相 平衡 曲线 上 某 一 点 的 压强 
和 温度 ,这 一 点 应 接近 于 在 溶液 相 平衡 曲线 上 的 给 定点 P,7. 在 展开 式 中 我 们 
只 保留 AP 和 AT 的 一 次 项 ,并 考虑 到 (89.2) ,于 是 由 (89. 1 ) 就 得 到 : 
au ao aa 


AT7 
a hp aP 


但 是 ， - 如 和 -2 正 是 纯 溶剂 单 分 子 炳 。 和 体积 w. 添加 相 角 标 后 ,可 得 : 


- (si -sg)AT+(v ~- vy)AP = (cl -cn)7. (89.3) 
根据 公式 (81.5) ,我 们 有 : 
(sy -si1)T7T = 9， 
式 中 4 是 溶剂 从 第 一 相 转 变 到 第 二 相 的 相 变 潜 热 . 因此 (89.3) 也 可 以 改写 成 形 








dd 
AP -eT = AT+ RP a, Rd 
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AT + (vy wa AP = (Cof er YT (89.4) 


我 们 来 考虑 这 个 公式 的 两 个 特殊 情形 . 首先 我 们 选择 点 Pu ,To, 使 得 Pu = 
P. AT 就 是 在 溶解 过 程 中 两 相间 的 相 变 温度 改变 ,也 就 是 当 两 相 都 是 溶液 时 这 
一 相 变 (在 压强 PP 下) 的 温度 7 与 (在 同样 压强 下 ) 纯 溶剂 相 变温 度 Tu 之 差 . 
为 这 时 AP =0, 所 以 由 (89.4) 我 们 得 到 : 


2 
AT = Lk (89. 5) 
在 一 相 为 纯 溶 剂 的 情形 下 ,例如 cr =0,c， =c, 则 
AT = 了 工 < (89.6) 


特别 是 ,如 果 洲 质 不 溶 于 固 相 , 那 么 就 可 以 由 这 个 公式 确定 出 在 溶解 过 程 中 凝 
固 温 度 的 改变 ;这 时 的 两 相 是 液态 的 溶液 和 固态 的 溶剂 ,而 A7T 是 溶剂 从 溶液 中 
凝固 出 来 的 温度 与 纯 溶剂 凝固 温度 之 差 . 凝固 时 放 热 , 即 g 是 负 的 . 因而 AT < 
0, 也 就 是 说 ,如 果 凝 固 出 来 的 是 纯 溶剂 ,那么 溶质 的 溶解 就 使 得 凝固 温度 降低 . 

如 果 溶 质 不 是 挥发 性 的 ,那么 也 可 以 由 关系 式 (89.6) 确 定 出 在 有 溶质 溶解 
时 沸点 的 改变 ;这 时 的 两 相 是 液态 溶液 和 溶剂 蒸气 . 现在 A7 是 溶剂 从 溶液 中 蒸 
发 出 来 的 温度 和 纯 溶剂 沸点 之 差 . 因为 沸腾 时 吸 热 , 所 以 9>0, 因 而 AT>0, 也 
就 是 说 ,在 溶解 过 程 中 沸点 升 高 . 

从 公式 (89.6) 得 出 的 所 有 这 些 结论 都 同 勒 夏 特 列 原 理 完全 一 致 . 例如 , 设 
液态 的 溶液 同 固态 的 溶剂 处 于 平衡 . 如 果 增 加 溶液 的 浓度 ,那么 根据 勒 夏 特 列 
原理 ,凝固 点 必然 降低 ,以 至 于 一 部 分 固态 溶剂 转移 到 溶液 中 去 ,而 浓度 又 降 
低 . 系统 好 像 在 抗拒 偏离 平衡 状态 . 类 似 地 ,如 果 同 溶剂 蒸气 处 于 平衡 的 液态 溶 
液 的 浓度 增加 ,那么 沸点 必然 升 高 ,使 得 一 部 分 蒸气 凝结 到 溶液 中 去 而 浓度 得 
以 降低 . 

现在 我 们 来 讨论 公式 (89.4) 的 另 一 个 特殊 情形 ,我 们 选取 Po ,Te 使 得 Te = 
7. 于 是 ,AP 是 溶液 两 相 平 衡 时 的 压强 与 纯 溶 剂 两 相 平 衡 时 的 压强 (在 同样 温度 
下 ) 之 差 . 现在 AT=0, 因 而 由 (89.4) 我 们 得 到 : 

(89.7) 
本 

我 们 把 上 式 应 用 于 液 相 和 气相 之 间 的 平衡 . 在 这 种 情形 下 ,一 相 ( 液 相 ) 的 

体积 同 另 一 相 的 体积 比较 起 来 可 以 忽略 不 计 , 因 而 (89.7) 变 成 


2 -cn) 
a YY 


AP (89.8) 
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式 中 v 是 气相 (第 一 相 ) 的 分 子 体积 . 注意 到 Pv=7, 并 在 同样 的 精确 度 下 把 P= 
Pu 代入 (P。 是 在 纯 溶剂 上 面 的 饱和 蒸气 压 ) ,可 以 把 这 个 公式 写成 形式 


AP = P(e, 一 Ci) (89. 9 ) 
如 果 气 相 是 纯 溶 剂 的 蒸气 (c] =0，,cn =c), 则 (89.9) 具 有 形式 
二 (89. 10) 


式 中 是 溶液 的 浓度 . 这 个 公式 给 出 洲 剂 饱和 蒸气 压 溶液 上 方 值 (P) 和 纯 溶 剂 
上 方 值 ( Po) 之 差 . 在 溶解 过 程 中 饱和 莱 气 压 的 相对 降低 等 于 溶液 的 浓度 ( 拉 乌 
尔 定律 )2. 
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我 们 进一步 考虑 同一 种 物质 在 两 种 不 同 溶剂 (例如 ,两 种 互 不 溶 混 的 液体 ) 
中 的 两 种 溶液 ,它们 相互 接触 而 构成 一 个 系统 . 它们 的 浓度 用 记号 ck 和 c, 来 表 
个 \， 

这 个 系统 的 平衡 条 件 是 溶质 在 两 种 溶液 中 的 化 学 势 相 等 . 借助 于 (87.5 ) ， 
可 以 把 这 个 条 件 写 成 形式 

Tines tp (PT) = Thnes + wt, T):; 
函数 y， 和 ;对 于 不 同 的 溶剂 自然 是 不 同 的 . 由 此 我 们 求 出 : 
一 = exp 下 卫生 (90. 1 ) 

这 个 等 式 的 右边 只 是 已 和 了 的 函数 . 因此 ,溶质 在 两 种 溶剂 之 间 适 当 分 配 ,使 得 
相对 浓度 (在 给 定 的 压强 和 温度 之 下 ) 总 是 恒定 的 ,而 与 溶质 和 溶剂 的 总 量 无 关 
(分 配 定律 ). 显然 ,这 同一 个 定律 也 适用 于 一 种 物质 溶解 在 相互 接触 的 同一 溶 
剂 两 相 中 的 情形 . 

其 次 ,我 们 考虑 一 种 气体 (看 作 是 理想 的 ) 同 它 在 某 种 凝聚 态 溶剂 中 的 溶液 
之 间 的 平衡 . 平衡 条 件 , 这 也 就 是 纯 气 体 的 和 被 溶解 气体 的 化 学 势 相等 , (借助 
于 (42.6) 和 (87.5)) 可 以 写成 形式 

ne +w(P,T) = FinP x DD). 

由 此 我 们 求 出 : 


g exp (<a) (90.2) 


函数 (PP,7T) 表征 液态 (或 固态 ) 溶 液 的 性 质 ; 但 是 当 压 强 不 大 时 ,液体 的 
性 质 几 乎 与 压强 无 关 . 因此 y(P,T) 对 压强 的 关系 可 以 不 予 考虑 ,而 可 以 认为 


© 应 当 提醒 一 下 :c 指 分 子 浓度 ( 分 子 数 之 比方 
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(90.2) 中 PP 的 系数 是 与 压强 无 关 的 常数 : 
c = Px 常数. (90.3) 
因此 当 气 体 溶 解 时 ,( 稀 ) 溶 液 的 浓度 正比 于 气体 的 压强 ( 享 利 定律 ) 了 了. 


习 题 


1. 试 求 出 处 于 重力 场 中 的 溶液 浓度 随 高 度 的 变化 . 

解 : 我 们 应 用 在 外 力 场 中 的 平衡 条 件 (85.3) ,并 且 把 它 对 溶质 写 出 :Tinc+ 
凡 (P,T) +mgz= 常 教 ,因为 溶质 的 分 子 在 重力 场 中 的 势能 是 mgz(z 是 高 度 ,m 
是 分 子 的 质量 ). 我 们 把 这 个 等 式 对 高 度 求 导数 ,同时 考虑 到 温度 是 常数 (这 是 
平衡 条 件 之 一 ), 得 

了 dc .WdP - 
a 
因为 溶液 的 体积 等 于 
99 Ne nw 


pp 


(我 们 把 由 的 表达 式 (87.1) 代 入 ) ,所 以 可 以 把 5 这 个 量 称 为 一 一 个 溶质 分 子 所 


占有 的 体积 v'. 因此 

工学 +m Pc 
de 
为 了 求 出 已 对 z 的 依赖 关系 ,我 们 利用 溶剂 的 平衡 条 件 台 : 


vv + ME = 0， 


尖 汪 we -区 是 溶剂 分 子 体积 ， M 是 溶剂 分 子 的 质量 . 把 号 代入 前 一 条 件 ,我 们 就 


求 出 : 
T de 办 
> i 和 和: 
如 果 溶 液 可 以 认为 是 不 可 压缩 的 , 即 v 和 v 都 是 常数 ,那么 由 此 就 求 出 公 


式 


@ 这 里 假定 ,气体 的 分 子 以 不 变 的 形态 进入 溶液 . 如 果 分 子 在 溶解 时 分 解 ( 如 , 氧 H; 在 某 些 金 属 中 
的 溶解 ) ,那么 浓度 对 压强 的 依赖 关系 不 同 ( 参 看 $ 102 ,习题 3). 


@ 在 这 个 条 件 中 涉及 浓度 的 项 ( -7 时) 很 小 可 以 忽略 不 计 . (在 溶质 的 平衡 条 件 中 ,这 一 项 在 分 
母 中 含有 c, 因 而 并 不 小 . ) 
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(co 是 溶液 在 z=0 处 的 浓度 ) ,这 也 就 是 根据 阿 基 米 德 定 律 修 正 过 的 通常 的 气 
压 计 公式 . 
2. 两 种 物质 同时 溶解 在 同一 种 溶剂 中 , 求 它们 溶解 度 的 改变 之 间 的 关系 中. 
解 : 两 种 溶质 之 间 的 相互 作用 由 热力 学 势 (87.3) 中 的 二 次 项 (正比 于 
mimz ) 刻 画 .溶质 的 化 学 势 为 
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上 及 1 三 Di 三 7 lnci + Wi + eB + cBi, 
I 


并 且 凡 有 类 似 的 式 子 | 浓度 < -局 ,es = 如 |. 每 一 种 溶质 在 没有 其 它 溶质 时 的 
溶解 度 col 和 co 取决 于 平衡 条 件 
Ko = 7 了 lnco + wy + copBi, 
Ko = Tlnco, + + copBz, 
式 中 jsU%w 为 纯 溶质 的 化 学 势 . 共 溶解 度 ch ,co 取决 于 条 件 
LK'0o = Tinco + +coB + coB1s, 
Lo = 了 lnco + WY, + cozB + coBiz: 
从 (2) 中 把 (1) 逐 项 相 减 并 考虑 到 溶解 度 的 改变 相对 微小 (cv = cs -cu << eo， 
Scos << co ) ,我 们 求 出 


(1) 


(2) 





Tr = 一 op， 了 = ~ pupBis. 
由 此 得 出 
Hes, = bes, 
即 两 种 物质 溶解 度 的 改变 相同 . 


3. 求 两 种 溶质 同时 存在 时 它们 饱和 蒸气 压 的 改变 之 间 的 关系 . 
解 : 单 种 物质 的 溶液 的 饱和 蒸气 压 各 自 取 决 于 平衡 条 件 
下 ] 基 和 ,二 允 人 人 了 = Tlac 二 
TInP; +x(T) = Tlnc; + w+ eB 
(等 号 左边 的 表达 式 是 燕 气 状态 下 两 种 溶质 的 化 学 势 ), 混合 溶液 上 的 压强 
Pi 和 已 来 自 条 件 
TInP +X = Thanc + 上 CD tcp 
THT. SS Tne + TB, Bi 
由 此 ,对 于 微小 改变 SP =P' - 忆 ,5P, ,我 们 求 出 
5P， SP 


= cBy,， Tp = CB, 


DD 溶解 度 就 是 饱和 溶液 的 浓度 . 这 里 假设 它 仍然 很 小 ,以 致 稀 溶液 理论 的 公式 能 够 应 用 . 
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因此 所 求 的 关系 为 





8$91 溶解 过 程 的 放 热 和 体积 改变 


溶解 过 程 伴随 着 热量 的 释放 或 吸收 ;现在 我 们 就 来 计算 这 种 热效应 - 首先 
我 们 来 确定 由 于 溶解 过 程 可 能 作 的 最 大 功 . 

我 们 假设 :溶解 过 程 是 在 恒温 、 恒 压 下 进行 的 . 在 这 种 情形 下 ,最 大 功 由 热 
力学 势 的 改变 所 决定 . 假设 在 浓度 为 c 的 溶液 中 再 溶解 一 些 为 数 不 多 的 5n 个 
溶质 分 子 ,我 们 来 对 这 个 过 程 计算 最 大 功 . 整个 系统 的 总 的 热力 学 势 的 改变 86 
等 于 溶液 和 纯 溶质 的 热力 势 的 改变 之 和 . 因为 有 5n 个 溶质 分 子 被 加 到 溶液 中 
去 ,所 以 溶液 的 热力 学 势 的 改变 为 


dP = 
式 中 心 是 溶质 在 溶液 中 的 化 学 势 . 纯 溶 质 的 热力 学 势 $B, 的 改变 等 于 





ap ‘S$ 
on ED 





PD’ , 
On a 


因为 溶质 的 分 子 数 减少 了 in 个 (jo 是 纯 溶质 的 化 学 势 ). 因而 在 溶解 过 程 中 热 
力学 势 总 的 改变 等 于 


5G, =- 


= 和 (91.1) 
现在 只 需要 把 (87.5) 中 的 公 代 人 上 式 , 得 到 : 
culP TY 

5 中 =- Tn i (91.2) 


式 中 
ete = exp 如 

是 溶解 度 , 即 饱和 溶液 (就 是 与 纯 溶 质 处 于 平衡 状态 的 溶液 ) 的 浓度. 这 个 结论 
是 直接 从 这 样 一 个 事实 得 出 的 :在 平衡 状态 下 ® 必须 具有 极 小 值 , 即 必须 5 更 = 
0. 公式 (91.3) 也 可 以 直接 从 溶液 与 纯 溶质 的 平衡 条 件 即 纯 溶 质 和 溶液 中 的 化 
学 势 相 等 的 条 件 得 出 . (但 是 ,必须 注意 :只 有 在 ce 很 小 的 情况 下 , 才 可 以 认为 en 
是 与 饱和 溶液 的 浓度 一 致 的 ,因为 前 面 几 节 的 所 有 公式 都 只 适用 于 浓度 很 小 的 
情形 . ) 

上 面 所 得 到 的 式 子 就 确定 了 所 求 的 功 : | 5 更 | 这 个 量 就 是 由 于 5n 个 分 子 
的 溶解 可 能 作 的 最 大 功 ;这 个 量 同时 也 是 为 了 从 浓度 为 ¢ 的 溶液 中 分 离 出 in 
个 溶质 分 子 所 必须 耗费 的 最 小 功 





(913 


242 ， 第 九 章 溶 液 


现在 要 计算 在 恒 压 下 的 溶解 过 程 中 所 吸收 的 热量 5Q。 已 经 没有 困难 (如 果 
850。<0, 那 么 表示 热量 释放 ). 在 恒 压 下 进行 的 过 程 中 所 吸收 的 热量 等 于 迷 的 改 
变 ( §14). 从 另 一 方面 来 讲 ,因为 


Ts 
所 以 我 们 有 中 
50- =—7 Ee 、 (91.4) 
把 (91.2) 代 入 上 式 ,我们 就 得 到 待 求 的 热量 : 
2 (91.5) 
a aT | 


因此 ,溶解 过 程 的 热效应 与 溶解 度 对 温度 的 依赖 关系 有 关 . 我 们 看 到 :30 直接 
正比 于 5n; 因 此 这 个 公式 也 适用 于 任何 有 限量 的 物质 的 溶解 过 程 (当然 溶液 仍 
应 保持 为 稀 溶 液 ). 溶解 n 个 分 子 时 吸收 的 热量 等 于 
0 ln co 
Or = nT 2 
我 们 再 来 确定 在 溶解 过 程 中 体积 的 改变 , 即 溶液 的 体积 相对 于 纯 溶 质 及 用 
以 溶解 溶质 的 溶剂 二 者 总 体积 之 差 . 我 们 来 计算 由 于 溶解 in 个 分 子 所 引起 的 
体积 改变 8Y. 体积 是 热力 学 势 对 压强 的 偏 导数 . 因此 体积 的 改变 就 等 于 在 该 过 
程 中 热力 学 势 的 改变 对 压强 的 偏 导数 , 即 


8V = -0.80. (91.7) 


aP 
代入 (91.2) 中 的 8 ,我 们 就 求 出 : 


5V = - Tn ln co. (91.8) 


最 后 我 们 指出 :公式 (91.6) 符 合 勒 夏 特 列 原理 . 例如 ,我们 假设 8Q8。 是 负 
的 , 即 在 溶解 过 程 中 放 热 . 我 们 来 考虑 饱和 溶液 ,如 果 使 它 冷 却 , 那 么 根据 勒 夏 
特 列 原理 ,溶解 度 必然 升 高 ,导致 进一步 溶解 . 这 时 热量 释放 出 来 , 即 系统 好 像 
抗拒 破坏 平衡 的 冷却 一 样 . 从 (91.6) 也 可 以 得 出 同样 的 结论 ,因为 在 这 种 情形 


下 -是 负 的 . 类 似 的 讨论 也 可 以 证 明 公式 (91. 8) 同 勒 夏 特 列 原理 是 一 臻 的 ， 


(91.6) 


习 题 
1. 试 求 出 在 形成 饱和 溶液 时 可 能 产生 的 最 大 功 . 
@ 等 容 过 程 中 热量 吸收 的 类 似 公式 是 : 


SO a= ( 立 末 ) (91.4a) 


Y 
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解 : 在 溶解 前 , 纯 溶剂 的 热力 学 势 是 Nu , 纯 溶 质 的 热力 学 势 是 ny'. 整个 系 
统 的 热力 学 势 是 
$B, = Nuo + Apo 
在 溶解 后 的 热力 学 势 是 
B, = Nu + nTIn + ny. 
最 大 功 是 
Ro = By -By = nTln +n(ps -yy) = nTln 一 ， 
(对 (91.2) 式 进行 积分 也 可 以 得 到 这 个 量 ). 如 果 形 成 他 和 溶液 , 即 c = csn = 
Nc = Neo, 那 么 
“A 
2. 试 求 出 为 了 从 浓度 为 ci 的 溶液 中 分 离 出 一 部 分 溶剂 以 使 溶液 的 浓度 达 
到 c, 须 作 的 最 小 功 . 
解 :在 分 离 以 前 ,溶液 的 热力 学 势 是 
$, = Niuo + Noe, TIn 一 + Neiy 
(溶质 的 分 子 数 是 Ne, ;NN 是 溶剂 原来 的 分 子 数 ). 为 了 使 溶液 的 浓度 达到 c,, 必 
须 从 其 中 分 离 出 nl -] 个 溶剂 分 于 . 剩 下 的 溶液 以 及 分 出 来 的 溶剂 二 者 的 
2 
热力 学 势 之 和 为 
吊 ，= Nuo + Nec， Tln 一 + Ne,y. 
最 小 功 是 


C2 
有 9, 中 二 Ne 了 一 
C) 
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前 几 节 中 所 用 的 把 热力 学 量 按 浓度 的 睁 次 展开 的 方法 完全 不 适用 于 强 电 
解 质 溶 液 这 种 重要 的 情形 ; 强 电 解 质 是 在 溶解 时 几乎 完全 离 解 成 离子 的 物质 . 
离子 间 库 仑 相互 作用 力 随 距离 增加 而 来 的 减弱 很 缓慢 ,这 使 得 出 现 有 一 项 正比 
于 浓度 的 低 竹 次 ( 低 于 二 次 ,实际 上 是 3/2 次 ). 

很 容易 看 出 :寻求 强 电解 质 的 稀 溶 液 热 力学 量 的 问题 ,可 以 归结 为 $78 中 
讨论 过 的 几乎 完全 电离 的 理想 气体 问题 (P. Debye,E. Hiickel,1923). 这 个 结论 
可 从 确定 自由 能 的 基本 统计 公式 (31.5) 出 发 得 出 . 我 们 分 两 步 来 求 出 配 分 函数 
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中 的 积分 . 首先 我 们 对 溶剂 分 子 的 坐标 和 动量 进行 积分 . 于 是 配 分 函数 形 为 
| 


式 中 积分 只 过 及 电解 质粒 子 的 相 空 间 , 而 F(p,g) 是 带 有 “ 锐 岩 "离子 的 溶剂 自 
由 能 ,而 离子 的 坐标 和 动量 充当 参量 . 我 们 从 电动 力学 知道 : (体积 和 温度 给 定 
的 ) 介 质 中 的 电荷 系统 自由 能 ,可 以 从 电荷 在 自由 空间 中 的 能 量 出 发 ,通过 将 各 
二 电荷 的 乘积 除 以 介质 介 电 沼 数 es 导 得 了. 因此 在 计算 溶液 自由 能 的 第 二 步 与 
§ 78 中 进行 的 计算 一 样 . 
于 是 ,根据 (78. 12) ,所 求 的 强 电 解 质 对 溶液 自由 能 的 贡献 由 下 式 给 出 : 
2e” 372 

"33 (Tne) 
式 中 求 和 遍及 溶液 中 所 有 类 型 的 离子 ,并 且 , (溶液 整个 体积 中 的 )a 类 离子 的 
数目 用 n, 表示 ,以 同 这 一 章 的 符号 一 致 . 在 给 定 的 压强 和 温度 下 ,上 式 也 代表 
对 热力 学 势 的 贡献 . 如 果 我 们 用 Y= Nz 来 引入 溶剂 分 子 的 体积 v(P,7) ,那么 我 
们 就 可 以 把 溶液 的 热力 学 势 写 成 形式 


9 = Ns + > enh + ny. - 


2e’ Sn,z 

-3 - | N ] 

我 们 可 以 从 这 个 式 子 用 通常 的 法 则 推导 出 电解 质 溶液 的 任何 热力 学 性 质 . 
例如 ,如 果 我 们 要 计算 渗透 压 ,那么 我 们 可 以 写 出 溶剂 的 化 学 势 ; 

T 本 nz 

ni er 琴 二 也 际 | | ] 。 

因此 我 们 可 以 用 像 8 88 中 一 样 的 方法 求 出 (在 纯 溶剂 的 边界 上 的 ) 渗 透 压 为 : 


(92.1) 


3/2 








(92.2) 


人 e’ TT 172 Fn.z 372 
名 (92.3) 
溶液 的 答 为 
2 民 日 几 。 
人 
2e3 172 1 
+ ( DB) er aT eT Yio (92.4) 


由 这 个 式 子 我 们 可 以 求 出 溶解 热 0 ,溶解 热 在 用 大 量 的 溶剂 (在 恒定 的 P 和 7 了 
下 ) 稀 释 溶 液 (以 致 浓度 趋 近 于 零 ) 时 释放 出 来 . 这 个 热量 由 在 这 个 过 程 中 的 迷 
变 来 确定 . 在 (92. 4) 中 线性 依赖 于 粒子 数 的 项 显然 对 我 们 所 求 的 差 没有 贡献 ， 


”这 里 假定 离子 间距 比分 子 尺 度 大 得 多 . 但 是 我 们 从 $78 知道 :在 所 考虑 的 近似 下 ,对 热力 学 量 的 
主要 贡献 正 是 来 自 这 样 的 距离 . 
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因此 我 们 得 到 : 


Ba 
所 得 公式 成 立 的 唯一 条 件 ,就 是 浓度 应 该 足够 小 . 实际 上 ,电解 质 为 强 的 ,这 就 
表明 不 同 种 类 离子 间 的 吸引 能 量 总 是 小 于 7. 由 此 得 出 ,在 比分 子 线 度 大 得 多 的 
距离 下 ,相互 作用 的 能 量 在 任何 情况 下 都 比 7 为 小 . 其 实 , 稀 溶液 的 条 件 (n << 
N) 正 表明 :离子 之 间 的 平均 距离 比分 子 的 线 度 为 大 . 因此 从 这 个 条 件 自动 得 出 
如 下 不 等 式 表示 的 弱 相 互 作用 条 件 


a 
< (大 ) 
(参看 (78.2) 式 ) , 它 也 是 §78 中 所 取 近 似 的 基础 . 
习 题 


试 求 加 入 一 定量 的 第 二 种 电解 质 ( 其 所 有 离子 与 第 一 种 的 全 都 不 同 ) 后 第 
一 种 强 电 解 质 溶解 度 (假设 很 小 ) 的 改变 . 
解 : 强 电解 质 的 溶解 度 ( 即 饱和 溶液 的 浓度 ) 由 如 下 方程 式 所 确定 : 


4(P,T) = > Wh = TS y, in + > 





s(n (Di)( Da (1) 

式 中 凡是 固态 纯 电 解 质 的 化 学 势 ,v。 是 电解 质 的 一 个 分 子 中 a 类 离子 的 数目 . 
如 果 我 们 把 其 它 离 子 加 到 溶液 中 去 ,那么 ,因为 和 式 》nsz? 必须 包括 所 有 存在 

sb 
于 溶液 中 的 离子 ,所 以 原来 离子 的 化 学 势 将 由 于 这 个 和 式 的 改变 而 改变 . 如 果 
我 们 用 n/N =vco 来 定义 溶解 度 c,, 那 么 我 们 就 可 以 在 恒定 的 PP 和 TT 下 把 (1) 
式 进行 变 分 来 求 出 它 的 改变 : 
WE ; 
Ie vy 2 TIN > 5( 2, nz ): 
变 分 号 后 的 和 式 只 含 另 加 的 离子 类 型 . 我 们 注意 到 ,在 所 考虑 的 条 件 下 溶解 度 
增加 . 
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热力 学 量 ( 如 能 量 和 灶 ) 的 可 加 性 只 在 物体 各 部 分 之 间 的 相互 作用 可 以 忽 
略 不 计时 才能 成 立 . 因此 ,对 于 几 种 物质 的 混合 物 一 一 例如 , 几 种 液体 的 混合 
物 ,热力 学 量 并 不 等 于 混合 物 各 个 组 分 的 热力 学 量 之 和 . 


Sco 
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例外 的 情形 是 理想 气体 的 混合 物 ,因为 根据 定义 ,它们 的 分 子 之 间 的 相互 
作用 是 可 以 忽略 不 计 的 . 例如 ,这 样 的 混合 物 的 炉 , 等 于 组 成 混合 物 的 每 一 种 气 
体 在 其 它 气体 不 存在 时 会 有 的 粹 之 和 ;而 每 一 种 气体 的 体积 等 于 整个 混合 物 的 
体积 ;因而 其 压强 等 于 混合 物 中 该 气体 的 分 压强 . 第 i 种 气体 的 分 压强 已 可 以 
用 整个 混合 物 的 压强 P 表示 如 下 : 
Pp ss pg (93; 1) 
| V N 
式 中 图 是 混合 物 中 的 分 子 总 数 ,N; 是 第 i 种 气体 的 分 子 数 . 因此 根据 (42. 7) ,两 
种 气体 的 混合 物 的 箭 等 于 


7 
SN Mi 
1 N, 2 


或 根据 (42. 8) ,等 于 
=— NlnP, -NinP ~- Nixi(T) ~ N,x2(T) = 


ey 


二 ~ MAT), (93.2) 
2 


N, N, 
=— (N+N,)lnP -Nln—— Nln— - 


N N 
_N,y'(T) - N,x'(T). (93. 3) 

混合 物 的 自由 能 根据 (42. 4) 等 于 
F =— NTIn® -NTIn® + N,/.(7) + N, f(T). (93.4) 


类 似 地 ,借助 (42. 6 ) 我 们 求 出 热力 学 势 @ 为 : 
DD= NTInP + NTP, + ND) NBT) = 
N, 


= N (TInP +x) + N,(TInP +x,) + NTIn 2 + N,TIn 和 (93,.5) 
由 这 个 式 子 可 以 看 出 :混合 物 中 两 种 气体 的 化 学 势 分 别 为 
wi = TInP, +t = TInP Xi FF 二 
(93.6 ) 


N 
m2 = TlnP, +x> = TlnP +x;: + TIny， 


即 每 一 种 气体 的 化 学 势 所 具有 的 形式 就 像 压强 为 P, 或 P, 的 纯 气体 的 化 学 势 
一 样 . , 
应 当 注 意 :气体 混合 物 的 自由 能 (93.4) 具 有 形式 

六 = PCN. TY FLY 
式 中 F, ,F, 是 第 一 种 和 第 二 种 气体 的 自由 能 作为 粒子 数 、 体积 和 温度 的 函数 . 
至 于 热力 学 势 , 则 类 似 的 关系 式 不 再 成 立 ; 混 合 物 的 热力 学 势 B 具有 形式 


N N 
$B = BN,,P,T) + $,(N,,P,T) +NTIny + NTIn vy- 
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假设 有 两 种 不 同 的 气体 ,粒子 数 各 为 N, 和 N: ,各 处 于 体积 为 由 和 VV, 的 容 
器 中 ,但 具有 同样 的 温度 和 同样 的 压强 . 然后 把 两 个 容器 连通 起 来 ,因而 气体 被 
混合 在 一 起 ,并 且 使 混合 物 的 体积 为 V+V,, 而 压强 和 温度 自然 仍旧 保持 不 变 . 
但 是 这 时 入 却 发 生变 化 :在 混合 以 前 ,两 种 气体 的 焙 等 于 它们 的 箭 之 和 : 

S， = Nn 4 Mn -i 
混合 以 后 的 炳 根据 (93.2) 是 


$=N in (V4 EE) + Nn 4 Y= 
j N, 1 2 2 N, 1 ! 


-MA(T = f(T7). 

灼 改变 是 
V+V, V+ V, 
AS=S$-5, -i 全 


1 2 


因为 在 同样 的 压强 和 温度 之 下 体积 正比 于 粒子 数 , 所 以 


N N 
,5 N,] rp . 
N+ Naln (93.7) 


这 个 量 是 正 的 , 即 炳 在 混合 以 后 是 增加 的 ;因为 过 程 显然 是 不 可 逆 的 ,所 以 这 是 
理所当然 的 . AS 这 个 量 被 称 为 混合 炳 . 

假如 两 种 气体 是 相同 的 , 则 容器 连通 后 的 箭 就 会 是 : 
VW 
N,+WN, 


AS = Niln 


S = (N+:N)ln 





-UN tm Ts 


Vi+V, V 六 


但 是 因为 下 二 下 = 过 = 及 (相等 的 压强 和 温度 下 ) ,所 以 炉 的 变化 就 会 等 于 零 


因此 , 业 在 混合 过 程 中 的 变化 正 是 由 于 被 混合 的 气体 的 分 子 不 同 之 故 . 这 
相当 于 这 样 一 个 事实 :如果 要 把 一 种 气体 的 分 子 同 另 一 种 气体 的 分 子 重新 分 开 
来 ,就 必须 耗费 一 定 的 功 . 
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不 同 的 同位 素 的 混合 物 ( 在 任何 聚集 态 ) 是 一 种 特殊 的 “溶液 ”. 为 了 简单 
明确 起 见 ,我 们 在 下 面 只 讨论 一 种 元 素 的 两 种 同位 素 的 混合 物 , 虽 然 这 同样 的 
结果 也 适用 于 任意 多 种 同位 素 的 混合 物 以 及 分 子 由 不 同 的 同位 素 所 构成 的 复 
杂 物 质 (化 合 物 ). 

在 经 典 力学 中 ,同位 素 粒 子 的 不 同 只 在 于 它们 的 质量 不 同 ;至 于 不 同 同位 
素 原 子 的 相互 作用 的 规律 则 是 完全 一 样 的 . 这 种 情况 ,使 得 我 们 能 够 把 混合 物 
的 热力 学 量 非常 简单 地 用 纯 同 位 素 的 热力 学 量 表 示 出 来 . 在 计算 混合 物 的 配 分 
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销 数 时 不 同 之 处 主要 只 在 于 : 相 空 间 的 体积 元 不 像 纯 物质 的 那样 除 以 N'1 ,而 是 
除 以 混合 物 的 两 种 组 分 粒子 数 的 阶乘 之 积 N,! N:!. 这 就 使 得 在 自由 能 中 的 出 
现 附加 项 
N, N, 

NTlnA + NTIn 
( 式 中 NW=N +N,), 这 两 项 相当 于 在 $93 气体 混合 物 的 情形 中 所 讨论 过 的 混 
合 科 . 

同样 的 项 也 出 现 于 混合 物 的 热力 学 势 中 ,后 者 可 以 写成 形式 


N N, 
$ = NTIn + NTlny + Nipo + Npo (94.1) 


在 这 里 ww ,wo 是 每 一 种 纯 同 位 素 的 化 学 势 ; 它 们 之 间 只 相差 一 个 与 温度 成 正比 
的 项 : 


Wo 一 po 二 一 二 ln 一 ， (94.2) 
2 


式 中 m, ,m, 是 两 种 同位 素 的 原子 质量 (这 个 差 是 由 于 在 配 分 函数 中 对 原子 的 动 
量 进行 积分 而 产生 的 ;对 于 气体 ,(94.2) 式 只 不 过 是 化 学 常数 之 差 乘 以 7). 

化 学 势 之 差 (94.2) 对 于 给 定 物质 所 有 的 相 都 相同 . 因此 相 平 衡 方程 (两 相 
的 化 学 势 相 等 的 条 件 ) 对 于 不 同 的 同位 素 是 相同 的 . 特别 是 ,可 以 认为 ,在 经 典 
近似 下 不 同 纯 同 位 素 的 饱和 蒸气 压 是 一 样 的 . 

只 有 当 物 质 可 以 用 经 典 统 计 来 描述 时 情况 才 这 样 简单 . 在 量子 理论 中 ,由 
于 同位 素 之 间 分 子 振动 能 级 和 转动 能 级 不 同 且 原子 核 自 旋 不 同等 等 ,它们 的 差 
异 要 深 得 多 . 

但 是 重要 的 是 :即使 在 热力 学 量 中 考虑 到 一 级 修正 项 (数量 级 为 名 ,参看 
833) 时 ,混合物 的 热力 学 势 仍 旧 可 以 写成 (94. 1) 的 形式 . 事实 上 ,这些 项 具有 
和 式 的 形式 ,并 且 每 一 项 只 包含 一 个 原子 的 质量 (参看 自由 能 的 公式 (33. 15 ) ). 
因此 ,这 些 项 可 以 分 组 归并 到 化 学 势 wo 和 jwos 中 ,结果 公式 (94. 1) (当然 不 是 
(94.2) ) 仍 旧 有 效 . 

应 当 注 意 ,热力 学 势 (94. 1 ) 形 式 上 无 异 于 任意 两 种 气体 的 混合 物 的 热力 学 
势 ( 893). 具有 这 种 性 质 的 混合 物 称 为 是 理想 的 . 因此 同位 素 混合 物 在 精确 到 
让 数量 级 项 时 是 理想 的 . 在 这 种 意义 下 ,同位素 混合 物 很 例外 ,因为 不 同 物质 
( 非 同 位 素 ) 的 凝聚 混合 物 只 有 在 极 粗 近似 下 才 是 理想 的 . 

在 公式 (94. 1) 能 够 适用 的 范围 内 ,可 以 对 同位 素 的 凝聚 态 混合 物 上 的 同位 
素 蒸 气压 作出 一 些 明 确 的 结论 . 这 种 混合 物 两 种 组 分 的 化 学 势 等 于 

Wr = 1 nes puss 
2 = Tlncs + po 
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N N 
| 式 中 。 = 元 ,ea = 再 为 同位 素 浓度 . ] 令 它们 等 于 在 气相 中 的 化 学 势 (具有 形式 


TInP, +X1(T) 和 TlnP, +xXx;(7)) ,我 们 就 求 出 蒸气 的 分 压强 为 : 
ER SB A (94.3) 
式 中 Pu 和 Pu 表示 每 一 种 纯 同 位 素 (在 给 定 温度 下 ) 的 蒸气 压 . 因此 两 种 同位 素 
的 蒸气 分 压强 正比 于 它们 在 凝聚 态 混合 物 中 的 浓度 . 
至 于 纯 同 位 素 的 饱和 蒸气 压 , 则 如 上 面 所 指出 的 ,在 经 典 近似 下 ,Pu = P,. 
在 考虑 到 量子 效应 时 ,它们 之 间 出 现 差别 . 对 于 任意 物质 计算 出 这 种 差别 的 普 
遍 形式 是 不 可 能 的 . 这 样 的 计算 只 能 对 单 原子 元 素 ( 稀 有 气体 ) 算 到 所 量 级 项 
(K. Herzfeld ,E. Teller ,1938 ) . 
对 液 相 热力 学 势 的 修正 项 可 由 公式 (33. 15 ) 亚 来 确定 ;对 于 一 个 原子 来 讲 ， 
我 们 得 到 化 学 势 
3: 
人 = Na +tFamrt ， 
式 中 扬 是 在 液体 中 一 个 原子 受到 的 其 它 原子 作用 力 的 均 方 值 . 至 于 气体 的 化 学 
势 , 则 仍旧 等 于 其 经 典 表达 式 ,因为 气体 的 粒子 (原子 ) 间 相互 作用 是 可 上 略 的 . 令 
液体 和 气体 的 化 学 势 相 等 ,我 们 就 求 出 对 蒸气 压 经 典 值 的 修正 项 ,而 我 们 所 感 
兴趣 的 两 种 同位 素 蒸 气压 之 差 等 于 


Po -Po =P 


WR 
pr )， 
式 中 P, 是 Pu 和 P。 的 共同 的 经 典 值 .我们 看 到 :这 个 差 值 的 符号 由 两 种 同位 素 
的 原子 质量 倒数 之 差 来 确定 ,并 且 轻 同位 素 的 蒸气 压 大 于 重 的 . 
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现在 我 们 来 考虑 溶液 同 其 上 蒸气 之 间 的 平衡 ,一 般 来 讲 , 这 时 蒸气 也 是 由 
两 种 物质 组 成 的 . 我 们 所 考虑 的 溶液 可 以 是 稀 溶 液 ,也 可 以 是 强 溶 液 , 即 溶液 中 
两 种 物质 的 含量 可 以 是 任意 的 . 顺便 提醒 一 下 :在 $89 中 得 到 的 结果 只 适用 于 
稀 溶 液 . 
因为 溶液 和 蒸气 彼此 处 于 平衡 ,所 以 两 种 组 分 在 溶液 中 和 在 蒸气 中 的 化 学 
势 j, 和 jp, 彼此 相等 . 如 果 Ni; 和 Ni 表示 两 种 物质 在 溶液 中 的 粒子 数 ,那么 对 于 
溶液 ,我 们 可 以 把 式 (24. 14 ) 写成 形式 
dn =- Ndp, -Nd -Sd7 - PdV. (95. 1) 
在 这 里 S 入 是 溶液 的 简 和 体积 ;温度 7 和 压强 已 对 于 浴 液 和 蒸气 是 相同 的 . 





(94. 4) 


m, m, 


DD 我们 再 次 用 到 :两 个 不 同 的 热力 学 势 的 微小 增 量 ,用 相应 的 变 基 表示 时 彼此 相等 ( § 15). 
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我 们 假设 溶液 上 的 蒸气 很 稀薄 ,以 致 可 以 看 成 是 理想 气体 , 即 蒸气 的 压强 
很 低 . 由 于 这 种 理由 ,在 (95. 1) 中 我 们 略 掉 正比 于 P 的 各 项 即 PdV 和 df2. 我 们 
首先 在 恒温 下 来 考虑 所 有 的 导数 . 于 是 我 们 从 (95. 1) 得 到 : 

Nidu, + Ndu, = 0. (95. 2 
另 一 方面 ,对 于 气态 的 相 来 讲 ， 

mm = Lin, yr), 

ji = Ti (TT), 
在 这 里 P, 和 P, 是 两 种 组 分 的 蒸气 分 压强 . 把 这 两 个 式 子 (在 7 了 取 常 数 下 ) 进行 
微分 ,我 们 求 出 : 

di = TdinP , dus = TadlnP; 

以 此 代 和 人 (95.2) ,我 们 得 到 : 





NidlnP, + NidlnP，= 0. (95.3) 
我 们 引入 溶液 的 浓度 来 表示 第 一 种 组 分 的 粒子 数 与 总 粒子 数 之 比 : 
Ni 
Ce AN + 和 


并 且 以 类 似 的 方式 引入 蒸气 的 浓度 x. 分 压强 P, 和 P, 各 等 于 蒸气 的 总 压强 忆 
与 相应 的 组 分 的 浓度 的 乘积 , 即 P, =xP,P, =(1-x*)P. 把 所 有 这 些 代 人 
(95.3) ,并 把 得 到 的 方程 除 以 溶液 中 的 粒子 总 数 NW=N +N:, 求 出 : 
td(lnPx) + (1 ~- é£)d[lnP(1 -x)] =0， 
由 此 得 出 
d(InP) = i 


或 
€ =x-x(l -x) 2 人 (95. 4) 


这 个 方程 把 溶液 和 蒸气 的 浓度 同 蒸气 压 对 攻 气 浓度 的 依赖 关系 联系 起 来 . 
如 果 考 虑 这 些 量 对 温度 的 依赖 关系 ,那么 还 可 以 得 到 一 个 普遍 的 关系 式 . 
我 们 来 对 一 种 组 分 例如 第 一 种 组 分 写 出 蒸气 中 和 溶液 中 化 学 势 相 等 的 条 件 : 
二 
Ki1 = oN 
用 了 了 除 等 式 两 边 ,并 注意 到 相对 于 粒子 数 的 微 商 是 在 恒温 下 取 的 ,我 们 就 可 以 
写 出 : 
Le .a 
1 oON; 了 
现在 我 们 来 取 等 式 两 边 相 对 于 温度 的 全 微 商 . 同时 在 足够 精确 的 程度 下 可 以 认 
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为 :凝聚 相 (溶液 ) 的 热力 学 势 与 压强 无 关 . 再 注意 到 对 温度 的 偏 导数 是 


7 一 一 一 = 一 一 一 一 。 95. 


在 这 里 zw 是 第 一 种 物质 蒸气 的 分 子 迷 ; 而 微 商 ar 表示 当 把 这 种 物质 的 一 个 分 


子 加 到 湾 液 中 时 溶液 的 烩 变 . 因此 (95. 5 ) 式 的 右边 表示 当 第 一 种 物质 的 一 个 粒 
子 从 溶液 移 到 蒸气 中 时 所 吸收 的 热量 . 

对 于 纯净 的 第 一 种 物质 ,关系 式 (95.5) 变 成 通常 的 克拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方 
程式 : 


式 中 Plo 是 纯 的 第 一 种 物质 的 蒸气 压 ,w' 是 它 在 液态 的 分 子 . 把 这 个 方程 式 从 
(95.5) 中 逐 项 减 去 ,最 后 我 们 就 得 到 如 下 关系 式 : 


2 0 P ee 
下 37 Pp, = 一 gl， (95.6) 


式 中 用 9， ee _w! 来 表示 分 子 的 稀释 热 , 即 第 一 种 物质 的 一 个 粒子 从 液态 移 
到 溶液 中 时 所 吸收 的 热量 . 自然 ,对 于 第 二 种 物质 也 可 以 写 出 同样 的 关系 式 . 
§96 溶液 的 热力 学 不 等 式 


在 8$821 中 已 经 证 明 : 物 体 只 能 够 在 满足 一 定 条 件 即 所 谓 热 力学 不 等 式 的 状 
态 下 存在 . 但 是 这 些 条 件 只 对 由 相同 粒子 所 组 成 的 物体 推导 过 . 现在 我 们 来 对 
溶液 进行 类 似 的 研究 ,并 且 只 限于 考虑 只 有 两 种 物质 的 混合 物 的 情形 . 

在 $ 21 中 我 们 用 来 作为 平衡 条 件 的 ,不 是 闭合 物体 整体 的 炉 为 极 大 ,而 是 
一 个 与 之 等 效 的 条 件 , 即 要 求 使 物体 的 任 一 小 部 分 从 平衡 状态 改变 到 其 它 任 何 
相 邻 状态 所 必需 的 最 小 功 为 正 . 

现在 我 们 也 采用 类 似 的 方式 . 我 们 从 溶液 中 划分 出 一 小 部 分 ,其 中 的 溶剂 
和 溶质 的 粒子 数 设 为 N 和 n. 在 平衡 状态 ,这 一 部 分 的 温度 、 压 强 和 浓度 等 于 这 
些 量 在 溶液 其 余部 分 (充当 外 部 介质 ) 的 值 . 所 划分 出 来 的 这 一 部 分 包含 一 定数 
目 N 的 溶剂 粒子 ,为 使 这 部 分 的 温度 .压强 和 溶质 粒子 数 各 与 平衡 值 有 虽 小 却 
非 无 限 小 的 偏差 87,5P 和 8n ,必须 做 功 ,现在 我 们 来 求 这 个 功 的 最 小 值 . 

如 果 过 程 可 逆 , 耗 费 的 是 最 小 功 . 这 时 由 外 源 所 作 的 功 等 于 系统 能 量 的 改 
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变 , 即 
5R = OE + 5bE, 

(没有 角 标 的 量 是 属于 该 小 部 分 ， 有 角 标 0 者 属于 系统 的 其 余部 分 ) 用 独立 变 
量 的 变化 表示 5E,， 

SR = 8E + T7858S, - PSY。 + jodno, 
式 中 ju。 是 介质 中 的 溶质 化 学 势 ;溶剂 的 粒子 数 在 所 考虑 的 过 程 中 不 发 生变 化 ， 
因而 没有 必要 写 出 溶剂 的 类 似 项 中. 由 过 程 的 可 逆 性 ,可 以 得 出 :8Se = -83S, 而 
由 整个 溶液 总 体积 和 溶质 总 基 的 守 伍 ,又 有 :5V = -5m ,in = -6no. 把 这 些 量 
代入 上 式 ,我 们 就 求 出 所 求 最 小 功 的 最 后 表达 式 : 


8R,, = 8E - T,8S + PBV -以 5n. (96.1) 
由 此 可 见 ,作为 平衡 条 件 ;我 们 要 求 溶液 的 任何 一 小 部 分 满足 不 等 式 
8E ~ 7T,8S + PO8V -yi8n > 0. (96. 2) 


像 在 $21 中 一 样 ,以 后 我 们 将 省 略 掉 各 量 对 其 平衡 值 的 偏离 项 中 系数 的 角 标 
0; 以 后 我 们 所 指 的 总 是 这 些 系数 在 平衡 状态 的 值 . 

我 们 把 5E 按 6V,55S 和 6n 的 竹 次 展开 成 级 数 ( 把 E 看 成 是 V,S 和 n 的 函 
数 ). 取 到 二 次 项 为 止 ,有 








3 ok Be LIE. EE 
5E SS + Tr 5n + | 4 
+ 9 Een +2-925S87+2 EaS8n +2 BE sven]. 
on ot aVo 
但 是 
aE aE 
0 
aV ” 元 ” on 
ee 
名 2 
8R_ = obey 4 有 +2.9 忆 8SS7 + 
min a ay 99S9 了 
+2.9 已 SSsn+2 FE ym. 部属: (96. 3) 
3San 


由 二 次 型 理论 我 们 知道 :要 使 具有 三 个 变量 (这 里 的 85,8V 和 in ) 的 二 次 
型 恒 正 , 它 的 系数 必须 满足 三 个 条 件 , 对 于 二 次 型 (96. 3) 这 些 条 件 的 形式 为 


中 介质 能 量 ( 在 恒定 的 N 下 ) 的 微分 为 
dEo = TodSo - PodVo + ps dno. 
因为 Te ,Po ,po 这 些 其 可 以 认为 是 常数 ,所 以 这 个 关系 积分 后 ,给 出 Eo ,So ,Vo ,no 这些 基 的 有 限 改变 之 间 
类 似 的 关系 式 . 
不 可 将 uu 同 纯 溶质 的 化 学 势 相 混 清 . 
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> 0， 











2 人 长 ， 一 > (96.4) 





把 E 对 V,S,n 的 导数 之 值 代 人 ,这 些 条 件 可 写成 形式 
af 3 oF 

oaV 3S Ban op 93P 
[7 aT 87 ayY 65 aT 

aV 0S on 7 97 95 : 


8 6 Op dy 60S 
aoV 09 An 
这 些 行 列 式 都 是 雅 可 比 式 : 
a(P,T,p') dP, 2 oT 
da(V,S,n) Ne 全 ay (aa Ce 
这 些 条 件 中 的 第 二 个 和 第 三 个 给 出 我 们 已 经 知道 的 不 等 式 
oP 


(5 <0 和 C,>0. 


至 于 第 一 个 条 件 , 则 可 以 用 如 下 方式 进行 变换 . 
(PF) we) 
(PT) HPL hn) dh/ ” 
a(V,S,n) 9(V,S,n) 人 
a(P,T,n) a(P,T) 让 


因为 根据 (96.5) 中 的 第 二 个 条 件 , 上 式 中 的 分 母 小 于 0, 所 以 必须 有 : 
3 ) > 0. (96.6) 











(96. 5) 





用 浓度 c = 六 代替” ,我们 就 求 出 (因为 N 是 常数 ) 


(3 > 0. (96.7) 


因此 , 除 不 等 式 人 37] <0 和 C. >0 以 外 ,在 溶液 中 还 必须 满足 不 等 式 (96.7). 
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应 当 注意 :对 于 稀 溶液 来 讲 ,au = 二 ,因此 不 等 式 (96. 7) 总 是 满足 的 . 
需要 作 特殊 考虑 的 是 


cc 

这 个 等 式 相 应 于 (96.4) 的 第 一 个 行列 式 (三 阶 行列 式 ) 变 为 零 . 在 这 种 情形 下 ， 
二 次 型 (96. 3) 可 能 变 成 零 (取决 于 65,5V,5n 之 值 ) ;为 确定 不 等 式 (96.2) 的 条 
件 是 否 满 足 ,必须 考察 展开 式 中 的 高 次 项 . 

然而 ,在 下 一 节 我 们 会 看 到 ,这 种 状态 是 两 种 液态 (浓度 不 同 的 两 种 溶液 ) 的 
相 平 衡 临 界 点 , 它 与 液体 和 气体 的 临界 点 相 类 似 . 与 后 者 一 样 ,溶液 的 临界 点 实 
际 上 是 物质 热力 学 函数 的 育 点 ,在 这 里 它们 已 不 可 能 作 正 则 展开 . 我 们 只 限于 
指出 ,正则 展开 (与 下 面 在 $ 152 中 对 液 气 两 相 的 临界 点 做 法 一 样 ) 会 导致 条 件 


( 兰 ) a6 (96. 8) 


Es = 0， 人 > 0， (96.9) 
9c /pr 9c /pr 
它们 本 该 与 不 等 式 (96. 8) 同 时 满足 . 
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由 相同 粒子 构成 的 物体 的 状态 取决 于 任意 两 个 量 ( 例 如 已 和 7) 的 值 . 

为 了 确定 具有 两 种 组 分 的 系统 (二 元 混合 物 ) 的 状态 ,必须 给 定 三 个 量 一 一 
例如 已 ,7 和 浓度 . 在 这 一 节 和 下 面 几 节 中 ,我 们 把 混合 物 的 浓度 定义 为 混合 物 
中 一 种 物质 的 含量 对 两 种 物质 的 总 量 之 比 ,并 用 字母 x 来 记 它 (显然 ,x 可 以 取 
从 0 到 1 的 数值 ). 二 元 混合 物 的 状态 可 以 用 三 维 坐 标 系 中 的 一 点 来 代表 ,这 三 
个 坐标 轴 表 示 这 三 个 量 的 值 (类 似 于 在 相同 粒子 所 构成 的 系统 中 我 们 用 PT 平 
面 上 的 一 点 来 代表 它 的 状态 )， 

根据 相 律 ,一 个 二 元 组 分 的 系统 可 以 由 不 超过 四 个 相互 接触 的 相 所 构成 . 
这 时 这 种 系统 的 自由 度数 对 于 两 相 来 讲 等 于 2 ,对 于 三 相 来 讲 等 于 1, 而 对 于 四 
相 来 讲 等 于 零 . 因此 ,在 三 维 坐标 系 中 ,代表 两 相 彼此 处 于 平衡 的 状态 的 诸 点 形 
成 一 个 曲面 ;代表 三 相同 时 存在 状态 的 诸 点 (三 相 点 ) 则 在 一 条 曲线 上 ( 称 为 三 
相 点 线 或 三 相 线 ) ;而 代表 四 相同 时 存在 的 状态 点 则 只 是 一 些 孤 立 的 点 . 

我 们 记得 ( $ 81) :在 单 组 分 系统 的 情形 中 ,两 相处 于 平衡 的 状态 由 PT 图 上 
的 一 条 曲线 表示 ;这 条 曲线 的 每 一 点 确定 两 相 的 压强 和 温度 (根据 平衡 条 件 , 它 
们 在 两 相 中 相同 ). 然而 ,在 曲线 两 侧 的 诸 点 则 代表 物体 的 均匀 态 . 如 果 坐 标 轴 
取 温 度 和 体积 ,那么 代表 相 平 衡 的 是 这 样 一 条 曲线 :在 它 内 部 的 诸 点 表示 分 离 
成 两 相 的 状态 ,而 这 两 相 由 了 = 常数 的 水 平 线 同 平衡 曲线 的 交点 来 代表 . 

对 于 混合 物 来 讲 , 有 类 似 的 情况 . 如 果 坐 标 轴 取 P,T 和 一 种 组 分 的 化 学 势 
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( 即 在 相互 接触 的 各 相 中 具有 相间 值 的 量 ) , 则 代表 两 相 平衡 的 是 一 个 曲面 :其 
每 一 点 确定 处 于 平衡 的 两 相 的 已 ,7 和 jy. 在 三 相 存 在 的 情形 下 ,代表 它们 平衡 
的 诸 点 (三 相 点 ) 位 于 它们 之 中 每 两 相 的 平衡 曲面 的 交 线 上 . 

但 是 用 变量 P,T,p 并 不 方便 ,以 下 我 们 将 用 P,7T,x 这 三 个 量 作 为 独立 变 
量 . 用 这 些 变量 时 ,代表 两 相 平 衡 的 是 一 个 曲面 ,这 个 曲面 同 P= 常 数 .7= 常数 
这 条 直线 的 两 个 交点 代表 相互 接触 的 两 相 在 给 定 的 已 和 7 下 的 状态 (也 就 是 
说 ,确定 了 它们 的 浓度 一 一 两 相 中 的 浓度 自然 是 不 同 的 ). 在 这 条 直线 上 位 于 这 
两 个 交点 之 间 的 诸 点 ,表示 均匀 物体 不 稳定 而 发 生 分 离 的 两 相 ( 由 两 个 交点 所 
代表 ) 的 状态 . 

以 后 我 们 通常 只 用 二 维 的 相 图 ,而 令 其 坐标 轴 代 表 P 和 x 或 7T 和 x; 用 这 样 
的 坐标 可 以 画 出 平衡 曲面 同 恒温 或 恒 压 的 各 平面 相交 的 曲线 . 这 些 曲 线 我 们 称 
为 平衡 曲线 . 

我 们 来 讨论 平衡 曲线 上 两 相 中 的 浓度 变 得 相同 的 点 . 这 里 可 能 有 两 种 情 
形 :1) 在 这 一 点 两 相 的 所 有 其 余 性 质 也 变 得 相同 , 即 两 相 变 成 等 同 的 ;2) 在 这 
一 点 继续 存在 两 个 不 同 的 相 . 在 第 一 种 情形 ， 这 个 点 称 为 临界 点 ;在 第 二 种 情 
形 ,我 们 称 它 为 等 浓度 点 . 

在 临界 点 附近 平衡 曲线 具有 如 图 20 所 示 的 形状 ， 

或 者 是 临界 点 为 极 小 点 的 类 似 形状 ( 横 坐 标 代 表 x， 天 
纵 坐 标 代表 P 或 7; 于 是 平衡 曲线 相应 地 为 平衡 曲面 eS 
同 恒温 平面 或 恒 压 平面 相交 的 曲线 ). 在 这 条 曲线 以 内 

(阴影 区 ) 的 诸 点 是 分 离 成 两 相 的 状态 ;这 两 相 中 的 浓 

度 由 相 平 衡 曲 线 与 相应 的 水 平 线 的 交点 来 确定 . 在 天 

点 两 相 重 合 . 在 非 阴 影 区 内 的 任意 两 点 之 间 , 可 以 沿 着 

绕 过 临界 点 的 一 条 任意 路 径 完 全 连续 地 过 渡 . 

由 图 20 可 以 看 出 ,在 临界 点 附近 存在 两 相 彼 此 处 于 平衡 的 状态 ,这 两 相 可 

以 有 任意 接近 的 浓度 x 和 x+ 58x. 对 于 这 样 的 两 相 ,平衡 条 件 具 有 形式 
phpP,T xX) = pg(P, T+ dD) 

式 中 人 是 混合 物 中 一 种 组 分 的 化 学 势 . 由 此 可 以 看 出 (参看 §83) :在 临界 点 必 

须 满 足 条 件 


图 20 


( 世 二 二， (97.1) 
Ox Bs 


这 个 条 件 等 同 于 条 件 (96. 8); 因 此 临界 点 的 这 两 种 定义 (这 里 的 和 §96 中 
的 ) 是 等 价 的 . 必须 注意 :在 (97. 1) 中 ,p 所 指 的 是 混合 物 的 两 种 组 分 中 任 一 种 
的 化 学 势 . 在 (97. 1) 中 取 这 一 个 还 是 另 一 个 化 学 势 所 得 到 的 两 个 条 件 实 际 上 是 
等 效 的 ,这 很 容易 证 实 ,因为 不 论 哪 个 化 学 势 都 是 B 相对 于 相应 粒子 数 的 微 商 ， 
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而 @ 又 是 两 种 粒子 数 的 一 次 齐 次 函数 . Pp,T 

显然 ,临界 点 在 平衡 曲面 上 形成 一 条 曲线 . 守 

在 等 浓度 点 附近 ,平衡 曲线 具有 如 图 21 所 示 的 形状 
(或 者 是 等 浓度 点 为 极 小 点 的 类 似 形状 ). 两 条 曲线 在 厚 闹 
极 大 点 (或 极 小 点 ) 相 切 . 两 条 曲线 之 间 的 区 域 是 两 相 分 
离 的 区 域 . 在 K 点 ,彼此 处 于 平衡 的 两 相 的 浓度 变 成 相 
同 ,但 是 两 相 仍 继续 以 分 离 的 形式 存在 . 这 是 因为 :要 从 在 
K 点 重合 的 两 点 中 的 任 一 点 过 渡 到 另 一 点 ,只 能 通过 两 相 B21 
分 离 的 区 域 来 实现 . 像 临 界 点 一 样 ,等 浓度 点 也 在 平衡 曲面 上 形成 一 条 曲线 . 

现在 我 们 来 考虑 平衡 曲线 在 低 浓 度 下 的 性 质 ( 这 时 混合 物 中 一 种 物质 比 另 
一 种 少 得 多 , 即 * 接近 于 0 或 1). 

在 $ 89 中 已 经 证 明 : 在 低 浓 度 下 ( 即 稀 溶 液 的 情形 ) 溶 液 和 纯 物质 的 相 平 
衡 温度 (在 同一 压强 下 ) 之 差 正比 于 两 相 浓 度 之 差 . 对 于 在 同一 温度 下 的 相 平 
衡 ,压强 之 差 也 有 同样 的 关系 . 除 此 以 外 ,在 8$ 90 中 (也 是 对 于 低 浓度 的 情形 ) 
还 证 明了 两 相 中 的 浓度 之 比 只 与 已 和 T 有 关 , 因 而 在 x=0 附近 ,这 个 比值 可 以 
认为 是 常数 . 

从 所 有 这 些 考 虑 可 以 直接 得 出 结论 :在 低 浓度 下 ,平衡 曲线 具有 如 图 22 所 
示 的 形状 , 即 由 两 条 相交 于 纵 坐 标 轴 上 的 直线 所 构成 (或 者 有 直线 朝 上 的 类 似 
形状 ). 在 两 条 直线 之 间 的 区 域 是 两 相 分 离 的 区 域 . 在 这 两 条 直线 以 上 和 以 下 的 
区 域 是 一 相 和 另 一 相 的 区 域 . 


和 





图 22 


在 这 一 节 的 开头 已 经 指出 :由 两 种 组 分 所 组 成 的 系统 可 以 包含 三 个 相互 接 
触 的 相 . 在 三 相 点 附近 平衡 曲线 的 样子 如 图 23 所 示 . 在 平衡 条 件 下 ,所 有 三 相 
具有 相同 的 压强 和 温度 . 因此 ,决定 这 三 相 的 浓度 的 4,B,C 三 点 ,位 于 与 横 坐 标 
轴 平 行 的 同一 直线 上 .4 点 所 确定 的 是 第 一 相 在 三 相 点 的 浓度 , 它 是 第 一 、 二 相 
间 及 第 一 .三 相间 的 平衡 曲线 12 和 13 的 交点 . 类 似 地 ,B 点 是 第 一 、 二 相间 及 第 
二 ,三 相间 的 平衡 曲线 12 和 23 的 交点 ,而 C 点 是 第 二 .三 相间 及 第 一 .三 相间 
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的 平衡 曲线 23 和 13 的 交点 . 自然 ,4,B,C 三 点 是 已 = 常数 或 了 = 常数 的 平面 与 
平衡 曲面 上 三 条 曲线 的 交点 ;在 这 三 条 曲线 中 ,我 们 把 相应 于 如 点 的 那 一 条 曲 
线 称 为 三 相 点 线 或 三 相 线 . [ , I 工 , 亚 三 个 区 域 各 为 第 一 相 ` 第 二 相 、 第 三 相 的 单 
相 态 . 在 直线 4BC 以 下 且 在 两 条 13 曲线 之 间 的 区 域 , 是 分 离 成 第 一 .第 三 两 相 
的 区 域 ,而 在 两 条 12 曲线 之 间 以 及 在 两 条 23 曲线 之 间 ( 且 都 在 ABC 以 上 ) 的 区 
域 ,各 为 分 离 成 第 一 第 二 两 相 及 第 二 、 第 三 两 相 的 区 域 . 区 域 卫 显然 必须 整个 
位 于 4BC 以 上 (或 整个 位 于 4BC 以 下 ). 一般 来 讲 , 曲 线 12,13,23 以 一 定 的 角 
度 在 4,B,C 三 点 相交 ,而 不 是 以 光滑 的 方式 互相 过 渡 . 当然 ,曲线 12 ,13 ,23 的 
方向 不 必 像 图 23 中 所 描绘 的 那样 . 重要 的 仅 在 于 :曲线 12 和 23 以 及 曲线 13 必 
须 位 于 直线 4BC 的 不 同 两 侧 . 

如 果 把 平衡 曲面 上 上 述 这 些 特定 曲线 中 的 任 一 条 投影 到 PT 平面 上 ,那么 
这 个 投影 把 平面 分 成 两 部 分 . 对 于 临界 曲线 ,投影 到 这 两 部 分 之 一 的 各 点 ,是 对 
应 于 两 个 不 同 单 相 的 诸 点 以 及 对 应 于 两 相 分 离 的 诸 点 . 投影 到 PT 平面 的 男 一 
个 部 分 上 的 诸 点 , 则 代表 均匀 的 状态 ,同时 在 这 些 点 中 任何 一 点 都 不 会 发 生 两 
相 分 离 . 在 图 24 中 虚线 表示 临界 曲线 在 PT 平面 上 的 投影 . 字母 a,b 代表 两 相 . 
符号 a - 代表 的 是 :投影 到 平面 上 这 一 部 分 的 诸 点 是 两 个 单 相 的 状态 以 及 两 
相 彼 此 处 于 平衡 的 状态 . 符号 ab 所 代表 的 是 a 和 4 两 相 在 临界 点 以 上 合并 而 成 
的 一 个 单 相 . 

类 似 地 ,三 相 线 的 投影 也 把 PT 平面 分 成 两 部 分 . 图 25 标示 出 哪些 点 投影 
到 这 两 部 分 . 符号 a -4b-c 表示 :投影 到 这 一 部 分 的 点 代表 a,b,c 三 个 单 相 的 状 
态 以 及 a 和 4b 或 b 和 c 两 相 分 离 的 状态 . 





图 24 图 25 


图 26 表示 等 浓度 点 曲线 的 这 种 投影 ,图 27 表示 纯 物 质 ( 即 x=0 或 x=1) 

的 相 平 衡 曲 线 ; 后 者 显然 本 来 就 在 PT 平面 上 . 图 27 上 的 字母 b 表示 :投影 到 PT 

平面 的 这 一 部 分 的 诸 点 对 应 于 只 有 46 相 的 状态 . 我 们 假定 在 符号 a-b,a~b-c 
的 字母 序列 中 约定 字母 是 浓度 比 a 大 的 相 , 而 字母 c 是 浓度 比 上 大 的 相 开 . 

中 ”为 了 避免 误解 ,必须 强调 指出 :对 于 等 浓度 线 的 情形 { 与 三 相 线 的 情形 不 同 ) ,符号 a -bc 在 某 


种 意义 下 有 随意 性 ,这 时 a 和 < 两 个 字母 所 代表 的 状态 实际 上 并 不 是 两 个 不 同 的 相 , 因 为 它们 永远 都 不 
会 以 相互 接触 的 方式 同时 存在 . 
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必须 注意 :平衡 曲线 的 这 四 种 类 型 的 特殊 点 (三 相 点 、 等 浓度 点 \ 临 界 点 和 
纯 物 质点 ) 是 平衡 曲线 的 四 种 可 能 类 型 的 极 大 (或 极 小 ). 

如 果 这 些 相 中 的 任 一 相 总 是 (不 论 已 和 7 的 值 ) 具 有 同一 个 确定 的 组 成 , 则 
平衡 曲线 在 上 述 这 些 特殊 点 附近 就 变 得 稍为 简单 一 些 . 这 样 的 相 是 两 种 组 分 的 
化 合 物 , 或 者 是 纯 物质 相 即 总 有 浓度 x=0( 或 x=1). 

我 们 来 讨论 当成 分 不 变 的 相 存在 时 与 之 对 应 的 平衡 曲线 在 其 端点 附近 的 
形状 . 显然 ,这样 的 点 必须 是 平衡 曲线 的 极 大 点 或 极 小 点 ,因而 也 就 是 在 本 节 中 
所 讨论 过 的 各 种 类 型 的 点 . 

如 果 成 分 不 变 的 相 是 浓度 * =0 的 纯 物 质 相 ,那么 与 它 对 应 的 线 就 同 己 或 了 
轴 重 合 ,并 且 终 止 在 如 图 28 所 示 类 型 的 点 上 . 这 个 图 描绘 了 平衡 曲线 在 这 种 点 
附近 的 形状 ;图 22 中 两 条 直线 之 一 同 纵 坐 标 轴 重 合 . 

如 果 一 相 是 成 分 确定 的 化 合 物 ,那么 在 等 浓度 点 附近 平衡 曲线 具有 如 图 29 
所 示 的 形状 , 即 图 21 中 的 内 部 区 域 变 成 一 条 竖 线 . 在 它 两 侧 的 阴影 区 域 是 两 相 
分 离 的 区 域 , 其 中 一 相 就 是 成 分 由 这 条 直线 所 确定 的 化 合 物 . 在 极 大 点 曲线 没 
有 如 图 21 所 示 的 破 洞 . 

类 似 地 ,在 三 相 点 附近 平衡 曲线 具有 如 图 30 所 示 的 形状 . 化 合 物 的 相 由 一 
条 竖 线 表示 ,图 23 中 的 区 域 卫 在 这 里 退化 为 这 条 线 . 
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在 这 一 节 中 我 们 要 列举 平衡 曲线 的 基本 类 型 ;和 上 节 不 同 ,我 们 现在 不 仅 
在 特殊 点 附近 而 且 也 在 整体 上 考察 它们 的 形状 . 这 些 曲 线 ( 也 称 为 相 图 ) 可 能 具 
有 各 种 各 样 的 形状 ,但 是 在 大 多 数 情况 下 ,它们 可 归于 下 面 所 讨论 的 类 型 之 一 ， 
或 者 是 由 其 中 几 种 类 型 组 合 而 成 . 在 所 有 的 相 图 上 ,凡是 阴影 区 域 都 表示 两 相 
分 离 的 区 域 ;而 无 阴影 的 区 域 表 示 均 匀 状 态 的 区 域 . 两 相 分 离 区 域 的 边界 曲线 
与 水 平 线 的 交点 确定 (在 给 定 的 PP 和 7 下 ) 分 离 的 两 相 的 成 分 . 同时 ,两 相 的 相 
对 量 由 8$81 中 提 到 的 “杠杆 定 则 "来 决定 . 

为 了 确定 起 见 ,我 们 在 下 面 所 讨论 的 都 是 Tx 
图 ;如 果 用 P,x 作为 坐标 ,也 可 能 有 同样 类 型 的 
相 图 . 横 坐 标 轴 表 示 浓 度 x, 其 变化 范围 在 0 到 1 
之 间 . 

1. 存在 两 相 ; 每 一 相 都 可 以 具有 任何 浓度 
( 即 两 相 中 的 两 种 组 分 可 以 按 任 意 比 例 混合 ). 在 
最 简单 的 情形 下 ,曲线 没有 任何 极 大 值 或 极 小 值 
(除了 相当 于 纯 物 质 的 点 以 外 ) ,这 种 相 图 的 形式 
如 图 31 所 示 ( 所谓 “雪茄 型 ” ). 

例如 , 设 其 中 一 相 是 液体 (雪茄 以 下 的 区 域 ) ,而 另 一 相 是 蒸气 (雪茄 以 上 的 
区 域 ) ;在 这 种 情形 下 ,雪茄 的 上 面 一 根 曲线 称 为 凝聚 曲线 ,下 面 一 根 曲线 称 为 
沸点 曲线 开 . 

如 果 加 热 成 分 一 定 的 液体 混合 物 ,那么 在 (对 应 于 给 定 浓度 的 ) 竖 线 4D 同 
雪 荔 下 曲线 的 交点 (点 8) 所 确定 的 温度 下 ,液体 开始 沸腾 . 这 时 沸腾 出 来 的 蒸 
气 , 其 成 分 由 点 C 决定 ,就 是 说 其 浓度 比 液体 低 . 剩 下 液体 的 浓度 显然 将 提高 ， 
因而 , 它 的 沸点 也 将 相应 地 提高 . 继续 加 热 时 ,代表 液 相 状态 的 点 沿 着 下 曲线 向 
上 移动 ,而 代表 沸腾 出 来 的 蒸气 的 点 沿 着 上 曲线 向 上 移动 . 沸腾 在 什么 温度 结 
束 , 取 决 于 过 程 如 何 进行 . 如 果 沸 腾 是 在 封闭 的 容器 中 进行 ,以 至 于 沸腾 出 来 的 
全 部 蒸气 始终 保持 同 液体 接触 ,那么 显然 液体 全 部 沸腾 完毕 的 温度 ,就 是 蒸气 
的 浓度 达到 液体 起 始 浓度 (点 D) 的 那个 温度 . 因此 ,在 这 种 情况 下 ,沸腾 开始 和 
结束 的 温度 分 别 决定 于 竖 线 4D 与 雪 前 的 下 和 上 曲线 的 交点 . 如 果 让 沸腾 出 来 
的 蒸气 不 断 跑 掉 (在 开放 的 容器 中 沸腾 ) , 则 在 每 一 时 刻 与 液体 处 于 平衡 的 都 只 
是 刚刚 沸腾 出 来 的 蒸气 . 显然 ,在 这 种 情形 下 ,沸腾 直至 纯 物 质 的 沸点 6 才 结 束 ， 
在 这 一 点 ,液体 和 蒸气 的 成 分 一 样 . 蒸气 凝聚 成 液体 也 是 以 类 似 的 方式 进行 的 . 





@ 液体 混合 物 的 沸腾 与 凝聚 的 规律 由 康 诺 瓦 洛 夫 (有 . II. Konosanos ,1884 ) 建立 . 
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如 果 两 相 是 液体 (雪茄 上 方 ) 和 固体 (雪茄 下 方 ) ， 
所 发 生 的 情况 也 完全 相似 . 

2. 两 种 组 分 在 两 相 中 可 以 按 任意 比例 混合 (同上 
例 ) ,但 是 具有 等 浓度 点 . 这 种 情形 的 相 图 具有 如 图 32 
所 示 的 形式 (或 具有 极 小 值 的 类 似 形式 ). 在 等 浓度 点 ， 
两 条 曲线 具有 极 大 值 (或 极 小 值 ) ,并 且 彼 此 相 切 ， 

从 一 相 转 变 到 另 一 相 的 相 变 过 程 ,同上 例 描述 的 
情况 类 似 , 不 同 之 处 只 在 于 :( 只 要 一 相 不 断 移 去 ,如 液 
体 在 开放 容器 中 沸腾 ,) 过 程 既 可 以 在 纯 物 质点 ,也 可 


这 


~ 


图 32 


以 在 等 浓度 点 结束 . 当成 分 正好 相当 于 这 一 点 时 ,整个 过 程 始 终 在 同一 温度 下 


发 生 . 

3. 存在 液体 和 气体 两 相 , 在 这 两 相 中 两 种 组 分 可 
以 按 任意 比例 混合 ,并 且 具 有 临界 点 . 相 图 如 图 33 所 
示 (K 是 临界 点 ). 曲线 右 侧 的 区 域 相当 于 液态 , 左 侧 的 
区 域 相当 于 气态 . 但 是 应 当 提 醒 一 下 :在 有 临界 点 存在 
的 情况 下 ,只 有 当 两 相同 时 处 于 相互 平衡 时 ,才能 够 严 
格 地 区 分 液 相 和 气相 . 

这 种 类 型 的 相 图 导致 下 述 的 特殊 现象 . 如 果 在 封 
闭 容 器 中 加 热 液 体 , 其 成 分 由 (通过 点 天 右 侧 的 ) 直线 
4C 表示 ,那么 在 沸腾 开始 (在 点 8) 以 后 , 随 着 加 热 的 


ri | 


be 


图 33 


继续 ,蒸气 量 将 逐渐 增加 ,但 是 从 某 一 时 刻 起 ,又 开始 减少 ,直到 点 C 蒸气 完全 


消失 (所 谓 逆 行 凝聚 ). 

4. 两 种 液体 可 以 混合 ,但 不 能 按 任意 比例 . 相 图 
如 图 34 所 示 . 在 高 于 临界 点 天 的 温度 下 ,两 种 组 分 可 
以 按 任意 比例 混合 . 低 于 这 个 温度 ,两 种 组 分 不 能 按 由 
阴影 区 域内 诸 点 所 代表 的 比例 来 混合 . 在 阴影 区 域内 ， 
液体 分 离 成 两 相 一 一 两 种 液体 混合 物 ( 两 种 溶液 ) , 它 
们 的 浓度 决定 于 相应 的 水 平 线 与 平衡 曲线 的 交点 . 类 
似 的 相 图 也 有 可 能 ,包括 其 中 点 天 是 极 小 点 ,或 者 有 两 
个 临界 点 一 上 一 下 ,以 至 于 两 相 分 离 ( 两 种 溶液 ) 的 区 
域 被 限制 在 一 封闭 曲线 内 . 


图 34 


5. 在 液态 (或 气态 ) 中 两 种 组 分 可 以 按 任意 比例 混合 ,而 在 固态 (或 液态 ) 
中 不 能 按 任意 比例 混合 (有 限 互 溶 ). 在 这 种 情形 下 ,存在 着 三 相 点 . 三 相 点 的 温 


DD 相应 于 等 浓度 点 的 混合 物 也 称 为 共 沸 混合 物 ， 
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度 可 能 低 于 两 种 纯 组 分 的 相 平衡 温度 (点 4 和 点 C) ,也 可 能 介 平 其 间 , (显然 不 
可 能 高 于 它们 ,因为 已 经 假设 在 高 温 相 中 两 种 组 分 可 以 任意 混合 ,) 相 图 的 形式 
分 别 如 图 35 和 图 36 所 示 . 不 妨 设 具有 无 限 互 溶 的 一 相 为 液体 ,而 有 限 互 溶 的 
相 为 固体 . 在 曲线 4BC( 图 35) 或 4DC( 图 36) 以 上 的 区 域 是 液态 区 ;在 曲线 4DF 
和 CEG( 图 35) 或 4BF 和 CEG( 图 36) 两 侧 的 区 域 是 均匀 固 相 (固溶体 ) 的 区 域 . 
在 三 相 点 (其 温度 决定 于 直线 DBE) , 液 相 和 不 同 浓度 的 两 种 固溶体 处 于 平衡 . 
35 中 的 点 B 称 为 共 晶 点 . 如 果 液 体 混合 物 具有 相当 于 这 一 点 的 浓度 ,那么 它 
的 凝固 完全 保持 同一 浓度 ( 而 在 其 它 的 浓度 下 凝固 出 来 的 固体 混合 物 ,与 液体 
有 不 同 的 浓度 ). 区 域 4DB 和 CBE( 图 35) 以 及 区 域 4DB 和 CDE( 图 36) 是 分 离 
成 液 相 和 一 种 固 相 的 区 域 ; 区 域 DEGF (图 35) 和 BEGF( 图 36) 是 分 离 成 两 种 固 
相 的 区 域 . 

如 果 在 图 35 型 的 相 图 的 情形 下 ,两 种 组 分 在 固态 根本 不 能 混合 ,那么 相 图 
就 具有 如 图 37 所 示 的 形式 . 在 直线 4BC 以 上 的 阴影 区 域内 ,混合 液体 相 和 一 种 
纯 组 分 的 固 相 处 于 平衡 ;在 直线 4BC 以 下 的 阴影 区 域内 ,两 种 纯 物 质 固 相处 于 
平衡 . 当 降 低 液体 混合 物 的 温度 时 ,从 液体 混合 物 中 凝固 出 这 种 或 那 种 纯 组 分 , 究 
竟 是 哪 一 种 ,取决 于 液体 的 浓度 是 在 共 唱 点 的 右 侧 还 是 左 侧 . 随 着 温度 的 继续 降 
低 ,液体 的 成 分 沿 着 曲线 DB 或 EB 而 变化 ,直到 在 共 唱 点 B8 液体 全 部 凝固 . 





6. 两 种 组 分 在 液态 可 以 按 任意 比例 混合 ,而 在 固态 根本 不 能 混合 ,但 形成 
成 分 固定 的 化 合 物 . 相 图 如 图 38 所 示 . 直线 DE 决定 化 合 物 的 成 分 . 这 时 ,有 两 
个 三 相 点 8B 和 G6, 在 那里 液 相 、 固 态 化 合 物 和 一 种 纯 组 分 固 相处 于 平衡 . 位 于 B 
和 G6 两 点 之 间 的 是 等 浓度 点 D( 参 看 图 29). 很 容易 看 出 相 分 离 发 生 在 哪里 以 及 
分 离 成 什么 相 : 在 区 域 DBE 内 ,分 离 成 液 相 和 固态 化 合 物 .在 直线 CBE 以 下 ,分 
离 成 化 合 物 和 一 种 纯 组 分 的 固态 ,等 等 . 液体 的 凝固 结束 在 共 唱 点 之 一 C 或 8 
处 ,这 取决 于 液体 的 浓度 是 在 直线 DE 的 右 侧 还 是 左 侧 . 

7. 两 种 组 分 在 液态 中 可 以 按 任意 比例 混合 ,在 固态 中 则 根本 不 能 混合 而 是 
形成 化 合 物 , 但 是 这 种 化 合 物 在 开始 熔化 以 前 的 某 个 温度 就 已 经 分 解 了 . 确定 
这 种 化 合 物 的 成 分 的 直线 ,不 能 像 前 一 种 情形 那样 终止 在 等 浓度 点 ,因为 它 不 
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能 达到 熔点 . 因此 , 它 可 以 终止 于 一 个 如 5§97 中 图 30 所 示 类 型 的 三 相 点 (图 39 
上 的 点 4). 图 39 表示 出 这 时 相 图 的 可 能 形式 ,不 难看 出 在 图 中 阴影 区 域内 哪些 
点 出 现 哪些 相 的 分 离 . 

8. 两 种 组 分 在 固态 中 完全 不 能 混合 ,在 液态 中 也 不 能 按 任意 比例 混合 . 在 
这 种 情形 有 两 个 三 相 点 ,在 那里 液体 与 两 种 固态 纯 组 分 彼此 处 于 平衡 (图 40 中 
的 点 B) ,或 者 一 种 纯 组 分 与 两 种 浓度 不 同 的 混合 液 相 彼 此 处 于 平衡 (点 D). 在 
曲线 4BC 和 曲线 DE 以 上 的 两 个 没有 阴影 的 区 域 表 示 两 种 浓度 不 同 的 液态 ; 直 
线 CD 以 上 的 阴影 区 域 表 示 分 离 成 这 两 种 液 相 的 区 域 ; 区 域 DEF 表示 分 离 成 液 
体 和 一 种 固态 纯 组 分 的 区 域 ;等 等 . 





图 38 图 39 图 40 


$99 平衡 曲面 的 特征 曲线 的 相交 


在 $97 中 所 考虑 的 四 种 类 型 的 曲线 (临界 线 、 三 相 线 、 等 浓度 线 和 纯 物 质 
线 ) 都 在 同一 个 曲面 (平衡 曲面 ) 上 . 因此 一 般 来 讲 , 它 们 彼此 相交 . 我 们 来 描述 
这 些 曲 线 交 点 的 一 些 性 质 . 

可 以 证 明 , 两 条 临界 线 不 可 能 彼此 相交 ,两 条 等 浓度 线 也 不 可 能 相交 . 对 于 
这 些 结论 ,我 们 不 准备 在 这 里 证 明 . 

我 们 现在 来 列举 其 余 的 交点 的 性 质 ( 仍 旧 不 作证 明 ). 所 有 这 些 性 质 几 乎 都 
可 以 直接 从 $ 97 中 所 讨论 的 平衡 曲线 的 普遍 性 质 引 申 出 来 . 我 们 将 图 示 上 述 曲 
线 在 P7 平面 上 的 投影 (参看 8 97). 它们 的 形状 自然 是 随意 取 的 . 各 处 将 用 点 线 
代表 临界 线 , 实 线 代表 纯 物 质 的 相 平衡 线 ,虚线 代表 等 浓度 线 , 点 划 线 代表 三 相 
线 . 字母 与 $ 97 的 图 24 一 图 27 中 的 有 相同 意义 ， 

临界 线 和 纯 物 质 线 终止 在 它们 的 交点 上 (图 41a). 临界 线 和 三 相 线 也 是 在 
它们 相交 时 终止 (图 41b). 纯 物 质 线 同 等 浓度 线 相交 时 ,只 是 后 者 终止 了 (图 
41c). 在 这 种 情形 下 ,两 条 曲线 在 交点 处 彼此 相 切 . 等 浓度 线 相交 于 临界 线 ( 图 
41d) 或 三 相 线 (图 41e) 时 ,情况 相同 . 在 这 两 种 情形 下 ,都 是 等 浓度 线 终止 在 交 
点 ,并 且 两 条 曲线 在 交点 彼此 相 切 . 
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三 相 线 的 交点 (图 41f) 是 四 相 点 , 即 四 相 在 这 一 点 相互 平衡 . 四 条 三 相 线 在 
这 点 相遇 ,每 条 各 目 对 应 于 四 相 中 每 三 相 的 相互 平衡 . 

最 后 ,一 条 纯 物质 线 和 一 条 三 相 线 的 交点 (图 41g) ,显然 应 当 是 该 三 相 线 
同时 与 所 有 三 条 纯 物 质 的 相 平衡 线 ( 各 自 对 应 于 纯 物 质 的 三 相 中 每 两 相 的 相互 
平衡 ) 之 间 的 交点 . 


8$ 100 气体 和 液体 


我 们 现在 来 更 详细 地 考虑 由 两 种 组 分 所 构成 的 液 相 和 气相 的 平衡 . 

在 温度 足够 高 (7 与 分 子 的 平均 相互 作用 能 相 比 很 大 ) 时 ,所 有 的 物质 都 可 
以 按 任意 比例 混合 . 从 另 一 方面 来 讲 , 在 这 样 的 温度 下 物质 变 成 气体 ,因此 可 以 
说 :在 气相 中 一 切 物质 都 具有 无 限 的 互 溶 度 . ( 其实, 当 存 在 临界 线 时 ,液体 与 气 
体 之 间 的 区 别 在 某 种 意义 下 已 成 为 一 种 约定 ,而 上 述说 法 也 是 如 此 . ) 

至 于 在 液态 中 ,有 些 物 质 可 以 按 任 意 比例 混合 , 男 一 些 则 只 在 一 定 的 比例 
范围 内 混合 (有 限 互 溶 的 液体 ). 

对 于 两 种 组 分 在 两 相 中 都 可 按 任意 比例 混合 的 前 一 种 情形 ,这 时 相 图 中 没 
有 三 相 点 ,因为 系统 不 可 能 由 比 两 相 更 多 的 相 来 构成 (所 有 的 液态 都 是 一 相 , 所 
有 的 气态 也 都 是 一 相 ). 我 们 来 考虑 平衡 曲面 的 特征 曲线 在 PT 平面 土 的 投影 . 我 
们 有 两 条 纯 物 质 的 相 平衡 曲线 ( 即 两 相 中 的 浓度 同 为 x=0 和 x%=1 的 两 条 曲线 ). 
这 两 条 曲线 中 的 一 条 本 身 就 在 PT 平面 上 , 另 一 条 则 在 与 P7 平面 平行 的 平面 上 ， 
因此 它 的 投影 与 它 本 身 完 全 一 样 . 每 一 条 曲线 都 终止 在 某 一 点 ,这 一 点 就 是 相应 
纯 物 质 的 相 临 界 点 . 临界 线 从 这 样 两 点 中 的 一 点 开始 而 在 男 一 点 终止 (临界 线 和 
纯 物 质 线 二 者 都 终止 在 它们 的 交点 上 ;参看 $99). 因此 ,所 有 这 些 曲 线 在 PT 平面 
上 的 投影 具有 如 图 42 所 示 的 形式 (记号 与 $97, $ 99 中 的 完全 相同 ). 字母 g 和 1! 
的 意义 与 $97,§99 的 各 图 中 所 用 的 字母 a,b,c 意义 相同 ;g 代表 气体 ,! 代表 液 
体 ; 投 影 到 区 域 g 和 1 中 的 分 别 为 气态 和 液态 ;投影 到 区 域 g -i 中 的 是 气态 和 液 
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态 , 以 及 气态 和 液态 分 离 的 诸 状 态 ; 在 临界 线 以 上 ,液体 和 气体 的 区 别 消失 . 

如 果 除 此 以 外 还 有 等 浓度 线 ,那么 在 PT 平面 上 的 投影 具有 如 图 43 所 示 的 
形式 . 等 浓度 线 投影 位 于 自 坐标 原点 出 发 的 线 08 以 上 (如 图 43 所 示 ) ,或 者 位 
于 OC 以 下 ,而 不 在 其 间 . 只 有 4,B,C 三 点 是 这 几 条 曲线 的 交点 . 点 D 并 不 相当 于 
纯 物 质 线 同 临界 线 的 实际 交点 ,而 只 在 投影 上 存在 . 图 上 的 字母 和 4, 代表 浓度 
不 同 的 液 相 . 在 等 浓度 线 以 上 只 能 存在 一 种 液 相 1 . 





国 42 图 43 


用 不 同 温度 (或 压强 ) 的 平面 去 截 害 平衡 曲面 将 得 到 相应 的 相 图 ,考察 这 样 
的 相 图 可 以 使 特定 曲线 在 PT 平面 上 的 投影 的 所 有 上 述 性 质变 得 明显 . 例如 ,对 
应 于 压强 在 图 42 中 的 点 B8 以 下 以 及 在 点 4 和 点 B 之 间 的 截面 图 ,分 别 给 出 如 
图 31 和 33 所 示 的 相 图 . 图 44 中 所 表示 的 是 图 43 在 一 系列 温度 下 的 截面 图 
(7T, ,7 ,To 各 为 相当 于 4,B,C 各 点 的 温度 ) :两 相 分 离 的 区 域 在 等 浓度 点 发 生 
“断裂 " ,结果 形成 两 个 临界 点 ; 随 着 温度 的 升 高 ,两 块 阴影 区 域 各 向 两 纵 坐 标 轴 
上 的 一 点 收缩 ,首先 是 一 块 .然后 是 另 一 块 逐渐 消失 . 图 45 上 表示 的 是 这 同一 
情形 在 一 系列 压强 下 的 截面 图 . 





T<7T， 站 Ti<T<T- 
图 44 


了 我 们 不 讨论 固 相 ,在 所 有 的 PT 图 中 约定 画 曲 线 时 都 从 坐标 原点 出 发 ,就 好 像 凝 固 现 象 根本 不 发 
生 一 样 . 


$100 气体 和 液体 ， 265 ， 





Pp.<P<P, P<P<Pn 本 
图 45 


如 果 两 种 组 分 在 液态 中 的 互 溶 度 是 有 限 的 ,那么 有 三 相 线 存 在 . 这 条 曲线 
终止 在 某 一 点 ,而 与 从 该 点 开始 的 临界 线 相 接 . 图 46 和 图 47 中 所 表示 的 是 在 
这 种 情形 下 可 能 发 生 的 两 种 本 质 上 不 同类 型 的 PT 投影 图 . 它们 的 区 别 在 于 :三 
相 线 的 投影 在 图 46 中 是 通过 两 条 纯 物 质 线 的 上 方 ;而 在 图 47 中 是 通过 它们 两 
者 之 间 ( 三 相 线 的 投影 不 可 能 通过 两 条 纯 物质 线 的 下 方 , 因 为 两 种 组 分 在 气态 
中 可 以 按 任意 比例 混合 ). 在 这 两 种 情形 中 ,每 一 种 情形 都 有 两 条 临界 线 , 其 中 
一 条 的 趋向 是 朝 着 压强 增 大 的 方 问 . 





对 于 图 46 所 示 的 情形 ,顺序 的 几 个 Px 平面 和 7x 平面 截面 图 ,如 图 48 和 图 
49 所 示 . 
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x 
Ps<P<P, P<P<P.. P<P 


最 后 必须 强调 的 是 :在 这 一 节 中 所 考虑 的 PT 图 例子 ,只 是 液 相 和 气相 之 间 
相互 平衡 的 最 典型 例子 ,并 没有 把 理论 上 所 有 可 能 的 类 型 概括 无 遗 


$101 化 学 平衡 条 件 


在 可 反应 物质 的 混合 物 中 进行 的 化 学 反应 , 终 将 导致 建立 起 一 个 平衡 状 
态 , 在 其 中 参与 反应 的 每 一 种 物质 的 量 不 再 发 生变 化 . 这 种 情况 的 热平衡 称 为 
化 学 平衡 . 一 般 来 讲 , 每 一 种 化 学 反应 都 可 以 在 正 . 送 两 个 方向 进行 ;在 达到 平 
衡 以 前 ,两 个 反应 方向 中 的 一 个 占 优势 ,而 在 平衡 时 ,这 两 个 相反 的 反应 依 适当 
速率 进行 ,以 使 得 每 一 种 反应 物质 的 粒子 总 数 保持 不 变 . 热力 学 应 用 于 化 学 反 
应 时 ,研究 的 主题 只 是 化 学 平衡 ,而 不 是 导致 这 种 平衡 的 反应 过 程 本 身 . 

重要 的 是 ,化 学 平衡 状态 不 依赖 于 反应 以 怎样 的 方式 (以 及 在 怎样 的 条 件 
下 ) 进 行 9; 它 只 依赖 于 反应 物质 的 混合 物 实现 平衡 时 所 处 的 条 件 . 因此 在 推导 
化 学 平衡 条 件 时 ,可 以 对 反应 以 怎样 的 方式 进行 作 任何 假设 . 

首先 我 们 来 规定 描述 化 学 反应 的 方法 . 大 家 知道 ,化 学 反应 是 以 符号 方程 
式 的 形式 来 描述 的 ,在 普遍 形式 下 可 写成 (把 所 有 各 项 都 移 到 方程 式 一 边 ) : 

> zi4; = 0， (101. 1) 

式 中 4, 是 反应 物质 的 化 学 符号 ,而 系数 v, 是 正 或 负 的 整数 . 例如 ,对 于 2H, + 0， 
=2H,0 即 2H, + 0; -2H,0 =0 这 个 反应 来 讲 , 系 数 ru =2,zo =1,vn,o = -2. 

假设 反应 在 恒温 . 恒 压 下 进行 . 在 这 样 的 过 程 中 ,系统 的 热力 学 势 趋向 于 极 
小 值 . 因此 在 平衡 状态 下 ,热力 学 势 B 必须 具有 最 小 的 可 能 值 (在 给 定 的 P 和 7T 
下 ). 我 们 用 N, ,N,,… 来 代表 参加 反应 的 各 种 物质 的 粒子 数 . 于 是 更 为 极 小 值 


Q@ 尤其 是 , 它 与 反应 是 否 有 催化 剂 参 与 无 关 . 
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的 必要 条 件 可 以 写成 对 Ni 之 一 如 Ni (在 给 定 的 已 和 7 下 ) 的 全 导数 等 于 零 
的 形式 : 








SD UB WW 
aN, 9N, dN, aN, dN, 


各 种 粒子 数 N, 在 反应 时 的 变化 ,由 反应 方程 式 彼此 相 联 系 :显然 ,如 果 N, 改变 
v, ,那么 其 余 每 一 种 粒子 数 N, 各 改变 v. 换 句 话说 ,可 以 写成 dN， =—dN, , 亦 即 


20. 


dN _ 
NW “4 因此 上 述 等 式 可 以 改写 成 形式 
oP r 
2 
最 后 ,把 29 =p, 代入 并 消去 v ,我 们 就 得 到 : 
D7 -0 一 本 党 


这 就 是 我 们 所 求 的 化 学 平衡 条 件 . 因此 ,要 把 它 写 出 来 ,只 需 在 化 学 反应 方 
程式 中 把 符号 4, 替换 为 相应 的 y. 当 混 合 物 中 可 能 有 几 种 不 同 的 反应 时 ,平衡 
条 件 是 由 几 个 (101.2) 型 的 方程 式 所 组 成 的 方程 组 . 每 一 个 方程 式 都 是 用 上 述 
方法 根据 每 一 种 可 能 反应 的 方程 式 所 写 出 的 . 

应 当 指 出 :在 反应 物质 以 溶质 的 形式 分 配 于 相互 接触 的 两 种 不 同 相 中 时 ， 
条 件 (101.2) 仍 旧 保 持 同样 依据 的 形式 . 这 是 因为 依据 相 平 衡 条 件 , 平 衡 时 每 一 
种 物质 在 两 相 中 的 化 学 势 彼 此 相等 . 


$102 质量 作用 定律 


我 们 把 在 上 节 中 所 得 到 的 化 学 平衡 普遍 条 件 应 用 于 在 气体 混合 物 中 进行 
的 反应 ,并 且 假 设 :气体 可 以 看 成 是 理想 气体 . 
混合 物 中 每 一 种 气体 的 化 学 势 等 于 (参看 §93) 
Wi = Tn Ft Ts (102.1) 
式 中 P, 是 混合 物 中 第 i 种 气体 的 分 压强 :P, = cP. 在 这 里 P 是 混合 物 的 总 压 


强 , 而 -元 是 该 交 种 气体 的 浓度 ,我 们 把 它 定 义 为 该 种 气体 的 分 子 数 NN, 对 混合 


物 中 分 子 总 数 N= 对 Ni 之 比 


现在 很 容易 写 出 在 气体 混合 物 中 反应 的 化 学 平衡 条 件 . 把 (102.1) 代 入 
(101.2) ,我 们 就 求 出 : 


2 zi = T >, vln Po + 2 viX = 0， 
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式 中 Pu 是 各 种 气体 在 化 学 平衡 状态 下 的 分 压强 . 引入 符号 


K (7) = ezp| - x), (102.2) 
7 
我 们 就 得 到 : 
[|] 本 2 (102. 3) 
可 以 用 Peu 来 代替 Pu ,其 中 co 是 气体 在 化 学 平衡 下 的 浓度 ;于 是 我 们 得 到 : 
回归 = Pen TY = RY. (102. 4) 


在 等 式 (102.3) 或 (102.4) 右 边 的 量 只 是 温度 和 压强 的 图 数 ,而 与 各 种 反应 气体 
的 初始 含量 无 关 ; 这 个 量 通常 称 为 化 学 平衡 常数 . 而 公式 (102.3) 或 (102.4) 表 
示 的 规律 称 为 质量 作用 定律 . 
气体 反应 平衡 常数 与 压强 的 关系 完全 由 等 式 (102.4) 右 边 的 因子 P->" 来 
确定 (如 果 反 应 物质 的 数量 由 它们 的 分 压强 来 表示 ,那么 平衡 常数 就 始终 与 压 
强 无 关 ). 要 建立 平衡 常数 对 温度 的 关系 ,需要 对 气体 的 性 质 作 进一步 的 假设 . 
例如 ,如果 气体 具有 恒定 的 比 热 ,那么 把 (102. 1) 式 同 这 种 气体 的 热力 学 势 
公式 (43.4) 比较 ,就 可 以 证 明天 数 焙 (7T) 具 有 形式 
TY a ET TT I,, (102. 5) 
式 中 6c,, 是 气体 的 比 热 ,t; 是 气体 的 化 学 常数 . 把 这 个 式 子 代 入 (102.2) ,我 们 就 
得 到 平衡 常数 的 如 下 公式 : 
| K,(T) = eZ tT Ene ro, (102. 6) 
它 对 温度 的 依赖 关系 主要 是 指数 规律 . 
质量 作用 定律 对 于 溶质 之 间 的 反应 也 成 立 , 只 要 溶液 可 以 认为 是 稀 溶 液 . 
事实 上 ,每 一 种 溶质 的 化 学 势 具有 形式 
Wi ee Tyve w(t (102.7) 


浓度 “, 在 这 里 被 定义 为 该 种 溶质 的 粒子 数 与 溶剂 粒子 数 之 比 | " = 性 把 
(102.7) 代 入 平衡 条 件 (101.2) ,可 以 用 同样 的 方法 求 出 : 
[| es = K(P,T), (102.8) 
式 中 平衡 常数 
K(P,T) = exp| 3 中 (102. 9) 
T 
与 气体 反应 的 情形 不 同 ,在 这 里 平衡 常数 对 压强 的 依赖 关系 仍旧 是 未 定 的 . 


如 果 除 了 气体 和 溶质 以 外 ,还 有 处 于 纯 凝 聚 相 如 纯 固 体 ( 即 没有 同 其 它 物 
质 混合 ) 的 某 种 物质 参加 反应 ,那么 平衡 条 件 也 会 导致 质量 作用 定律 . 但 是 这 时 
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因为 纯 相 的 化 学 势 只 与 压强 和 温度 有 关 , 所 以 在 这 个 定律 的 方程 式 左边 不 包含 
有 关 纯 相 的 因子 , 即 只 需要 写 出 气体 (或 溶质 ) 浓 度 的 乘积 ,就 好 像 固 体 根本 不 
存在 一 样 . 固体 的 存在 只 影响 平衡 常数 对 压强 和 温度 的 依赖 关系 . 

如 果 参 加 反应 的 只 有 气体 和 固体 , 则 由 于 气体 的 压强 比较 小 ,可 认为 固体 
的 化 学 势 与 压强 无 关 , 因 而 平衡 常数 与 压强 的 关系 仍旧 像 在 (102.4) 中 一 样 . 但 
是 这 时 指数 中 的 和 式 >》z 必须 只 表示 反应 方程 式 中 气态 物质 的 系数 之 和 . 

最 后 ,如果 稀 溶液 中 除了 溶质 以 外 ,溶剂 也 参加 反应 ,那么 这 时 质量 作用 定 
律 也 成 立 . 事实 上 , 当 把 溶剂 的 化 学 势 代入 化 学 平衡 条 件 时 ,可 把 溶剂 化 学 势 中 
包含 浓度 的 小 项 忽略 不 计 , 于 是 溶剂 的 化 学 势 化 为 一 个 只 与 温度 和 压强 有 关 的 
量 . 因此 我 们 再 次 得 到 质量 作用 定律 的 方程 式 , 并 且 在 这 个 方程 式 的 左边 也 只 
包含 被 溶 反应 物质 的 浓度 ,而 不 包含 溶剂 项 . 


习 题 
1. 设 气体 的 分 子 由 相同 双 原 子 构成 ,并 且 在 基态 没有 自 旋 和 轨道 角 动 量 ， 
试 求 双 原 子 气 体 在 高 温 下 的 离 解 度 . 


解 :所 要 讨论 的 是 A; =2A 型 的 反应 . 我 们 将 (在 本 题 和 下 列 各 题 中 ) 用 指 
标 1 和 2 分 别 标记 混合 物 中 属于 原子 (人 A) 和 分 子 ( A,) 组 分 的 量 . 离 解 度 定义 为 


N, 、 N, N, 
已 离 解 分 子 数 了 与 (不 可 离 解 气体 该 有 的 ) 分 子 总 数 No=N,+ 了 之 比 q=3y- 
根据 质量 作用 定律 (102.3) 有 


2 
交 是 
由 此 可 得 
1 
VE+4PK (7T) 


化 学 平衡 常数 K, 可 由 将 以 下 各 量 代入 (102. 6) 式 求 得 : 比 热 cu = 末 ,cn = 二 以 
及 化 学 常数 


372 I 3/2 
= ol la) J [Ra | 
(参看 (45.4) ,(46.4),(49.8) ) ,其 中 夯 是 原子 A 的 质量 ,g 是 原子 A 基态 的 
统计 权重 (在 足够 高 的 温度 下 g, =(2S+1)(2L+1), 这 里 5,L 是 原子 的 自 旋 和 
轨道 角 动 量 ) 开 . 结果 为 





QD 参看 $104 的 脚注 . 
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3/2 
KT) = i (2) 
1 


a 
式 中 go =2E0l -Ew 是 分 子 的 离 解 能 . 
2. 试 求 上 题 中 可 离 解 双 原 子 气体 的 热 容 ,分 子 的 离 解 能 为 &。=2E0, -2oz. 
解 : 气 体 的 炉 由 以 下 和 式 计算 : 


区 Bo ~h so — J 
S=N (cn + ei) No, + 2 :) = 





二 Ni{ on + + (oo + 如 (Ai + 2N,) 全 


(每 一 个 组 分 的 粹 ,根据 (43.6) 和 (43.3) 用 其 化 学 势 表 示 , 之 后 用 了 平衡 方程 
=2j). 用 No。 和 a 表示 NN 和 NN, ,把 化 学 势 写成 











2a 
Wi = + Tln Ph, = Ts i > 
并 且 把 co 和 co 的 值 代 入 ,我 们 得 到 
避让 国 
"| ST 2 in 了 一 + 常数 )， (3) 


这 里 也 用 到 离 解 能 eu ,而 这 里 的 常数 是 温度 无 关 项 ,对 所 求 的 热 容 C, = 7| 


没有 影响 . 从 (1) 算 出 导数 
位 (1 -oa )adlnk, -03+ 


05 
37), 


Tk 2 dT 27 
(K, 取 (2) 式 )， 现在 对 (3) 的 精 求 微 商 , 最 后 我 们 得 到 


No 2 £0o ] 
C， = 了 9+a+a(1 -ee)( 全 + 了 | 


3. 试 确定 氨 以 再 原 子 形式 溶解 在 金属 中 的 浓度 对 金属 上 的 H, 气压 的 依 
赖 关 系 ， 
解 :把 过 程 考虑 为 化 学 反应 H, =2H, 平 衡 条 件 可 写成 形式 1 =2pw; 我 们 
把 上 An 写成 理想 气体 的 化 学 势 : 
Kn, = Tln P +x(7T), 
把 jvn 写成 溶质 在 溶液 中 的 化 学 势 : 
pa = Tlaec+ wy. 
注意 到 光 几乎 与 压强 无 关 ( 参看 890) ,我 们 就 求 出 : 
c= 常数 x VP. 


$103 反应 热 
化 学 反应 都 伴 有 热量 的 吸收 或 放出 . 前 一 种 情形 称 为 吸 热 反应 ,后 一 种 情 
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一 一 一 - 


形 称 为 放 热 反应 . 显然 ,如果 某 种 反应 是 放 热 的 ,那么 它 的 逆反 应 就 是 吸 热 的 ， 
反之 亦 然 . 

反应 的 热效应 与 发 生 反 应 的 条 件 有 关 . 因此 ,在 讨论 热效应 时 必须 区 分 壁 
如 说 反应 是 在 恒定 的 体积 还 是 压强 下 进行 的 . (但 是 这 种 差别 通常 不 大 . ) 

像 计算 溶解 热 的 情形 ( 8$91) 一样 ， 我 们 育 先 来 确定 由 于 化 学 反应 可 能 获得 
的 最 大 功 ， 

我 们 把 由 一 个 化 学 反应 方程 式 所 确定 的 一 组 分 子 之 间 的 反应 称 为 “元 反 
应 ” ,并且 来 计算 反应 物质 混合 物 在 元 反应 发 生 了 很 少 的 5n 次 后 热力 学 势 的 改 
变 ; 这 里 我 们 假设 反应 在 恒温 恒 压 下 进行 .于 是 我 们 得 到 : 

9 = 5 oN, = 并 waN: 
在 5n 次 的 元 反应 后 第 i 种 物质 分 子 数 的 改变 显然 等 于 
SN, = -vn. 
因此 ， 
5G = -2 vp (103.1) 


由 此 可 见 ,在 平衡 状态 下 3 2 变 成 0, 这 原 是 理所当然 的 . 


式 (103. Si 5n 次 的 元 反应 所 必须 耗费 的 最 小 功 的 普遍 表达 
它 也 是 同样 次 数 元 反应 在 逆 方 向 发 生 时 可 能 获得 的 最 大 功 . 
首先 我 们 假设 反应 发 生 在 气体 之 间 . 利用 的 表达 式 (102.1) ,我 们 就 求 
出 : 
5 中 = 一 Sn( 了 >， v, ]n P, + DD ViXi) 
引入 平衡 常数 后 ,得 到 : 
8B = Tin[- S vlnP,+ln kK,(T))= 
= TS8n[ ~- Dri + nk Ty}]. (103.2) 
对 于 在 溶液 中 进行 的 反应 ,我 们 可 借助 于 的 表达 式 (102.7) 类 似 地 求 出 : 
5 = — 5n( (T Oviln c, + 2 zi i 
引入 平衡 常数 K(P,T) 后 ,得 到 : 
38 = Tin[- Ov,lnce; + ln K(P,T)]. C10332 


值 5B 的 正 负 决 定 反 应 进行 的 方向 :因为 B 趋向 于 极 小 值 ,所 以 当 5® <0 
时 反应 沿 正方 向 ( 即 化 学 反应 方程 式 中 "从 左 向 右 ” 的 方向 ) 进 行 ,如 有 果 5® >0， 
则 意味 着 反应 在 所 给 定 的 混合 物 中 实际 上 沿 逆 方 向 进行 .但 是 ,应 当 注 意 , 反 应 


8$103 反 应 热 。 273: 


方向 也 可 以 从 质量 作用 定律 直接 看 出 :我 们 对 所 给 定 的 混合 物 写 下 乘积 
[ P*, 并 同 该 反应 的 平衡 常数 值 进行 比较 ;例如 ,如 果 是 [[ P > K, ,那么 这 


就 意味 着 反应 将 沿 正方 向 进行 ,以 使 得 (反应 方程 式 中 vw, 为 正 的 ) 初 始 物质 的 
分 压强 减 小 ,而 (v, <0 的 ) 反 应 产物 的 分 压强 增 大 . 

现在 我 们 也 可 以 对 5n 次 的 元 反应 确定 所 吸收 (或 所 放出 , 视 符 号 而 定 ) 的 
热量 . 根据 公式 (91.4) ,对 于 在 恒温 恒 压 下 所 进行 的 反应 来 讲 , 这 个 热量 50, 等 
于 


af 了 
Et 生 区 
对 于 气体 之 间 的 反应 ,把 (103.2) 代 人 ,我们 就 得 到 : 
i Qin KE CT) 
80, = ~ T'8n— (103.4) 
类 似 地 ,对 于 溶液 ， 
50 = -Th 2 (103.5) 


必须 注意 ;8Q, 只 是 正比 于 5n 而 与 任何 给 定时 刻 的 浓度 值 无 关 ;因此 这 些 公 式 
也 适用 于 不 很 小 的 任意 in. 


如 果 Q, >0, 即 反应 是 吸 热 的 , 则 一 ~ <0, 即 化 学 平衡 常数 随 着 温度 的 增 


加 而 下 降 . 相反 地 ,对 于 放 热 反应 (@， i 平衡 常数 随 温度 而 增长 . 从 另 一 方面 
来 讲 , 平 衡 常 数 的 增长 意味 着 化 学 平衡 朝 着 重新 形成 初始 物质 的 方向 移动 ( 反 


应 “从 右 向 左 "进行 ) ,以 使 乘积 | | cs 增加 . 相反 地 ,化 学 平衡 常数 的 减 小 意味 


着 化 学 平衡 朝 着 形成 反应 产物 的 方向 移动 . 换 句 话说 ,可 以 表述 法 则 如 下 :加热 
使 平衡 朝 着 过 程 伴 有 吸 热 的 方向 移动 ,而 冷却 使 平衡 朝 着 过 程 伴 有 放 热 的 方 问 
移动 . 这 个 法 则 与 勒 夏 特 列 原 理 完 全 一 致 . 

对 于 气体 之 间 的 反应 ,在 恒定 体积 下 (同时 在 恒温 下 ) 进 行 反应 时 的 热效应 
也 很 重要 . 热量 50, 同 热量 30, 之 间 的 关系 很 简单 . 事实 上 ,在 恒定 体积 过 程 中 
所 吸收 的 热量 等 于 系统 能 量 的 改变 ,而 8Q, 则 等 于 烩 的 改变 . 因为 E=W-PV， 
显然 


“人 天 


50, = 80, - 8(PY) ， 
或 者 再 代入 PV =7>N 和 8N; = -v5n, 得 
50, = 50, + Ten 2 vi (103. 6) 
最 后 ,我 们 再 来 确定 恒 压 ( 和 和 便 温 ) 下 进行 反应 所 导致 的 反应 物质 混合 物 的 
体积 改变 . 对 于 气体 ,这 个 问题 很 容易 : 
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8V = 8N = Pin y.. (103.7) 
特别 地 ,如 果 反 应 不 改变 粒子 总 数 ( wv, = 0) , 那么 反应 进行 时 体积 也 不 发 生 
变化 . 
对 于 稀 溶液 中 的 反应 ,我们 可 以 利用 公式 8V = ap89 ,并 且 把 (103.3) 式 代 
入 ,就 得 到 : 


dln 天 ( 尸 ,了 ) 
多 二 
6 on Pp 


(103. 8 ) 

因此 ,反应 时 体积 的 变化 来 自 化 学 平衡 常数 对 压强 的 依赖 关系 . 类 似 于 上 
述 关于 温度 依赖 关系 的 讨论 ,很 容易 得 出 结论 :增加 压强 将 促进 伴 有 体积 减 小 
的 反应 ( 即 把 平衡 朝 这 个 反应 方向 移动 ) ,而 减 小 压强 将 促进 伴 有 体积 增加 的 反 
应 一 一 这 仍旧 与 勒 夏 特 列 原理 完全 一 致 . 


$104 电离 平衡 


在 足够 高 的 温度 下 ,气体 粒子 的 碰撞 可 伴 有 电离 . 这 种 热电 离 的 存在 导致 
一 种 热平衡 的 建立 ,那里 气体 粒子 以 总 数 的 一 定 比 例 处 于 不 同 的 电离 阶段 . 我 
们 来 考虑 单 原 子 气体 的 热电 离 ; 这 种 情形 最 为 重要 ,因为 化 合 物 通常 在 出 现 热 
电离 之 前 就 已 经 完全 离 解 了 . 

从 热力 学 的 观点 来 看 ,电离 平衡 乃 是 化 学 平衡 的 特殊 情形 , 它 相 当 于 同时 
发 生 的 可 写成 如 下 形式 的 多 个 “电离 反应 ”: 

三 站 (104. 1 ) 

式 中 符号 Au 表示 中 性 原子 ,A, ,A:,… 表 示 一 次 离 解 二 次 离 解 …… 的 原子 ,e- 
表示 电子 . 把 质量 作用 定律 应 用 于 这 些 反应 ,就 得 出 一 组 方程 组 


-2 = PK(T) (n= 1,2…)， (104. 2) 


式 中 co 是 中 性 原子 的 浓度 ,cl,c,… 是 各 次 离子 的 浓度 ,e 是 电子 的 浓度 (这 些 
浓度 中 的 每 一 个 都 定义 为 该 种 粒子 数目 与 包括 电子 在 内 的 粒子 总 数 之 比 ). 这 
些 方程 式 还 须 加 上 表示 气体 作为 整体 有 电 中 性 的 方程 式 
C = Ci + 2c, + 3es + os (104.3) 
方程 组 (104. 2 一 104. 3 ) 确 定 在 电离 平衡 下 各 种 离子 的 浓度 . 
平衡 常数 K,” 很 容易 计算 出 来 . 所 有 参加 反应 的 气体 (中 性 原子 气体 、 离 子 


气体 电子 气 ) 都 是 “ 单 原子 "的 ,因而 都 具有 c = 这 的 恒定 比 热 ,而 它们 的 化 学 
常数 等 于 
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机 
¢ = in 9 ] 
式 中 m 是 该 种 气体 粒子 的 质量 ,g 是 该 种 粒子 基态 的 统计 权重 ;对 于 电子 来 讲 ， 
8 =2, 对 于 原子 和 离子 ,g = (2L+1)(2S +1)(L,S 各 为 原子 或 离子 的 轨道 角 动 
量 和 自 旋 ). 把 这 些 值 代入 公式 (102.6) ,我 们 就 得 到 所 求 的 平衡 常数 的 表达 
式 : 
Ki (7) = > 2 志 zexp 人 (104. 4) 
( M. Saha,1921), 式 中 m 是 电子 的 质量 ,而 1, = so., - so., -1 是 原子 的 第 nn 次 电离 
能 (第 ”次 电离 势 ). 
平衡 常数 K.”= PK,” 随 着 温度 的 增加 而 减 小 , 当 它 达到 1 的 量 级 时 ,气体 
的 第 n 次 电离 的 电离 度 也 为 1 的 量 级 . 特别 应 当 注意 的 是 :虽然 平衡 常数 的 温 
度 依赖 关系 是 指数 型 的 ,但 是 这 个 电离 阶段 并 不 是 在 7 了 ~1, 时 才 发 生 , 而 是 在 低 


得 多 的 温度 下 就 已 经 发 生 了 . 其 原因 在 于 指数 因子 exp[ 好 | 的 系数 很 小 ;事实 
间 


Pp i 372 a N A 3/2 
| MM | t 
这 个 量 一 般 来 讲 很 小 , 当 T 了 ~7 时 , 它 的 数量 级 为 原子 体积 与 一 个 原子 在 气体 中 


所 占 体积 即 廊 之 比 . 


因此 ,气体 在 比 电离 能 小 得 多 的 温度 下 就 已 经 充分 电离 了 . 但 是 同时 气体 
中 受 激 原子 的 数目 仍旧 非常 少 ,因为 一 般 来 讲 原子 的 激发 能 与 电离 能 同 数 量 
级 . 至 于 当 了 同 电离 能 可 比 时 ,这 时 气体 已 经 差不多 完全 电离 . 当 温 度数 量 级 达 
到 原子 中 最 后 一 个 电子 的 电离 能 时 ,可 以 认为 气体 只 由 单个 的 电子 和 裸 核 所 构 
成 . 

第 一 个 电子 的 电离 能 1 通常 都 比 其 次 的 各 能 值 /, 小 得 多 ;因此 存在 一 个 
温度 范围 ,可 以 认为 那里 的 气体 除了 中 性 原子 以 外 只 有 带 单 电荷 的 离子 . 我 们 
用 电离 原子 数 与 原子 总 数 之 比 a 作为 气体 的 电离 度 ,于 是 有 : 

ao 1 -a 
l+a” 二 + af 








C = Ci， = 


而 方程 (104.2) 给 出 : 


@@ 可 以 认为 ,即使 在 充分 电离 的 气体 中 ,所 有 的 原子 和 离子 也 都 处 于 基态 中 ;其 原因 在 于 :只 要 原 
子 (或 离子 ) 的 基态 具有 精细 结构 ,那么 我 们 总 是 可 以 假设 了 比 这 种 结构 的 能 量 间 距 大 得 多 . 
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] -oa 所 PK''" 
Se Ry 人 
由 此 


RE (104.5) 


由 这 个 式 子 就 完全 确定 了 电离 度 与 压强 和 温度 (在 所 考虑 的 温度 范围 内 ) 的 关 
系 . 
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在 与 电子 的 静止 能 量 mc 可比 的 极 高 温度 下 ,物质 内 粒子 的 碰撞 伴随 着 
电子 对 (电子 和 正 电子 ) 的 产生 ;由 于 这 个 缘故 ,粒子 数 不 再 是 一 个 给 定 的 量 ,而 
决定 于 热平衡 条 件 . 

电子 对 的 产生 (及 其 淹没 ) 从 热力 学 的 观点 而 言 ,可 以 看 成 “化 学 反应 ” 

e +e = YY, 
式 中 符号 e* 和 e 代表 正 电子 和 电子 ,而 符号 y 代表 一 个 或 几 个 光子 . 光子 气体 
的 化 学 势 等 于 0( §63). 因此 ,产生 偶 对 的 平衡 条 件 如 下 式 : 

Kk +n = 0, (105.1) 
式 中 凡 入 ' 各 为 电子 气 和 正 电 子 气 的 化 学 势 . 应 当 强 调 指出 :在 这 里 指 化 
学 势 的 相对 论 表 达 式 , 它 包 含 粒子 的 静止 能 量 (参看 §27), 后 者 为 参与 粒子 对 
产生 过 程 的 关键 角色 . 

在 7T~mec 的 温度 下 , (在 单位 体积 内 ) 产 生 的 电子 对 的 数目 就 已 经 比 原子 
的 电子 密度 大 得 多 @. 因此 可 以 足够 精确 地 认为 :电子 数 等 于 正 电 子 数 . 于 是 
”= ,因而 条 件 (105. 1 ) 给 出 : 

4 = 内 =0, 
亦 即 在 平衡 状态 下 电子 和 正 电子 的 化 学 势必 须 都 等 于 0. 

电子 和 正 电 子 服 从 费 米 统计 ;因此 把 j=0 的 费 米 分 布 (56. 3 ) 进行 积分 ,就 
得 到 它们 的 数目 : 

WW sl - 
Th es +1 

式 中 & 由 相对 论 表达 式 es =c Vp +m ec 来 确定 . 
当 7 << me? 时 ,这 个 数目 正比 于 指数 函数 exp| -了 】 ,因而 很 小 . 在 相反 的 





(105. 2 ) 


2 
DD 能 量 mc: =0. 51 x105 eV ,因此 温度 一 =6x109K. 


国 ”从 公式 (105.3) 可 以 看 出 , 当 7 了 -~ mc: 时 ,生成 的 电子 对 的 体积 为 ~ (#/mc). 比 起 原子 体积 即 玻 
尔 半径 的 立方 (起 /mez )?) ,这 个 体积 非常 小 . 
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情形 下 ,7 > me”. 我 们 可 以 令 e =cp ,因而 公式 (105. 2) 给 出 : 
ae i 
we 








mT \ fe 人 
这 里 的 积分 可 以 用 《 函数 ( 见 858 第 二 个 脚注 ) 来 表示 ,因而 我 们 得 到 
Rs Mi TY 
NN 二 | = 0.183|( 元 | V. (105. 3) 


用 同样 的 方法 可 以 求 出 正 电子 气 和 电子 气 的 能 量 : 
E* = FE- = 了 了 Ef x dx 2 Tn 








mm \ fc = 120( hc) 
这 个 量 是 在 同样 体积 中 黑体 辐射 能 量 的 7/8. 
习 题 


试 求 出 当 了 << me” 时 电子 和 正 电 子 的 平衡 密度 . 
解 :利用 化 学 势 的 表达 式 (46. 1a) ,并 把 它 加 上 me ,我 们 就 得 到 : 


二 SS mT 2me’ 
| a a exp( - T )， 

式 中 n =N /AV 和 n=N'*/V 各 为 电子 和 正 电 子 的 密度 . 如 果 mo 为 电子 的 初 
始 密 度 ( 即 没有 电子 对 的 产生 时 的 密度 ), 则 n”=n”+no, 因 而 我 们 得 到 : 


eva 














十 


= 
一 时 


第 
甚 高 密度 物质 的 性 质 


$106 高 密度 物质 的 物 态 方程 


研究 物质 在 非常 大 的 密度 下 的 性 质 具 有 很 基本 的 意义 . 现在 我 们 定性 地 考 
察 这 些 性 质 随 着 密度 的 逐渐 增加 怎样 变化 . 

当 一 个 原子 所 占有 的 体积 变 得 小 于 通常 的 原子 大 小 时 ,原子 就 失去 了 个 体 
性 ,于 是 物质 变 成 高 度 压 缩 的 电子 - 核 等 离子 体 . 如 果 物 质 的 温度 不 是 太 高 , 则 
这 种 等 离子 体 的 电子 成 分 是 简 并 费 米 气体 . 在 $ 57 末 曾 经 指出 这 种 气体 的 一 个 
特殊 性 质 : 随 着 密度 的 增加 它 将 更 近 于 理想 的 . 因此 当 物 质 被 高 度 压缩 时 ,电子 
同 核 (以 及 彼此 之 间 ) 的 相互 作用 就 变 得 无 关 紧 要 ,而 理想 费 米 气体 公式 可 用 . 
根据 条 件 (57.9) ,上 述 情况 在 满足 不 等 式 


时 开始 发 生 , 式 中 n。 是 电子 数 密度 ,mm。 是 电子 质量 ,2 是 物质 的 某 一 平均 的 原 
子 序数 . 由 此 ,对 于 物质 总 的 质量 密度 来 说 ,我 们 得 到 不 等 式 


了 过 
p 六 呈 | m'Z? ~ 20Z’g/em’, (106. 1) 





式 中 m' 是 分 到 每 个 电子 上 的 物质 质量 了 ,因此 p=n.m". 至 于 “ 核 气体 ”, 则 由 于 
核 质量 很 大 , 它 远 非 简 并 化 ,而 它 的 贡献 ,例如 对 于 物质 的 压强 ,在 任何 情况 下 
与 电子 气 的 压强 相 比 都 完全 可 以 忽略 . 

在 本 节 所 有 的 数值 估计 中 都 假定 物质 的 平均 原子 重 为 平均 原子 序数 的 两 倍 ,因此 m' 等 于 核子 质 


基 的 两 倍 . 
我 们 指出 :与 物质 密度 p ~202Z?g/cm; 对 应 的 简 并 化 温度 的 数量 级 为 10" ZK. 
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因此 ,在 所 考虑 的 条 件 下 物质 的 热力 学 量 可 由 将 $ 57 所 得 到 的 公式 应 用 于 
电子 成 分 而 予 确定 . 例如 ,对 于 压强 我 们 有 了 


pa a (se). (106. 2) 
密度 条 件 (106. 1) 给 出 关于 压强 的 数值 不 等 式 
P »> 5 x 102"bar. 

在 上 述 各 公式 中 ,电子 气 是 假设 为 非 相 对 论 性 的 . 这 就 要 求 费 米 动量 p; 比 

mc 小 得 多 (参看 §61) ,由 此 得 出 数值 不 等 式 
p<2x]10g/cm, P << 10"bar. 
当 电 子 气 的 密度 和 压强 高 到 与 上 述 值 可 比 时 ,电子 气 变 成 相对 论 性 的 ,而 当 不 
等 式 反 向 成 立时 , 变 成 超 相 对 论 性 的 . 在 后 一 种 情形 下 , 物 态 方程 由 公式 (61.4) 
所 确定 ,得 2 ， 
“要 Gr) ne(2). (106. 3) 

再 进一步 提高 密度 就 产生 这 样 的 状态 :这 时 热力 学 上 有 利于 电子 被 原子 核 
俘获 (同时 放出 中 微 子 ) 的 核反应 . 作为 这 种 反应 的 结果 ,核电 荷 减少 (而 核 重 不 
变 ) ,一 般 来 讲 这 就 使 得 核 结 合 能 减 小 , 亦 即 质量 亏损 减 小 . 足够 高 物质 密度 下 
这 种 过 程 在 能 量 上 的 不 利 , 足 可 由 因 电 子 数目 减少 所 引起 的 简 并 电子 气 能 量 的 


减少 而 予以 补偿 . 
要 写 出 确定 上 述 核 反应 的 “化 学 平衡 ”的 热力 学 条 件 并 不 困难 . 可 以 把 上 述 
核反应 写成 化 学 符号 等 式 的 形式 


A,+e = A.|,+vy, 
式 中 4, 代表 核 重 为 4, 电 荷 为 Z 的 原子 核 ;e 代表 电子 ,v 代表 中 微 子 . 中 微 子 
不 受 物质 的 阻 滞 ,因而 离开 物体 ;这 样 的 过 程 必 然 使 得 物体 持续 不 断 地 冷却 . 所 
以 , 仅 当 假设 物质 的 温度 等 于 零 时 ,在 这 些 条 件 下 人 研究 热平衡 才 有 意义 . 这 时 平 
衡 方程 式 中 不 应 有 中 微 子 的 化 学 势 . 核 的 化 学 势 主要 决定 于 它们 的 内 能 ,后 
者 我 们 用 - ez 来 代表 (通常 把 正 的 e,z 称 为 结合 能 ). 最 后 ,我们 用 j.(n.,) 作 


该 公式 给 出 数值 估计 : 
$73 /3 
P=1.0x 1o°( | dyn/em? =1.0 x io( 他) bar， (106. 2a) 
式 中 4' = 四 -为 分 在 每 个 电子 上 的 物质 原子 重 (m。 是 核子 质量 ) ;p 以 g/em? 量度 


关于 (106.2) 式 的 粒子 库仑 相互 作用 修正 ,在 $80 中 已 经 论 及 . 
多 ”用 与 (106. 2a) 中 同样 的 符号 


<7/3 
P=1.2x10"( 急 ) bia. (106. 3a) 
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为 气体 中 电子 数 密度 n。 的 函数 , 记 电 子 气 的 化 学 势 于 是 化 学 平衡 条 件 可 写成 
形式 
-542 +h(n) = -62-1 
引入 符号 siz -24.z-1 =4A, 则 可 写成 : 
LL.(n.) = 4. 
利用 超 相 对 论 性 简 并 气体 的 化 学 势 公式 (61.2) ,我 们 就 可 由 此 得 到 : 


= 一 一 一 一 一 - 106. 
党 3T (hc) my 


因此 ,由 平衡 条 件 得 出 ,电子 密度 为 一 常数 值 . 这 意味 着 ,如 果 逐 渐 增 加 物 
质 的 密度 , 则 当 电子 密度 达到 (106.4) 的 值 时 ,就 开始 发 生 上 述 的 核反应 . 如 果 
继续 压缩 物质 . 那么 就 会 有 愈 来 愈 多 的 核 各 俘获 一 个 电子 ,以 致电 子 总 数 减 少 ， 
而 其 密度 保持 不 变 . 除了 电子 密度 以 外 ,物质 的 压强 也 保持 常数 ,并 且 仍 旧 主 要 
决定 于 电子 气 的 压强 ;把 (106.4) 代 入 (106.3) 后 给 出 : 

天 
12Tr (fc) 

这 样 的 过 程 将 一 直 持 续 到 所 有 的 核 都 各 俘获 一 个 电子 时 为 止 . 

在 更 高 的 密度 和 压强 下 , 核 将 进一步 俘获 电子 ,而 伴 有 核电 荷 的 进一步 减 
少 . 结果 , 核 包 含 的 中 子 太 多 , 以致 变 得 不 稳定 而 晓 变 . 当 密 度 为 p ~3 x 
10"g/cm*( 压 强 为 P ~ 10”bar) 时 ,中 子 在 数目 上 开始 超过 电子 ,而 当 p ~ 
10”"g/em 时 , 则 中 子 就 其 所 产生 的 压强 来 讲 也 占 优 势 (F. Hund,1963). 从 这 里 
开始 了 密度 的 另 一 个 范围 :在 那里 ,物质 可 以 看 成 主要 是 简 并 中 子 费 米 气体 ,还 
有 少量 的 电子 和 各 种 核 ,它们 的 浓度 由 相应 核反应 的 平衡 条 件 来 确定 . 在 这 个 
范围 内 物 态 方程 为 


(3 和 ) i 3 5/3 
i = 5 5x lp “bar, ( 106.6) 
7 


(106.5) 


式 中 m, 是 中 子 的 质量 . 
最 后 , 当 密 度 p >>6x10" g/cm 时 , 简 并 中 子 气 体 变 成 超 相 对 论 性 的 ,而 物 
态 方程 由 下 式 确定 : 


" 4/3 
-a Em pe 2p) =1.2x10%pbar (106.7) 
nm , 


然而 ,必须 注意 : 当 密 度 达到 核 物质 密度 的 数量 级 时 ,特有 的 核 力 (核子 的 
强 相互 作用 ) 变 得 重要 起 来 . 在 这 个 密度 值 区 ,公式 (106.7) 只 具有 定性 的 意 
义 ， 以 我 们 对 强 相互 作用 现 有 的 了 解 ,还 不 能 对 显著 超过 核 密 度 的 物质 状态 作 
任何 具体 推断 . 我 们 仅 指 出 ,在 这 个 区 可 以 预料 ,除了 中 子 以 外 还 有 其 它 粒 子 产 
生 . 因为 每 种 粒子 占有 各 自 的 一 组 状态 ,中 子 转化 为 其 它 粒 子 ,由 于 中 子 费 米 分 
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布 的 限界 能 量 的 减 小 也 许 在 热力 学 上 有 利 . 
$107 大 质量 物体 的 平衡 


我 们 来 考虑 质量 很 大 的 物体 , 它 的 各 部 分 是 靠 万 有 引力 维系 在 一 起 的 . 我 
们 所 知道 的 实际 的 大 质量 物体 都 是 以 星球 的 形态 存在 的 ,它们 不 断 地 辐射 出 能 
量 ,因而 决 不 是 处 于 热平衡 状态 . 但 是 研究 平衡 状态 下 的 大 质量 物体 具有 基本 
的 意义 . 这 里 我 们 将 忽略 温度 对 物 态 方程 的 影响 , 即 考虑 处 于 绝对 零度 下 的 物 
体 (“ 冷 ”物体 ). 在 实际 条 件 下 外 表面 的 温度 比 内 部 温度 要 低 得 多 ,因此 考虑 具 
有 非 零 恒定 温度 的 物体 在 任何 情形 下 都 没有 物理 意义 . 

我 们 进一步 假设 物体 是 不 转动 的 ;因此 在 平衡 状态 下 它 为 球形 ,并且 其 密 
度 分 布 是 中 心 对 称 的 . 

物体 中 密度 (和 其 它 热力 学 量 ) 的 平衡 分 布 可 由 下 列 各 方程 式 求 出 . 牛顿 引 
力 势 w 满足 微分 方程 

Ap = 4TGCp， 

式 中 p 为 物质 的 密度 ,G 为 牛顿 引力 常数 ;在 中 心 对 称 的 情形 下 我 们 有 


(7 Se] = 4nGp. (107. 1) 


六 和 dr 
此 外 ,在 热平衡 状态 下 必须 满足 条 件 (25.2) ;在 引力 场 中 质量 为 m' 的 粒子 其 势 
能 为 m"p, 因 此 我 们 有 : 
+m'gp = 常数， (107. 2) 
式 中 m' 是 物体 粒子 的 质量 ,为 简单 起 见 已 略 去 无 外 场 时 物质 化 学 势 的 角 标 0. 
由 (107.2) 把 gp 用 jw 来 表示 ,并 代入 方程 (107.1), 后 者 可 写成 形式 
了 tl A = — 47m’'Gp. (107. 3) 
当 引 力 物 体 的 质量 增加 时 , 它 的 平均 密度 自然 也 增加 (这 将 由 下 面 的 计算 
证 实 ). 因此 当 物 体 的 总 质量 W 足够 大 时 ,根据 上 节 的 叙述 ,可 以 把 物体 的 物质 
看 成 为 电子 简 并 费 米 气体 ;最 初 是 非 相 对 论 性 的 , 当 物 体 的 质量 更 大 时 则 是 相 
对 论 性 的 . 
非 相对 论 性 简 并 电子 气 的 化 学 势 依 下 式 同 物体 密度 p 相 联 系 : 
Ww = 时 一 有 (107. 4) 


m.m 





( 见 (57.3) 式 , 取 p = 号 ;m' 为 分 配 到 每 个 电子 上 的 质量 ,m. 为 电子 质量 ). 由 
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此 用 jg 来 表示 p 并 代入 (107.3) ,我 们 得 到 2?，; 


bp , dy i > 
= 3 三 下、 A 


这 个 方程 式 的 有 物理 意义 的 解 必须 在 坐标 原点 没有 奇异 性 ; 当 rr 一 0 时 ,4 一 常 
数 , 由 这 个 要 求 自动 地 得 出 一 阶 导 数 应 满足 的 条 件 : 
当 [ 一 0 时 ， 和 = 0 (107.6) 


由 方程 (107.5) 对 -积分 后 ,可 以 直接 得 出 : 


du A(siN 
dr | A 


对 方程 (107. 5) 作 简单 的 量 纲 研 究 ,就 可 以 得 出 一 系列 重要 的 结果 . 方程 
(107. 5) 的 解 只 包含 两 个 独立 的 参量 一 一 常数 A 和 ( 例如) 物体 的 半径 R, 给 定 
它们 的 值 就 单 值 地 确定 了 解 . 由 这 两 个 量 只 可 以 构成 一 个 具有 长 度量 纲 的 
量 一 半径 尺 本 身 ,以 及 一 个 具有 能 量 量 纲 的 量 :35 (常数 A 的 量 纲 是 
cm 一 erg "“). 因此 函数 (7) 显 然 必须 具有 形式 


4(7) = af( 工 )， (107.7) 


式 中 /是 只 依赖 于 无 量 纲 比值 五 的 某 一 函数 因为 密度 p 正比 于 yp”, 所 以 密度 
分 布 必须 具有 形式 





po(9 = 则 


因此 当 球 的 大 小 变化 时 ,其 密度 分 布 保持 相似 形式 ,并 且 在 对 应 点 上 的 密 
度 变化 与 R" 成 反比 . 特别 是 , 球 的 平均 密度 反比 于 R”: 


2 1 


因而 物体 的 总 质量 村 反比 于 半径 的 立方 : 


人 @@ 容易 看 出 :对 于 由 电子 和 原子 核 所 构成 的 电 中 性 气体 ,可 以 把 平衡 条 件 写 成 (107. 2) 的 形式 ,其 
中 取 电 子 的 化 学 势 , 而 m' 取 分 配 到 每 个 电子 上 的 质量 . 实际 上 这 个 平衡 条 件 的 推导 ( 8$ 25 ) 涉 及 考察 将 
无 限 小 量 的 物质 从 一 处 移 到 另 一 处 . 但 是 在 这 种 由 带 异 号 电荷 粒子 所 构成 的 气体 中 ,必须 把 这 样 的 迁移 
理解 为 一 定量 中 性 物质 ( 即 电 子 和 核 一 起 ) 的 迁移 . 把 异 号 电荷 分 开 在 能 基 上 非常 不 利 ,因为 这 时 产生 很 
强 的 电场 . 因此 我 们 得 到 如 下 形式 的 平衡 条 件 : 

上 me + Za + (mine + Lma)p =0 
(每 一 个 核 分 配 到 Z 个 电子 ). 由 于 核 的 质量 比 电 子 质 量 大 得 多 ,它们 的 化 学 势 比 jw 小 得 多 . 忽略 掉 jx,,。 
并 把 上 面 方程 的 两 边 除 以 Z ,我 们 就 得 到 : 
La+m'p=0, 
与 在 $ 106 中 一 样 ,在 本 节 的 数值 估计 中 假设 m' 等 于 核子 质量 的 两 倍 (m' =2m, ). 
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这 两 个 关系 式 也 可 以 写成 形式 
Ro MS Fw MM, (107. 8) 
pe 而 平均 密度 正比 于 
质量 的 平方 . 后 一 个 结论 证 实 了 上 面 所 作 的 假设 :引力 物体 的 密度 随 其 质量 的 
增加 而 增加 . 
由 非 相 对 论 性 的 简 并 费 米 气体 所 构成 的 引力 球体 可 在 总 质量 1 为 任何 值 
由 人 这 种 气体 的 


粒子 总 动能 正比 于 全] (参看 (57.6))， 也 就 是 正比 于 “二 ,而 整个 气体 的 


引力 势能 是 负 的 ,并 且 正比 于 这 样 的 两 个 表达 式 之 和 可 以 在 任何 M 值 下 具 
有 极 小 值 (作为 R 的 函数 ) ,并 且 在 极 小 点 Re M 
把 (107.7) 代 入 (107.5) ,并 引入 无 量 纲 变量 上 = 交 , 我 们 发 现 函数 7(E) 满 


足 方 程 
本 = (107.9) 
并 有 边界 条 件 
0 Ft 
这 个 方程 没有 解析 解 ,而 必须 作 数值 积分 . 这 里 指出 : 
f(0) = 178.2, (1) = - 132. 4. 

借助 于 这 两 个 数值 很 容易 确定 常数 MR 的 值 . 把 方程 式 (107.1) 乘 以 二 dr 

并 从 0 积分 到 R, 我 们 就 得 到 : 





or ll 。 基 厂 | 。 琴 玫 
dr rs 展 7 dr r=R m’'A’R’ 
由 此 得 出 
6 
MR = 91.9 二 并 0 el Okm’, (107.10) 
m’ 


式 中 加 = 2 x 10”g 是 太阳 质量 . 最 后 后 ,很 容易 求 出 中 心 密度 p(0 ) 与 平均 密度 
P= 的 比值 为 : 





8 汪 09) 
3 5. 99. (107. 11 ) 
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图 50 中 的 曲线 1 图 示 出 比值 作为 在 的 函数 了 . 
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图 50 


现在 我 们 来 研究 由 超 相 对 论 性 的 简 并 电子 气 所 构成 的 球体 的 平衡 . 这 种 气 
体 的 粒子 总 动能 正比 于 N( 站 (参看 (61. 3)) ,也 就 是 正比 于 < ;而 引力 执 


能 正比 于 - 到, 因此 ,这 两 个 量 以 同样 的 方式 依赖 于 R, 而 它们 的 和 也 具有 形 


式 :常数 . R .由 此 得 出 结论 :一 般 来 讲 , 物 体 不 可 能 处 于 平衡 状态 :如 果 常 数 
>0, 则 它 有 膨胀 的 趋势 ,直到 气体 变 成 非 相对 论 性 时 为 止 ; 如 果 和 常数 <0, 则 与 
总 能 量 的 降低 相对 应 的 是 尺 趋 向 于 0, 即 物体 将 无 限制 地 收缩 . 只 有 在 常数 =0 
的 特殊 情形 下 ,物体 才 可 能 处 于 平衡 状态 ,并 且 是 处 于 RR 为 任意 值 的 随 遇 平 稀 

这 些 定性 的 讨论 自然 完全 被 定量 的 精确 分 析 所 证 实 . 所 考虑 的 相对 论 性 气 
体 的 化 学 势 同 密度 的 关系 为 (参看 (61.2) ) : 


1/3 


蕉 :二 (3m')" he( 2 ; (107. 12) 
m 
代替 方程 式 (107.5) ,我 们 现在 得 到 : 
3 


现在 和 的 量 纲 为 erg “cm “ ,注意 到 这 一 点 ,我 们 就 发 现 :化 学 势 作为 r 的 函数 
必须 具有 形式 

D 在 上 一 节 中 我 们 看 到 : 当 密 度 p >20Z*g/em? 时 ,物质 可 以 看 成 是 非 相 对 论 性 的 简 并 电子 气 . 如 
果 要 求 所 考虑 球体 的 平均 密度 满足 这 个 不 等 式 , 则 对 于 它 的 质 最 得 到 条 件 


M5x10-320, 
相应 于 这 样 的 质量 ,半径 小 于 5 x10*7 “km. 
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(FY 志 2 (107. 14) 
而 密度 分 布 为 
常数 / r 
pt 


因此 平均 密度 现在 反比 于 R ,而 总 质量 Mx R'p 是 一 个 与 球体 大 小 无 关 的 常 
数 : 


pr M = 常数 三 1 (107. 15) 


M。 是 平衡 成 为 可 能 的 唯一 质量 值 ; 当 M > M。 时 ,物体 有 无 限 收 缩 的 趋势 ,而 当 
M < M。 时 ,物体 膨胀 . 
要 精确 地 计算 “临界 质量 "M, ,必须 数值 积分 (107. 14) 中 函数 1(&) 所 满足 
的 方程 : 
(Mf FO sO LEY a (107. 16) 
我 们 现在 得 到 : 
f(0) = 6.897, f'(1) = - 2.018. 


对 于 总 质量 我 们 求 出 : 


由 此 得 出 





村 , 关 汪 (人 (9 (107. 17) 


令 m' =2m, ,我 们 得 到 M。 = 


RN 
5 = I) = 54. 2. 


在 图 50 中 的 曲线 2 给 出 在 超 相 对 论 性 的 情形 下 5 作为 天 工 的 函数 0 


上 面 所 得 到 的 一 个 结果 是 关于 平衡 “ 冷 ” 球 体 的 质量 和 半径 之 间 在 R 的 整 

个 变化 范围 内 的 依赖 关系 , 它 可 以 表示 成 确定 依赖 关系 的 M =M(R) 单 一 曲线 . 
当 尺 很 大 (因而 物体 的 密度 很 小 ) 时 ,电子 气 可 以 看 成 是 非 相 对 论 性 的 ,因而 孙 
数 MM(R) 按 MxR“ 的 规律 下 降 . 当 尺 足够 小 时 ,密度 可 以 很 大 ,以 至 于 出 现 超 
相对 论 性 的 情形 ,这 时 函数 M( 尺 ) 差不多 是 常数 Mo( 严 格 地 讲 ,R 一 0 时 ,M(R) 
@ 有 关 引 力气 体 球 平衡 时 己 随 p 的 轿 律 依赖 关系 问题 由 埃 姆 登 (R.，Emden，1907 ) 进行 了 研究 - 


有 关 极 限 质 量 的 存在 及 其 值 (107. 17 ) 的 物理 论证 由 C. 钱 德 拉 塞 卡 (C.Chandrasekhar,1931) 和 .不 ， 户 
道 (1932) 作 出 ， 
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一 Mo). 在 图 51 中 显示 了 取 m' =2m, 而 计算 出 来 的 M=M(R) 曲线. 必须 注意 
到 :极限 值 1.45 只 是 渐渐 地 达到 ;这 是 因为 密度 随 着 远离 物体 中 心 而 很 快 地 
下 降 ; 因 此 中 心 附近 气体 可 以 已 经 是 超 相 对 论 性 的 ,而 同时 在 物体 的 绝 大 部 分 
体积 内 却 还 是 非 相 对 论 性 的 . 还 应 当 指 出 ;曲线 的 开始 部 分 (R 太 小 ) 没 有 实际 
物理 意义 . 事实 上 , 当 半 径 过 小 时 ,密度 变 得 如 此 之 大 ,以 致 在 物质 中 开始 发 生 
核反应 . 这 时 随 着 密度 的 增加 ,压强 增长 比 p” 慢 ,而 在 这 样 的 物 态 方程 下 ,一 般 
来 讲 ,任何 平衡 都 是 不 可 能 的 ®. 





0 2 4 6 % 101 
R/108 cm 
图 5] 


最 后 , 当 R 值 太 大 (因而 履 太 小 ) 时 这 条 曲线 也 失去 意义 ;如 以 前 所 证 明 的 
(参看 本 节 第 二 个 脚注 ) ,我 们 用 的 物 态 方程 在 这 个 范围 内 已 不 适用 . 与 此 相 联 
系 ,应 当 指 出 :“ 冷 "物体 通常 可 能 具有 的 大 小 存在 上 限 . 事实 上 ,在 图 51 中 , 物 
体 的 大 线 度 对 应 于 小 质量 和 小 密度 . 但 是 当 密 度 足 够 小 时 ,物质 将 处 于 通常 的 
“原子 "状态 ,并 且 在 所 考虑 的 低温 下 将 成 为 固体 . 由 这 样 的 物质 构成 的 物体 , 当 
进一步 减少 质量 时 ,其 大 小 显然 要 减 小 而 不 会 像 图 51 那样 反而 增加 . 因而 R= 
R( M) 的 实际 曲线 必然 在 某 一 W 值 处 有 极 大 . 

注意 到 这 个 半径 的 极 大 值 必定 对 应 于 电子 同 核 的 相互 作用 变 得 重要 的 密 
度 , 即 





2 
Mm.e rcz2 
~ (Sz 


(参看 (106. 1) ) ,容易 确定 半径 的 数量 级 . 把 这 个 密度 式 与 (107. 10 ) 式 结合 ,我 
们 就 得 到 : 


@ ”曲线 的 中 间 部 分 ,通过 利用 简 并 气体 的 精确 相对 论 性 物 态 方程 (参看 861 习题 3) 数 值 积 分 
(107.3) 而 绘 出 . 

@ ”如 果 化 学 势 正比 于 密度 的 某 次 睾 :yxp"( 因 而 Pxp"*'), 则 物体 的 内 能 正比 于 Wp"“*', 亦 即 
M"*!/R" ;而 引力 势能 仍旧 正比 于 - M*/R. 于 是 很 容易 看 出 : 当 n<1/3 时 ,两 个 这 样 表 达 式 之 和 作为 R 
的 函数 虽然 也 具有 极 值 ,但 这 个 极 值 是 极 大 而 不 是 极 小 . 
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2 
L ms (107. 18) 


max 172 17103 2 m’'2'? 


R 


em.m 


§108 引力 物体 的 能 量 
大 家 知道 ,物体 的 引力 势能 五 ,由 下 式 给 出 : 
BR 三 [eedr， (108. 1) 


此 处 积分 遍及 物体 的 整个 体积 . 但 是 从 这 个 量 的 另 一 表达 式 出 发 更 为 方便 , 它 可 
以 用 下 述 方式 求 得 . 我 们 设想 :物体 是 由 “ 取 " 自 无 穷 远 的 物质 逐渐 “构成 ”的 . 设 
M(r) 是 半径 为 r 的 球 内 所 包含 物质 的 质量 . 我 们 假设 r 为 某 一 值 的 质量 M(7) 已 
经 从 无 穷 远 取 来 ;于 是 为 了 移送 一 附加 质量 dM(r) 所 需 作 的 功 ,就 等 于 这 一 质量 
(以 半径 为 r 且 厚 度 为 dr 的 球 壳 形 式 分 布 ) 在 质量 M(r) 的 引力 场 中 的 势能 , 即 
HME) gery, 


因此 半径 为 R 的 球体 其 总 引力 势能 为 
E, = - C{ dm). (108. 2) 


把 平衡 条 件 (107. 2) 进 行 微分 ,我 们 得 到 : 


dp Cd 
i 


微分 必须 在 恒温 下 取 ,| 呢 ] =v 是 属于 一 个 粒子 的 体积 |. 微 商 - 蚂 是 作用 于 
9 已) > dr 


离 中 心 距离 为 处 的 单位 质量 的 引力 , 它 等 于 - 中. 再 引入 密度 p = 全 ,我 


们 就 得 到 : 


A (108. 3) 
pdr r 


根据 此 式 把 中 用 守 表 示 ,并 且 记 dM(r) =p(r) .4mr*dr,(108.2) 式 可 
表示 成 


dP 
E, 一 4r[ ， gra 


然后 进行 分 部 积分 (并 考虑 到 在 物体 的 表面 上 ,P(R) =0, 并 且 当 一 "0 时 ,r P 一 
0) ,得 到 


区 下 


更 
臣 = 127[ Pridr, 
即 


“288 . 第 十 一 章 ” 甚 高 密度 物质 的 性 质 


Bu =-3|Pdv. (108. 4) 


因此 ,平衡 物体 的 引力 势能 可 以 表示 为 它 的 压强 对 体积 积分 的 形式 . 
我 们 把 这 个 公式 应 用 于 上 节 所 考虑 的 由 简 并 费 米 气体 构成 的 物体 . 我 们 对 
一 般 情形 计算 ,并 假设 物质 的 化 学 势 正 比 于 密度 的 某 次 医 : 
p= Kp. (108.5) 


考虑 到 :dh = vdP = 一 dP ,得 到 压强 


K i+i/n 


在 平衡 条 件 
7 +p = 常数 
中 ,右边 的 常数 就 是 物体 表面 上 的 势 ,那里 伙 变 成 零 ; 这 个 势 等 于 -0MW 
M(R) 是 物体 的 总 质量 ) ,因此 可 以 写 : 


把 这 个 式 子 代入 决定 引力 势能 的 积分 (108. 1) ,并 利用 公式 (108.5) (108.6 ) ， 
我 们 求 出 : 





Bb =- 2 updv . pav = -+ -dr 本 


最 后 ,根据 (108. 4) 把 等 式 右 边 的 积分 用 EE, 表 示 ,我 们 就 得 到 : 


i EU 
WW 
因此 ,物体 的 引力 势能 可 以 通过 它 的 总 质量 和 半径 由 一 个 简单 的 公式 表示 
出 来 . 
对 于 物体 内 部 的 热能 E 也 可 以 得 到 一 个 类 似 的 公式 . 单 粒子 的 内 能 等 于 
p-Pv( 在 温度 和 灶 等 于 震 的 条 件 下 ); 因 此 单位 体积 的 能 量 为 


二 (4 - Pv) = 弘 -P=nPp 
(推导 后 一 等 式 时 用 了 公式 (108.5) 和 (108.6)). 因此 整个 物体 的 内 能 为 
已 = n|Pav Ws (108.8) 


3 有 “有 
最 后 ,物体 的 总 能 量 为 








(108. 7 ) 








3-nCGM’ 


tot gr i R ， (108.9) 
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对 于 非 相 对 论 性 的 简 并 气体 ,我 人 有 n= 三 ,因此 


6 GM’ 3 GM’ 











os. i 
E = E,, = (108. 10) 
而 在 超 相 对 论 性 的 情形 下 ,我 们 有 n=3, 因 此 
3 GM’ 
BB 一 和 E,. = 0. (108.11) 


在 这 种 情形 下 总 能 量 等 于 0, 这 与 前 一 节 关 于 这 种 物体 的 平衡 所 作 的 定性 讨论 
是 一 至 的 @. 
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大 质量 的 物体 存在 两 种 可 能 的 平衡 状态 . 一 种 对 应 于 物质 的 电子 - 核 状 
态 ,§ 107 中 数值 计算 时 就 是 这 样 假设 的 . 另 一 种 则 对 应 于 物质 的 “中 子 "状态 ， 
那里 差不多 所 有 的 电子 都 被 质子 所 俘获 ,而 物质 可 以 看 成 是 中 子 气体 . 当 物体 
的 质量 足够 大 时 ,第 二 种 可 能 性 必然 变 得 比 第 一 种 在 热力 学 上 更 为 有 利 (W. 
Baade,F，Zwicky ,1934). 虽然 核 和 电子 转变 成 自由 中 子 有 相当 大 的 能 量 耗费 ， 
但 是 当 物体 的 总 质量 足够 大 时 ,物体 由 于 线 度 减 小 和 密度 增加 而 释放 出 的 引力 
能 量 足 以 抵消 能 量 耗 费 . 

首先 我 们 来 研究 这 样 的 问题 :在 什么 条 件 下 物体 的 中 子 状态 可 以 有 热力 学 
平衡 (即便 是 亚 稳定 的 ). 为 此 ,我 们 从 平衡 条 件 

+mp = 常数 

出 发 , 式 中 必 为 化 学 势 ( 单 中 子 的 热力 学 势 ) ,m。 为 中 子 质量 ,p 为 引力 势 

因为 在 物体 边界 处 压强 必须 等 于 零 , 显 然 在 物体 的 某 个 外 层 物质 有 不 大 的 
压强 和 密度 ,因而 处 于 电子 - 核 状态 . 虽然 这 一 “ 壳 " 层 的 厚度 也 会 与 内 部 稠密 
的 中 子 “核心 "的 半径 可 比 ,但 是 由 于 这 一 层 的 密度 很 小 ,可 以 认为 它 的 总 质量 
比 核心 的 质量 小 得 多 @. 

我 们 在 两 个 位 置 即 稠密 核心 边界 附近 和 壳 的 外 边界 附近 ,比较 它们 的 人 + 
m,p. 在 这 两 点 的 引力 势 可 以 认为 各 等 于 -全 和 和”, 其 中 R 和 RR’ 分别 为 核心 
和 这 的 半径 ,而 MM 为 核心 的 质量 ,在 我 们 所 作 的 近似 下 等 于 物体 的 总 质量 . 至 于 


DD 值得 注意 :在 这 种 情形 下 ,2E = -EE,,, 这 与 力学 中 按 牛顿 定律 相互 作用 的 粒子 系统 所 适用 的 位 
力 定理 ( 参看 本 教程 第 一 卷 $ 10) 是 一 致 的 - 

四 为 避免 误解 ,应 该 提醒 :相对 论 性 内 能 E( 因 之 还 有 (108. 11) 中 的 go) 含 有 (产生 压强 己 的 ) 粒 
子 的 静止 能 量 . 如 果 EE 定义 为 物体 的 "结合 能 "(不 记 散 布 在 空间 中 的 物质 的 能 量 ) , 则 应 该 从 中 扣除 粒 
子 的 静止 能 革 . 

图 自然 ,在 "核心 ”和 * 亮 "之 和 间 并 没有 任何 显著 的 边界 存在 ,它们 之 间 以 连续 的 方式 过 湾 . 
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化 学 势 , 则 在 这 两 种 情形 下 主要 都 决定 于 相应 粒子 的 内 能 (结合 能 ) ,它们 比 热 
能 要 大 得 多 . 因此 可 以 令 这 两 个 化 学 势 之 差 就 等 于 每 单位 原子 量 的 中 性 原子 
( 即 核 和 2 个 电子 ) 的 静止 能 量 和 中 子 静 止 能 量 之 差 ; 这 个 量 用 4 表示 . 因此 令 
上 人 +m 之 值 在 所 考虑 的 两 个 位 置 的 值 相 等 ,我 们 就 得 到 : 


mMC( 三 二 = A. 


R’ 
由 此 可 以 看 出 :不 论 半 径 R' 的 值 如 何 , 中 子 核心 的 质量 和 半径 都 必须 满足 不 等 式 
ee z (109. 1) 





从 另 一 方面 来 看 ,把 § 107 的 结果 应 用 于 由 ( 非 相 对 论 性 ) 简 并 中 子 气体 构 
成 的 球体 ,可 知 WM 和 只 彼此 联系 如 下 式 : 


MR = = 3.6 x10 Okm’ (109. 2) 
mm, 


( 即 (107. 10) 式 ,但 式 中 mm. 和 m' 应 改 为 m,). 由 此 把 M 用 RR 来 表示 并 代 和 人 
(109. 1) ,我 们 就 得 到 关于 M 的 不 等 式 . 其 数值 估计 为 : 

MH > ~ 0.20. 
例如 , 取 氧 的 4 值 , 则 我 们 得 到 M >0.17@O ,对 铁 则 MH >0.18@ 〇 . 这 样 的 质量 相 
当 于 半径 及 <26kmQ. 

所 得 到 的 这 个 不 等 式 确定 了 一 个 质量 下 限 , 低 于 它 时 物体 的 中 子 状态 绝 不 
可 能 稳定 . 但 是 它 并 不 保证 状态 的 完全 稳定 性 ,状态 也 可 能 是 亚 稳 的 . 为 了 确定 
亚 稳 性 的 界限 ,必须 比较 物体 在 中 子 状态 和 电子 - 核 状态 的 总 能 量 . 从 一 方面 
来 讲 ,整个 质量 M 从 电子 - 核 状 态 转变 到 中 子 状态 要 求 损 耗 能 量 

A 
以 补偿 核 结 合 能 . 从 另 一 方面 来 讲 , 这 时 由 于 物体 的 收缩 发 生 能 量 的 释放 ;根据 
公式 (108. 10) ,这 一 能 量 增益 等 于 
3CM 1 1 
了 二 二 
式 中 R, 为 物体 在 中 子 状态 的 半径 ,由 公式 (109.2) 所 确定 ;R. 为 物体 在 电子 - 


核 状态 的 半径 ,由 公式 (107. 10) 确 定 . 因为 R, > R。, 所 以 可 略 去 元 ,我们 得 到 如 


下 保证 物体 的 中 子 状 态 完全 稳定 的 条 件 ( 省 略 掉 R, 的 角 标 ) : 
3GMm, 
7R 





> 4. (109. 3) 





@ ”值得 强调 :本 节 中 的 数值 估算 基于 对 物质 结构 的 简单 假设 ,不 应 该 赋 对 过 分 的 直接 天 文物 理学 
涵义 . 
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把 这 个 条 件 同 条 件 (109. 1 ) 进行 比较 ,并 考虑 (109. 2) ,我 们 就 看 到 :由 不 等 式 
(109. 3) 所 确定 的 下 限 质量 高 于 由 (109. 2) 所 得 值 达 [ 子 】 =1.89 信 . 因此 ,中 
子 状态 的 亚 稳 性 界限 数值 上 位 于 质量 


] 
M 3 © 


(而 半径 R=22km)2. 

现在 我 们 来 讨论 中 子 物体 仍 有 平衡 状态 的 质量 值 上 限 问 题 . 假如 我 们 应 用 
§ 107 的 结果 (公式 (107. 17) ,但 以 m, 代替 m') ,那么 我 们 就 会 得 到 这 个 上 限 
值 为 6 口 . 但 是 实际 上 , 8$ 107 的 结果 并 不 适用 于 这 里 所 考虑 的 情形 ,原因 如 下 : 
在 相对 论 性 的 中 子 气 体 中 ,粒子 的 动能 与 静止 能 量 同 数量 级 (或 更 大 )@, 而 引 
力 势 p ~e . 由 于 这 个 缘故 ,牛顿 引力 理论 已 变 得 不 适用 ,而 必须 根据 广义 相对 
论 来 进行 计算 . 同时 我 们 在 下 面 将 会 看 到 , 超 相 对 论 性 的 情形 是 根本 达 不 到 的 ; 
因此 必须 用 简 并 费 米 气体 的 精确 物 态 方程 ( 见 $61 的 习题 3) 来 进行 计算 . 

数值 积分 中 心 对 称 的 静 引 力 场 方程 完 
成 计算 ,可 得 结果 如 下 名 :平衡 中 子 球体 质 
量 的 极限 值 只 不 过 MM,,, =0.76@ 〇 ,并且 这 
个 值 在 有 限 的 半径 (等 于 R,, =9.42km) 下 





就 已 经 达到 ;在 图 52 描绘 了 所 得 到 的 质量 0 4 SR 1216 20 24 25 32 
M 对 半径 R 的 依赖 关系 曲线 . 因此 ,质量 更 Rh 
大 或 半径 更 小 的 稳定 中 子 球体 不 可 能 存 图 52 


在 . 应 该 指出 :这 里 的 质量 M 我 们 理解 为 乘积 M = Nm,, 式 中 W 为 球体 中 粒子 
(中 子 ) 的 总 数 . 这 个 质量 与 决定 物体 在 周围 空间 产生 引力 场 的 引力 质量 M,, 并 
不 一 致 、 由 于 “引力 质量 亏损 ”的 缘故 ,在 稳定 状态 下 始终 有 六,, <M( 例 如 ,在 R 
=R 时,M ,=0.95M)@. 

至 于 质量 超过 M,,, 时 球体 的 性 状 问题 ,事先 可 知 , 它 将 趋向 于 无 限 地 收缩 . 


QD 这 时 物体 的 平均 密度 等 于 1.4 x 10 g/cm ,因此 中 子 气体 实际 上 仍旧 可 以 认为 是 非 相对 论 性 
的 ,而 上 面 所 用 的 各 式 仍 旧 适 用 . 

@@ ”在 相对 论 性 的 电子 气 中 ,粒子 的 动能 虽然 与 电子 的 静止 能 其 同 数量 级 ,但 是 同 构 成 物质 主要 质 
量 的 核 的 静止 能 量 相 比 仍旧 很 小 . 

@@ ”关于 计算 的 细节 ,可 参看 原始 文献 Oppenheimer ] R ,Volkoff G M. Phys. Rev. ,1939 ,55 :374. 

@ 图 52 中 的 点 尺 =Roi 实 际 上 是 曲线 刻 =MH(R) 的 极 大 点 . 该 曲线 以 螺 线 的 形式 延伸 至 极 大 点 外 ， 
渐 近 地 趋 于 某 个 中 心 . 球 心 的 密度 是 沿 整 条 曲线 单调 递增 的 参量 ,对 于 与 螺 线 极限 点 对 应 的 球体 , 它 趋向 
于 无 穷 大 (H.A. Jrprea，C，A，XomaH，1963) , 但 是 曲线 在 R<R,i, 的 部 分 并 不 对 应 于 球 的 稳定 态 . 

相应 的 研究 参看 有 MrrpreB H A ,Xonnn C JI. Bonpoch! KocMoroHHH ，1963, 9;Tappucon B K, Topa K 
C，BakaHo M, yunep lxk A. Teopua rpaBHTaHHM nH TPaBMTaHOHHBI KOManc. M.: Mup, 1967( Harrison 
B K, Thome K S, Wakano M, Wheeler J A. Gravitation Theory and Cravitational Collapse. Chicago: University 
of Chicago Press, 1965 ) . 
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这 种 无 限制 的 引力 韧 缩 的 特点 在 本 教程 的 男 一 卷 中 研究 (参看 第 二 卷 $102 一 
§ 104 ). 

在 M>Me 时 (对 于 所 考虑 的 球体 模型 ) 引力 南 缩 必 不 可 免 , 应 当 指出 ,这 
种 南 缩 的 大 体 可 能 性 实际 上 并 不 限于 大 质量 .“ 南 缩 的 "状态 对 于 任何 质量 都 存 
在 ,但 是 在 M < MM 时, 它 被 非常 高 的 势 牟 与 静止 平衡 状态 隔 开 Y. 


中 参看 3enpnoBny 中 6， 冰 3T@ ，1962 . 42; 641. 





— 一 GC 


$110 高 斯 分 布 


我 们 已 经 一 再 强调 :表征 处 于 平衡 状态 的 宏观 物体 的 各 物理 量 , 实 际 上 总 
是 在 很 大 的 精确 程度 上 等 于 它们 的 平均 值 . 但 是 对 平均 值 的 偏离 无 论 多 么 小 ， 
它们 总 是 存在 的 (通常 说 :这 些 量 在 涨 落 ) ,因而 发 生 寻 求 这 些 偏差 的 概率 分 布 
的 问题 . 

我 们 来 考虑 某 一 闭合 系统 , 设 * 为 表征 整个 系统 或 其 某 一 部 分 的 某 个 物理 量 
(在 前 一 种 情况 下 ,这 个 量 不 一 定 要 像 能 量 那样 在 闭合 系统 中 严格 地 保持 恒定 ). 
今后 ,为 方便 起 见 ,假设 已 经 从 x 中 减 去 平均 值 *, 因 此 在 下 面 处 处 假定 x=0. 

在 $7 中 所 作 的 讨论 表明 :如 果 把 系统 的 焙 形 式 地 看 成 子 系统 能 量 精确 值 
的 函数 ,那么 函数 e 给 出 能 量 的 概率 分 布 (公式 (7.17) ). 但 是 很 容易 看 出 :在 
讨论 中 根本 没有 用 到 能 量 特有 的 任何 性 质 . 因此 ,同样 的 推理 可 导致 下 面 的 结 
果 :x 这 个 量 的 值 在 x 和 x+dx 间隔 内 的 概率 正比 于 e” , 式 中 S(x) 是 在 形式 
上 作为 x 精确 值 的 函数 的 炉 . 把 这 个 概率 用 w(x)dx 来 表示 ,我 们 有 : 

w(x) = 常数 . e”*. (TO 

在 对 该 公式 进一步 研究 以 前 , 先 考虑 一 下 它 的 适用 范围 . 得 出 公式 (110. 1 ) 
的 整个 推导 隐 含 地 假定 了 x 这 个 量 的 经 典 性 质 2. 因此 我 们 必须 求 出 保证 量子 
效应 可 以 忽略 的 条 件 . 

在 量子 力学 中 大 家 知道 ,在 能 量 和 某 一 个 量 x 二 者 的 量子 不 确定 度 之 间 存 


@ ”该 公式 首先 由 A. 爱 因 斯 坦 (1907) 用 于 研究 涨 落 - 
四 ”当然 ,这 并 不 意味 着 整个 系统 必须 是 经 典 的 . 系统 的 ( 除 * 以 外 的 ) 其 它 量 可 以 是 量子 性 的 . 
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在 着 关系 式 
AEAx ~ fix, 
式 中 * 是 x 这 个 量 的 经 典 变 化 率 (参看 第 三 卷 § 16). 
设 我 们 所 感 兴趣 的 x 这 个 量具 有 非 平衡 值 ,是 它 的 变化 率 可 以 用 时 间 7 来 


表征 中 ;这 时 % ,因此 
APEAA ~ 
y 


显然 ,x 这 个 量 只 能 在 其 量子 不 确定 度 很 小 的 条 件 下 : Ax <<x, 可 以 说 具有 确定 
值 ; 于 是 
AE > 浊 
党: 
由 此 可 见 ,能 量 的 不 确定 度 必 须 比 一 大 得 多 . 因而 系统 的 炉 这 时 具有 不 确定 度 
上 
AS > -7 
要 使 公式 (110. 1) 具有 实际 意义 ,显然 必须 使 炉 的 不 确定 度 远 小 于 1: 
AS < 1, 由 此 得 出 


T > 人 T 六 hh (110.2) 
7 I 


这 就 是 所 求 的 条 件 . 当 温 度 太 低 或 * 这 个 量 的 变化 太 快 (7 太 小 ) 时 , 涨 落 就 不 
能 再 按 热 力学 处 理 , 而 纯 量 子 的 涨 落 将 起 首要 的 作用 . 
现在 我 们 回 到 (110. 1) 式 . 炉 5 在 x=x=0 时 具有 极 大 值 . 因此 








La = 0， 9 3 < 9 
Ox | .-o O% |sa0 
涨 落 中 的 x 这 个 量 很 小 . 把 S(x) 展 开 成 x 的 血 级 数 ,并 只 取 到 二 次 项 ,我们 得 到 : 
Srx) = S(0) -fx, (110. 3) 


式 中 B 是 一 正常 数 . 代入 (110. 1) ,我 们 就 得 到 下 面 形式 的 概率 分 布 : 
w(x)dx = Aexp{ 去 Pw)dz. 
归 一 化 常数 4 由 条 件 
[ee)dz = 1 





”时间 7 并 不 一 定 是 x 这 个 量 达到 平衡 值 的 弛 瑰 时 间 ,如 果 它 以 振 葛 的 方式 趋 于 #, 则 7 可 以 小 于 
弛 殉 时 间 . 例如 ,如 果 我 们 所 讨论 的 是 物体 的 某 一 小 部 分 (其 线 度 ~a) 中 压强 的 变化 ,那么 7 与 波长 为 A 
~ 的 声 振动 的 周期 同 数 量 级 , 即 7 ~ ace, 其 中 * 为 声速 . 
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给 出 . 虽然 我 们 在 这 里 所 用 的 w(x) 的 表达 式 只 适用 于 很 小 的 x, 但 是 被 积 函数 
随 |x | 的 增加 而 很 快 地 减 小 ,所 以 积分 范围 可 以 拓展 为 从 - 到 +am 的 所 有 
值 . 积分 后 我 们 得 到 4 = VB7Z2T 

因此 涨 落 x 的 不 同 值 的 概率 分 布 由 以 下 公式 确定 : 


w(x)dx = Eexp( - fx)dx. (110.4) 


这 种 类 型 的 分 布 称 为 高 斯 分 布 ; 它 在 x=0 处 具有 极 大 值 ,并 在 其 两 侧 对 称 地 随 
着 |x | 的 增加 而 很 快 减 小 . 
涨 落 的 均 方 值 等 于 
(x ) = [ee(z)dx = (110. 5 ) 
所 以 高 斯 分 布 可 以 写成 


w(x)dx = 


站 
一 一 exp| i Eds 

V2T(x ) 2¢w 7 
正如 所 料 , 《x > 愈 小 , 则 w(x) 的 极 大 值 铺 尖锐. 


应 该 指出 ,知道 了 均 方 值 (x ,就 可 以 求 出 任何 函数 p(x) 的 均 方 值 . 由 于 x 
很 小 我 们 有 ， 


(110. 6) 


({ A 计 (2) (x ). (110.7) 


2 
x=0 


$111 多 个 热力 学 量 的 高 斯 分 布 


在 上 节 中 ,我 们 讨论 了 任意 一 个 热力 学 基 偏 离 其 平均 值 的 概率 ,而 并 不 考 
虑 其 它 量 的 值 , 亦 即 认为 它们 取 值 任意 2. 用 类 似 的 方式 也 可 以 确定 一 系列 热力 
学 量 同 时 偏离 各 自 平 均值 的 概率 ;我们 用 x, ,*:,，…,x。 来 代表 这 些 偏差 . 
我 们 引入 业 S(x,…，,x。) 作 为 所 考虑 各 量 x, ,x,,…,x, 的 冰 数 ,并 且 用 
(110. 1) 的 w 把 概率 分 布 写 成 
wdx dx,**… dx,. 
我 们 把 $ 按 x; 的 究 次 展开 ; 取 到 二 次 项 , 差 S - So 可 以 表示 为 负 定 二 次 型 的 形式 


1 n 
1,k=1 


显然 Bs =Bu. 在 本 节 中 以 后 我 们 将 省 略 求 和 号 ,而 总 是 约定 对 重复 出 现 两 次 的 


@@ 当然 ,这 里 假定 了 对 于 x~ W43zy 的 到 值 函数 g(x) 改变 很 小 ,而 且 在 =0 处 导数 茎 不 为 夫 . 
四 这 意味 着 ;我 们 在 $110 中 所 用 的 函数 5(x) 是 在 给 定 的 非 平衡 值 * 下 业 可 能 取 的 最 大 值 . 
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角 标 求 和 (遍及 从 1 到 n 的 所 有 值 ). 于 是 我 们 记 : 


9 一 90 = — FBaxix. 二 
把 这 个 式 子 代入 (110. 1) ,我 们 就 得 到 所 求 的 概率 分 布 的 表达 式 
w = Aexp| - DBaxixt): [到 


常数 4 取决 于 归 一 化 条 件 jeax dx， = 1, 其 中 (根据 和 8$110 中 同样 的 


理由 ) 对 所 有 x, 的 积分 都 可 以 从 - % 取 到 %. 积分 可 计算 如 下 . 我 们 对 上 述 各 量 
x; 作 线性 变换 


关 : 兰 着 交 人 CL11,.3:) 
它 把 二 次 型 Buxixx 化 为 平方 和 xx. 为 了 满足 
Bux = Wm NO 
变换 系数 a 应 满足 
BirQuain = Om (111.4) 


这 个 等 式 的 左边 量 的 和 矩阵 行列 式 等 于 行列 式 B = |Bi | 和 两 个 行列 式 a = 
| a | 的 乘积 . 然而 ,行列 式 |3 | =1, 所 以 由 上 述 关 系 式 得 出 
Ba’ = 1, 《和 
从 变量 x, 到 变量 x; 的 线性 变换 的 雅 可 比 式 是 常量 即行 列 式 a. 所 以 变换 以 后 归 
一 化 的 积分 分 解 成 上 个 相同 积分 的 乘积 ,考虑 到 (111. 5 ) 就 得 到 
4a[ | exp| - De")dx'] = 所 2m7 = 1 


wind hn ee 


w i 8 exp( -3 Baxixt): (111.6) 
我 们 引入 
其 = Pax, UY 


称 之 为 其 x, 的 热力 学 共 思 量 人 . 乘积 <,X, 的 平均 值 由 下 式 确定 : 
Ek I 到 ; 
(eA) = “|Buriexp( - Baxzajdzxdz 为 了 求 出 这 个 积分 ,我 


中 值得 注意 ,在 线性 关系 (111.7) 下 , 共 纯 性 是 双向 的 :如 果 同 一 个 粹 $5 用 XX 各 址 表示 , 则 
i (111.7a) 


实际 上 ,利用 (111.7) 我 们 有 
dS = 一 和 dx =— Bxdx, =— xd(Baxi) = 一 xidXi， 
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们 暂时 假设 :平均 值 元 不 等 于 0, 而 等 于 某 一 有 限 值 xo. 于 是 在 (111.6) 中 我 们 
必须 把 x, -xio, 并 且 按 平均 值 的 定义 我 们 得 到 : 
”人 -| [rexp| - 5B， (%, = - xu)|dz…d YXn 二 Xo 


这 个 等 式 对 xo 微 分 ,随后 重新 令 所 有 的 xio,…,xwo 都 等 于 0, 于 是 在 右边 得 到 
3 ,而 在 左边 正好 得 所 求 的 积分 


因此 我 们 得 到 
个 (111.8) 
把 (111.7) 式 代 和 人 上 式 得 到 : 
Bi\%%;) = 0.， 
由 此 得 出 
WE Sp 和 


式 中 BB 是 Bi 的 逆 矩 阵 的 矩阵 元 . 
最 后 ,我 们 来 计算 (XX,). 根据 (111.7) 和 (111. 8) ,我 们 得 到 (XX,》〉= 
Bi lz =Bi54, 即 
(EY = Bi (111.10) 
任意 函数 p(x ,… ,x, ) 的 均 方 涨 落 也 可 以 很 容易 求 出 . 因为 相对 于 平均 值 的 


偏差 很 小 ,所 以 Ap = 和 Ai 在 这 里 32 记 x* =x =… =0 处 的 微 商 值 . 由 此 得 出 
tA) = jn = 2 (111.11) 
如 果 有 任意 两 个 x (譬如 说 是 x 和 x,) 的 涨 落 是 统计 独立 的 ,那么 平均 值 
(x,x;) 就 等 于 平均 值 和 友之 积 ,而 因为 和 元 都 等 于 0, 所 以 (x,x,) 也 等 于 0. 
根据 (111.9) ,这 表明 B-!, =0. 不 难看 出 ,在 高 斯 概率 分 布 的 情形 下 , 逆 定 理 也 成 
立 : 如 果 (x,x，〉 =0( 即 B71, =0), 则 x, 和 x, 这 两 个 量 的 涨 落 是 统计 独立 的 . 
事实 上 ,两 个 量 x, 和 zx 的 概率 分 布 ws ,可 通过 把 分 布 函数 (111.6) 对 所 有 
其 余 的 x, 积分 而 得 到 ;这 样 得 到 的 表达 式 形式 为 


wp = 常数 exp{ - 二 Bi -Ba2xixa — 了 82 好 ] 
( 式 中 系数 B; 一 本 和 的 矩阵 元 B, ). 把 ft 9 ) 式 应 实用 于 这 个 分 布 ， 我 


们 就 求 出 :《x,x，〉=B' “12. 如 果 (xix，〉=0, 则 B' ,=0. 但 是 对 于 一 个 二 秩 和 矩阵 
来 讲 , 逆 矩阵 元 B' ,为 零 意味 着 原 和 矩阵 元 pt 为 零 pe ee xi 和 


DD 对 于 一 个 二 秩 和 矩阵 ,我 们 有 : 
= Se Bi 
Pe Bi: - BnpB: 
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x, 的 两 个 独立 高 斯 分 布 之 积 , 这 也 就 是 说 它们 是 统计 独立 的 . 
习 题 


求 平 均值 4exp(aix;,)), 式 中 ai; 是 常数 ,而 xi 是 服从 高 斯 分 布 (111.2) 的 涨 
落 量 . 
解 : 这 里 须 计算 积分 


《exp(aix;) )》 = A [exp( ax — Baxizi]dxi dz 


用 变换 (111.3) 把 被 积 函 数 的 指数 化 为 


] 宇 E 本 / 全 
QiXi 一 FBuxix 一 CdS TA Xe Odi 中 OQ 


2 2 
此 后 ,积分 给 出 


(exp(ax,)) = exp( auauauaa]， 
根据 (111.4) 有 ax =a Bm, 所 以 aaan =B i. 因此 ,考虑 到 (111.9) ,最 后 有 


(exp(a,x,)» = exp( Fora xix))- 
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我 们 现在 对 物体 中 划 出 的 任意 一 小 部 分 计算 基本 热力 学 量 的 均 方 涨 落 . 自 
然 , 这 一 小 部 分 仍旧 包含 足够 多 的 粒子 . 但 是 ,在 很 低 的 温度 下 ,这 个 条 件 比 保 
证 不 出 现 量子 涨 落 的 条 件 (110.2) 更 弱 ; 在 这 种 情况 下 ,物体 这 一 部 分 的 极 小 允 
许 尺 度 就 由 后 一 条 件 决 定 了 . 为 了 避免 误解 起 见 , 必 须 强调 指出 :关于 量子 涨 落 
如 何 重要 的 问题 ,与 量子 效应 对 物质 的 热力 学 量 ( 物 态 方程 ) 有 何 影 响 的 问题 没 
有 任何 关系 ; 涨 落 可 能 是 经 典 的 ,但 同时 物 态 方 程 却 可 以 取决 于 量子 力学 公式 . 

对 于 像 能 量 、 体 积 这 样 的 既 具 有 热力 学 意义 又 具有 纯 力 学 意义 的 量 来 讲 ， 
涨 落 的 概念 是 不 言 而 喻 的 . 但 是 像 精 和 温度 这 样 的 量 ,它们 的 确定 必须 涉及 在 
一 段 时 间 内 对 物体 的 考察 . 例如 , 设 S(E,Y) 为 物体 的 平衡 箭 , 它 作为 (平均 ) 能 
量 和 体积 的 函数 . 炉 的 涨 落 将 理解 为 消 数 S(E,V) 的 变化 ,这 时 S(E,V) 形 式 上 
看 成 是 能 量 和 体积 ( 涨 落 着 的 ) 精 确 值 的 函数 , 

在 前 几 节 中 我 们 已 经 看 到 , 涨 落 的 概率 w 正比 于 e', 其 中 5, 为 闭合 系统 
( 即 物体 作为 整体 ) 的 总 炳 . 这 也 可 以 等 效 地 写成 : 


ee ea5 


DD 例如 ,对 于 压强 的 涨 落 来 讲 ,条 件 r 交 jiT 取 rr-~-axc 时 (参看 $110 第 三 个 脚注 ) 给 出 
a > fic/T. 
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式 中 AS, 是 炉 在 涨 落 时 的 改变 . 根据 公式 (20. 8) ,我 们 有 : 

AS, = R/T, 
式 中 Ri, 是 使 物体 中 该 小 部 分 以 可 逆 方 式 发 生 给 定 的 热力 学 量 改 变 所 必需 的 最 
小 功 (物体 的 其 余部 分 相对 于 这 一 部 分 来 讲 起 着 介质 的 作用 ). 因此 ， 


wo en. (112. 1 ) 

我 们 用 表达 式 
R. = AE -TAS+PAV 
来 代替 R,,, , 式 中 AE,AS,AV 分别 是 物体 中 该 小 部 分 的 能 量 、 炉 和 体积 在 涨 落 
时 的 改变 ,Te 和 P。 是 介质 的 温度 和 压强 , 亦 即 物体 温度 和 压强 的 平衡 (平均 ) 
值 . 以 后 我 们 将 略 去 作为 涨 落 量 系数 的 所 有 各 量 的 角 标 0; 总 是 指 它 们 的 平衡 
值 . 因此 我 们 有 : 
T 
应 当 注 意 : 在 这 种 形式 下 ,这 个 公式 适用 于 任何 涨 落 而 不 拘 大 小 ;至 于 这 里 的 大 
涨 落 ,在 这 种 涨 落 下 ,例如 AE 可 以 同 物体 的 这 一 小 部 分 的 能 量 相 当 , 但 比 起 整 
个 物体 的 能 量 自 然 仍 旧 很 小 . 应 用 于 小 涨 落 ( 通 常 就 是 这 种 情形 ) 时 ,公式 
(112.2) 给 出 下 述 结果 . 
把 AE 展开 成 级 数 ,我 们 得 到 (参看 § 21): 

4 E 


C112,.2.) 


WwW 民 exp| - 


AE -~ TAS + PAYV = (AS)’ + 2 SASAV + SS(AV) "|. 


很 容易 看 出 :这 个 式 子 又 可 以 写成 形式 
于 [AsA( 皮 ) + AYA{ a ] = 了 (ASAT _ APAV). 


于 是 我 们 得 到 涨 落 概率 (112.2) 的 形式 如 下 : 
APAG - ATAS 
2 
从 这 个 普遍 公式 可 以 求 出 各 种 热力 学 量 的 涨 落 . 首先 我 们 选取 站 和 了 作为 
自 变量 . 于 是 


A (3 | Msl) AV = 子 aT+ (2) AT， 


全 23 


Ww x exp 


ap = (5) A7 + (3 a 


(参看 (16.3)). 把 这 些 式 子 代入 (112.3) 中 的 指数 ,我 们 就 发 现 :AVAT 项 相 消 ， 
而 剩 下 : 


.300 ， 第 十 二 章 涨 落 


we exp[ -二 377(AT ) + 77(3 有 (AV) | (112.4) 


人 大 站 与 AT 或 AV 有 关 . 换 句 话说 ,温度 和 体 


积 的 涨 落 是 统计 独立 的 ,因而 
(ATAV) = 0. ET 


把 (112.4) 中 的 两 个 因子 逐一 与 高 斯 分 布 的 普遍 公式 (110.6) 比 较 , 我 们 求 
出 温度 中 和 体积 的 均 方 涨 落 的 表达 式 如 下 : 


k(A7y2y》 = Gg (112.6) 
ay 
((AV) :》 = “< (112.7) 


这 两 个 量 为 正 ,由 热力 学 不 等 式 C. >0 和 (3; <0 保证 . 
现在 我 们 选取 已 和 3 作为 (112.3) 中 的 自 变量 . 于 是 


AY = ( 25] AP + (2 5) As， 


3P) 35 


AT = (3 3) a4 wl] AP = 


但 是 根据 关系 式 dWW=7TdS + VdP ,我 们 有 : 
约 =E =( 光 


GAS # ($5) AP 


DS 3P35 人 
因此 
DY oT 
¥ =: [=1 AP rn 国人 、 
A (35). . (二 
D9 
根据 公式 C， = 玫 守 | ,我 们 有 : 
P 
pe (号 ) AP. 
aP) 


把 A7Y 和 AT7 代 入 (112.3) ,得 : 
Ww cc exp[ az 人 2 | (AP)’ sc(AS)’]. (112.8) 


如 同 (112. 4) eet ne sis AP 和 AS 有关. 换 句 话 
说 , 炉 和 压强 的 涨 落 是 统计 独立 的 ,因而 


人 
@ ”如果 7 用 开尔文 来 计量 , 则 ((A7)?》= 全 一 
四 ”成 对 址 7, 和 5,P 的 统计 独立 性 可 以 由 下 述 的 论证 直接 看 出 . 如 果 对 给 定 为 8111 各 式 中 的 x 
取 x, =AS,x; =AV, 则 相应 的 XX 为 (参看 $22):X, =AT/T,X, = -AP/T. 但 iz#k 时 (x;X,〉=0( 根 据 普 这 
关系 式 (111.8)) ,因此 得 出 (112.5) 和 (112.9). 
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(ASAP) = 0. (112.9) 
对 于 炉 和 压强 的 均 方 涨 落 ,我 们 求 出 : 
(AS 交 训 加 (112. 10) 
:2、- _7T( 9 
((AP)’)〉 = Ts (112.11) 


从 我 们 所 得 到 的 这 些 公式 可 以 看 出 :可 加 性 热力 学 量 ( 体积 和 和 粹 ) 的 均 方 涨 
落 正 比 于 物体 中 它们 所 属 的 那 一 部 分 的 大 小 (体积 ). 与 此 相应 ,这 些 量 的 均 方 
根 涨 落 正比 于 体积 的 平方 根 ,因而 相对 涨 落 反 比 于 体积 的 平方 根 ;这 与 $2 中 所 
作 的 普遍 论断 (公式 (2.5)) 完 全 一 致 . 但 是 对 于 温度 和 压强 这 样 的 量 , 则 均 方 
根 涨 落 本 身 就 反比 于 体积 的 平方 根 . 

关系 式 (112.7) 确 定 了 物体 中 粒子 数 给 定 为 N 的 某 一 部 分 的 体积 涨 落 . 把 
这 个 方程 式 的 两 边 除 以 N ,我 们 就 求 出 单 粒子 的 体积 涨 落 


(Ts 区 ) =- 入 ， (a 
显然 ,这 个 涨 落 与 我 们 是 在 恒定 体积 下 还 是 在 恒定 粒子 数 下 考虑 涨 落 必 然 是 无 


关 的 . 因此 由 (112. 12) 可 以 求 出 物体 给 定 体积 内 粒子 数 的 涨 落 . 因为 在 这 种 情 
形 下 了 是 给 定 的 量 , 所 以 应 当 写 成 : 


A(W) = YA(W) = -AN 


以 此 代入 (112. 12) ,得 : 


( (AN)’) = -7 (a) (112; 13) 
对 于 某 些 计算 ,这 个 公式 的 另 一 种 形式 较 方便 . 因为 微 商 ( 5) 是 在 恒定 


的 NN 下 取 的 ,我 们 可 写 : 
Nia Na 
”所 pl) AM aP y) 
但 是 粒子 数 N 作为 P,T,Y 的 函数 ,由 于 可 加 性 的 要 求 必须 具有 NN = WA(P,T) 的 


形式 (参看 §24) ; 换 句 话说 , 伟 只 是 P 和 了 的 函数 ,因而 在 恒定 的 N 下 或 V 下 
对 六 求 导 都 无 关 紧 要 ,因此 我 们 可 写 : 


(六 天 = Tle) = 


T,N LY 


N 
(8), (0),, = (mw),, 
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(以 上 用 到 了 关系 式 卫 = | , 它 来 自 式 (24. 14) dQ = VdP = Sd7 + Ndu). 因 


此 我 们 得 到 粒子 数 涨 落 的 公式 如 下 Y. 
这 oN 
((AN)’〉= Ia ， (112. 14) 
除了 上 面 所 考虑 的 各 热力 学 量 以 外 ,物体 还 由 它 相 对 于 介质 的 宏观 运动 动 
量 了 P 来 描述 . 在 平衡 状态 没有 任何 宏观 运动 , 即 P=0. 但 是 ,运动 可 由 涨 落 引 


起 ;现在 我 们 来 确定 这 种 涨 落 的 概率 . 在 这 种 情形 下 ,最 小 功 R,i, 就 等 于 物体 的 
动能 : 


让 


式 中 M 是 物体 的 质量 ,v= 十 是 宏观 运动 的 速度 . 因此 我 们 得 到 所 求 的 概率 ， 


= 

M 
2 

we exp( - Te)- (112. 15) 


应 当 注 意 : 速 度 涨 落 是 与 其 它 热力 学 量 的 涨 落 统计 独立 的 . 速度 的 每 一 直角 坐 
标 分 量 的 均 方 涨 落 都 等 于 





2 £ 
((Av.)’》 = 了 (112. 16) 
它 与 物体 的 质量 成 反比 . 

从 所 得 到 的 公式 可 以 看 出 : 像 能 量 、 体 积 .压强 、 速 度 这 些 量 的 经 典 均 方 涨 
落 在 绝对 零度 下 (正比 于 温度 的 一 次 方 ) 变 成 零 . 凡是 具有 纯 力 学 意义 的 热力 学 
量 都 具有 这 种 共同 性 质 , 但 是 一 般 说 来 , 像 粹 和 温度 这 样 的 纯 热 力学 量 则 没有 
这 种 性 质 . 

温度 涨 落 公 式 (112.6) 也 可 以 从 另 一 种 观点 来 解释 . 我 们 知道 ,温度 的 概念 


@ ”这 个 公式 可 以 很 容易 地 直接 从 吉 布 斯 分 布 得 出 . 根据 平均 值 的 定义 ,我 们 有 : 
N =e27 Nes™’T > e -Enw7/7. 


把 这 个 式 子 对 微分 (在 恒定 的 V 和 7T 下 ), 得 


Ea i 
Dd 
但 是 50 = - W ,所 以 
aN Ny 2)》_- N? Nt 2 
关 (《A ~- N’*)= “(AN) 六 
由 此 得 (112. 14) 式 . 


从 吉 布 斯 分 布 出 发 ,也 可 以 得 到 其 它 热 力学 量 涨 落 的 表达 式 . 
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可 以 通过 吉 布 斯 分 布 引 人 ; 这 时 温度 看 成 是 确定 这 个 分 布 的 参量 . 用 于 孤立 物 
体 时 , 吉 布 斯 分 布 可 完全 描述 其 统计 性 质 , 不 精确 性 仅 在 于 : 它 导 致 物体 的 总 能 
量 有 虽然 很 小 但 毕竟 不 等 于 零 的 涨 落 , 而 这 种 涨 落实 际 上 不 应 当 存 在 (参看 
$ 28 末尾 ). 相反 地 ,如 果 认 为 物体 的 能 量 是 一 个 给 定 的 量 ,那么 就 不 能 赋予 物 
体 一 个 完全 确定 的 温度 ,而 必须 认为 物体 的 温度 应 存在 由 公式 (112.6) 所 确定 
的 涨 落 ,其 中 C, 是 物体 作为 整体 的 热 容 . 显然 这 个 量 表征 可 以 给 孤立 物体 确定 
温度 的 精确 程度 . 


习 题 


1. 试 求 能 量 的 均 方 涨 落 ( 用 了 和 了 作为 自 变量 ). 
解 :我 们 有 : 
oF oE oaP 


AE = ( AF + (S| AT = [总 -PlAv+ CAT. 
平方 后 取 平 均 ,得 
((AE)’) =- [Ma -P| nl + 
2. 试 求 ((AWW)*)(P 和 5 为 变量 ). 
解 : 
((AW)’) = -78 (5) 2 
3. 试 求 (ATAP)(V 和 7T 为 变量 ). 
解 : 
(ATAP》 = (5) . 
4. 试 求 (AVYAP) (了 和 了 为 变量 )， 


解 : 

(AVAP) = -也 
S， 试 求 (ASATY)(7 和 了 为 变量 )， 
解 : 


(ASAY》 = ( 纯 ) 7. 


6. 试 求 (ASAT)(V 和 了 为 变量 ). 
解 : 
(ASAT) = 
7. 试 求 一 重 直 是 挂 的 数学 摆 的 偏 角 均 方 涨 落 . 
解 : 设 1 为 摆 长 ,m 为 其 质量 ,gp 为 偏离 铝 重 线 的 角度 . 在 这 种 情形 下 ,最 小 
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功 Ra 就 是 当 摆 偏 离 时 对 重力 所 作 的 机 械 功 ;小 9 下 ,Rss = 了 mg ， 19?. 因此 
Cy 
megl 


8. 试 求 一 根 拉 紧 的 弦 上 各 点 偏 移 的 均 方 涨 落 . 

解 : 设 / 为 弦 长 , 亚 为 张力 . 我们 考虑 弦 上 与 其 一 端 相距 x 处 的 一 点 ,并 设 这 
点 的 横向 位 移 为 y. 为 了 确定 ( 姑 ) ,我 们 必须 者 虑 当 x 这 一 点 有 给 定位 移 y 时 纤 
的 平衡 形状 ; 它 由 从 弦 的 两 国定 端 至 (x,y) 点 间 的 两 条 直线 段 构 成 . 在 弦 的 这 种 
形变 下 ,所作 的 功 等 于 


二 F(x’ +y x) +FW/(l=x)+y ~ (Ll-x)] ~ 学 (二 + 三- 
由 此 我 们 求 出 均 方 值 为 





Cy = ix(! ey 


9. 试 求 弦 上 不 同 两 点 位 移 涨 落 乘 积 的 平均 值 . 
解 : 设 yy,y, 各 为 弦 上 与 其 一 端 相 距 x| ,x, 处 的 两 点 的 横 位 移 ( 并 设 x,> 
Xi ). 在 给 定 的 yi 和 y, 下 , 弦 的 平衡 形状 由 三 条 直线 段 构 成 ,所 作 的 功 为 
F x li—x 1 
R i -| | 人 
A | " 2717, | 
按照 (111.9) ,我 们 求 出 


(yi 三 Fl! = 区 小。 
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把 Y= 交代 入 (112. 13) ,可 以 对 通常 理想 气体 中 给 定 的 某 一 相对 较 小 的 体 


积 求 出 其 粒子 数 的 均 方 涨 落 . 这 给 出 如 下 的 简单 结果 : 
((AN) 》= WN. 六 和 必 对 和 
因此 粒子 数 的 相对 涨 落 等 于 粒子 平均 数 平方 根 的 倒数 ; 
VCAR 
N VN 
计算 玻 色 或 费 米 理想 气体 中 粒子 数 的 涨 落 ,要 用 到 (112. 14) 式 ,其 中 的 N， 
作为 ,7T 和 VV 的 函数 ,用 表达 式 (56. 5 ) 通 过 积分 相应 的 分 布 范 数 得 到 . 我 们 不 
在 这 里 写 出 得 到 的 复杂 式 子 ,而 只 注意 下 述 情况 . 我 们 知道 , 玻 色 气体 在 7<T 
的 温度 下 (参看 §62) ,压强 与 体积 无 关 ; 换 名 话说, 它 的 压缩 率 变 成 无 限 大 . 根 
据 (112. 13 ) ,由 此 就 会 得 出 结论 :粒子 数 的 涨 落 也 变 成 无 限 大 . 这 意味 着 :在 计 
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算 低温 下 玻 色 气体 中 的 涨 落 时 ,其 粒子 间 的 相互 作用 不 论 多 弱 也 不 能 忽略 不 
计 ; 考 虑 到 在 任何 实际 气体 中 必然 存在 相互 作用 , 涨 落 将 有 限 . 

我 们 进一步 考虑 气体 粒子 按 不 同 量子 态 分 布 的 涨 落 . 我 们 重新 考虑 粒子 的 
量子 态 ( 包 括 它 们 平 动 的 不 同 状态 ) ,并 设 m 为 态 占 有 数 ， 

我 们 考虑 处 于 第 上 个 量子 态 的 一 组 ni 个 粒子 ;由 于 这 一 组 粒子 与 气体 中 其 
余 粒 子 是 完全 统计 独立 的 (参看 $37) ,所 以 对 之 可 用 公式 (112. 14 ) : 





(tA = Ta 人 
ou 
上 式 用 于 费 米 气 体 时 ,应 取 
1 
微分 后 ,得 : 
((An ) 》 = 元 (1 -tt). (113.3) 
对 于 玻 色 气体 ,用 类 似 方式 可 得 : 
CAR) 和 (113.4) 
对 于 玻 尔 兹 曼 气体 ,把 n， =exp(< 7 RA, 自然 地 得 到 公式 
((An)’) = tH; (113.5) 


这 正 是 (113.3) 和 (113.4) 在 i <<1 时 所 趋向 的 结果 . 
我 们 现在 把 (113.3) 和 (113.4) 对 总 共 包 含 Ni = mk 个 粒子 的 6; 个 相 邻 
状态 求 和 . 由 于 上 述 不 同 n, 的 涨 落 统计 独立 性 ,我们 得到: 
N, 
) (113.6) 


J 


((AN)’) = 6 而 (1 于 而 ) = N(1F 
式 中 元 是 相 邻 各 元 的 共同 值 ,而 N, = 元 G6,. 作为 特例 ,以 上 公式 可 用 于 黑体 辐 
射 (平衡 光子 玻 色 气体 ) ,这 时 ,在 (113.4) 中 必须 令 岂 =0. 我 们 考虑 (体积 V 内 ) 
频率 相近 (在 小 间隔 Aw, 内 ) 的 一 组 光子 量子 态 ; 这 样 量子 态 的 数目 等 于 

Vw Aw, 


本 3 
Te 


(参看 (63.3) ). 在 这 个 频率 范围 内 量子 的 总 能 量 为 
E,, = Nhw,. 
把 (113.6) 乘 以 ( hw,) 并 略 去 角 标 六 可 得 黑体 辐射 在 该 频率 间隔 Aw 内 能 量 
E,, 涨 落 的 表达 式 如 下 : 
CAE,.Y)*» = 并 wo 已， 了 


113. 7 
Vw’ Aw ( ) 
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这 个 式 子 由 爱 因 斯 坦 (1909 ) 首先 推出 . 
习 题 
试 求 电子 气 在 比 简 并 温度 低 得 多 的 温度 下 的 ((AN) *》. 
解 :在 计算 { 3】 ， 时, 我们 可 以 用 在 绝对 零度 下 的 表达 式 (57.3). 由 简 
单 计算 得 : 


4 了 3'3mT N 1/3 
((AN) 》 = Y 
$114 泊 松 公式 


知道 了 气体 给 定 体积 内 粒子 数 的 均 方 涨 落 (113. 1) 后 ,我 们 就 可 以 对 粒子 
数 涨 落 的 概率 写 出 相应 的 高 斯 分 布 : 





Ca ep| -an (114. 1) 
(2T 太 ) 2N 
但 是 这 个 公式 只 适用 于 小 涨 落 . N - N 之 差 必须 比 粒子 数 N 本 身 小 得 多 . 
如 果 气 体 中 所 选 定 的 体积 了 足够 小 ,那么 其 中 的 粒子 数 也 不 大 ,也 值得 考 


虚 N-NN 同 N 可 比 的 大 涨 落 . 应 当 注意 :这 个 问题 只 对 玻 尔 效 曼 气体 有 意义 , 因 
为 在 费 米 气体 或 玻 色 气体 中 ,这 样 的 涨 落 的 概率 只 有 当 体 积 小 到 量子 涨 落 占 优 
势 的 时 候 才 变 得 显著 起 来 . 

解决 上 述 问题 的 最 简单 方法 如 下 . 设 V。 和 NN, 为 气体 的 总 体积 和 其 中 的 粒 
子 总 数 , 并 设 V 为 比 V 小 得 多 的 一 部 分 体积 . 由 于 气体 的 均匀 性 ,显然 某 一 给 


定 粒子 处 于 体积 V 内 的 概率 就 等 于 比值 ,而 N 个 给 定 粒子 同时 处 于 了 内 的 概 


V 一 了 
和 ,而 No -N 个 给 定 粒 
0 





率 为 [了 . 同 理 ,一 个 粒子 不 在 体积 了 内 的 概率 等 于 


子 同时 不 在 的 概率 为 { 1 -六 .因此 个 任意 的 分 子 一 起 处 于 体积 内 的 
概率 wx 由 下 式 给 出 : 


MN! Nn No~ 
vw = NWI, -yi(¥) (1 -有 | 


N 
式 中 引入 了 因子 站 太一 AT, 它 是 从 N 个 粒子 中 选取 N 个 的 可 能 方式 数 . 


在 我 们 感 兴 趣 的 情形 中 ,V < V, ,而 粒子 数 N 虽然 可 能 与 它 的 平均 值 NV 相 
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差 很 大 ,但 比 起 气体 中 的 粒子 总 数 Ne 来 自然 还 是 小 得 多 . 因此 我 们 可 以 令 No! 
=~(No -NN)! No ,并 略 去 寡 指 数 中 的 N, 于 是 得 到 : 


名 W 二 mil 2 (1 -六 ， 





但 是 V 内 粒子 数 的 平均 值 N. 因此 我 们 有 : 
ee 
9 Mi 人 Ny-) 
最 后 借助 于 熟知 的 公式 


Wl 
将 (1 -六 在 大 mm 下 用 。 “代替 , 最 后 得 所 求 的 概率 分 布 如 下 式 9 
六 we-w 
N! | 
这 就 是 所 谓 泊 松 公式 . 容易 看 出 , 它 满足 归 一 条 件 
Sy = 


N=0 


用 这 个 分 布 可 计算 粒子 数 的 均 方 涨 落 : 


(N’) = pe "DS i= 





(114.3) 


Ww 三 


去 六 N* _N NA 本 3 
i gr Yd 
由 此 ,所 求 的 涨 落 仍 有 以 前 的 值 : 
((AN)’) = (NY -有 = N. (114. 4) 
因此 ,不 仅 对 很 大 的 W ,而 且 一 般 对 任何 w 值 , 粒 子 数 的 均 方 涨 落 都 等 于 N. 


应 当 注 意 :公式 (114.3) 也 可 以 直接 从 吉 布 斯 分 布 得 出 . 根据 吉 布 斯 分 布 ， 
气体 个 粒子 同时 按 不 同 量 子 态 的 分 布 由 下 式 确定 : 





@ ”对 于 小 涨 落 (| N- N | < N, 且 W 很 大 ) ,这 个 公式 自然 地 过 渡 到 公式 (114.1). 看 出 这 一 点 很 
容易 ,只 要 对 大 数 N 的 阶乘 应 用 斯 特 林 渐 近 公式 
= V2nN . Ne”v， 


并 把 ln wn 按 N-N 的 军 次 展开 . 
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D+HN- > ae 

T bd 
式 中 > e, 是 各 个 粒子 能 量 之 和 . 为 了 获得 所 求 的 概率 w, ,必须 把 这 个 表达 式 
对 分 配 到 这 个 体积 了 中 的 粒子 所 有 状态 求 和 . 如 果 对 每 一 个 粒子 的 状态 独立 求 
和 ,得 到 的 结果 必须 除 以 N! (参看 8$841) ,于 是 得 : 


exp 


DT = eT | 

WE | > ep 一 7 ) = NT A | 
但 是 这 里 的 和 式 不 是 别 的 ,而 就 是 该 体积 内 粒子 数 的 平均 值 . 
因此 我 们 求 出 : 





三 二 


Wy = 常数 


然后 归 一 化 条 件 给 出 :常数 =e* 了 ,重新 回 到 公式 (114. 3). 
$115 溶液 中 的 涨 落 


溶液 中 热力 学 量 的 涨 落 , 可 以 用 §112 中 处理 相同 粒子 所 构成 物体 中 的 涨 
落 的 同样 方法 计算 . 如 果 预 先进 行 下 述 的 考虑 , 则 相应 的 计算 可 以 大 大 简化 . 
我 们 来 考察 一 小 部 分 溶液 ,其 中 包含 给 定数 目 w 的 溶剂 分 子 , 试 图 计算 这 


一 部 分 中 溶质 分 子 数 n 的 平均 涨 落 , 也 就 是 其 浓度 c = 方 的 涨 落 . 为 此 ,我 们 必 


须 考 虑 溶液 在 给 定 非 平 衡 值 n 下 可 能 的 最 完全 平衡 (参看 $111 第 一 个 脚注 ). 
将 浓度 取 定 ,不 影响 溶液 的 这 一 小 部 分 建立 同 其 余部 分 之 间 涉 及 彼此 能 量 交换 
或 体积 变化 的 平衡 . 前 者 意味 着 在 整个 溶液 中 温度 保持 常数 (参看 §9) ,而 后 者 
意味 着 压强 保持 常数 (参看 $ 12). 因此 ,要 计算 均 方 值 ((Ac )), 只 需 考虑 在 恒 
温 恒 压 下 所 发 生 的 浓度 涨 落 . 
这 个 事实 本 身 就 意味 着 :浓度 涨 落 同 温度 和 压强 的 涨 落 是 统计 独立 的 , 换 
名 话说 2， 
CATACY = AAPY = C13) 


外 ”这 就 是 说 ,2= -PY= -NT, 与 理想 气体 的 状态 方程 一 致 . 
@ 更 严格 的 证 明 可 以 用 $112 第 三 个 脚注 中 所 描述 的 方法 给 出 . 借助 于 热力 学 关系 dE = 7dS - 
Pdy +p'dn( 在 常数 NN 下 ),(96.1) 可 改写 成 形式 
dR =(7T-T7To)dsS-(P-Po)dY+(A -po0)dn. 
由 此 可 以 看 出 :如 果 选 择 下 列 各 量 作为 x,:x, = A5, ,x， = AV,x3 = An, 那 么 它们 的 热力 学 共 堪 基 为 :X， = 
AT AP 


‘= 一 
i 水 


.0 = 具 . 于 是 由 (2 ) =0 和 (和 ja》=0 得 出 (115.1) 式 , 
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根据 (96. 1) ,在 恒温 恒 压 下 使 粒子 数 n 改变 An 所 需要 的 最 小 功 等 于 
民 ，=AG 一 人 An， 
式 中 凡是 溶质 的 化 学 势 . 把 A 更 按 An 的 寡 次 展开 ,我 们 有 : 
AD = ( 竺 ) An + (23 hn) - 凡 " Am 十 ( 兰 ) (an) ， 


P.7 am PT 2 on pr 2 





于 是 ， 


把 这 个 表达 式 代 入 普遍 公式 (112. 1) ,并 与 高 斯 分 布 公 式 (110. 5) 比较 ,我 们 得 
到 所 求 的 粒子 数 n 的 均 方 涨 落 : 


《本 六 = 
除 以 NV ,得 浓度 的 均 方 涨 落 : 
下 


‘(Ac) ) = N( M4'/9c)pr 
后 者 反比 于 溶液 的 这 一 小 部 分 的 物质 量 (N), 这 原 是 理所当然 的 (参看 
(112. 11) 后 面 的 讨论 ). 


对 于 稀 洲 液 ,号 - = 工 ,(115.2) 式 给 出 ; 


((An)’》=n. (115.4) 
应 当 注 意 ,正如 所 料 , 这 与 理想 气体 中 的 粒子 数 涨 落 公式 (113. 1) 完 全 类 似 . 


$116 密度 涨 落 的 空间 关联 


在 均匀 的 各 向 同性 的 介质 (气体 或 液体 ) 中 ,粒子 在 空间 的 所 有 位 置 都 是 等 
概率 的 ,这 一 论断 ,在 其 余 所 有 的 粒子 可 以 占据 任意 位 置 的 条 件 下 ,适用 于 每 一 
个 给 定 的 粒子 . 自然 ,这 个 论断 并 不 与 下 述 事 实 巴 盾 : 由 于 粒子 的 相互 作用 ,在 
不 同 粒子 的 相对 位 置 之 间 必然 存在 某 种 关联 . 譬如 说 ,如 果 我 们 同时 考虑 两 个 
粒子 ,那么 当 给 定 一 个 粒子 的 位 置 时 , 另 一 个 粒子 的 不 同位 置 并 不 等 概率 . 

用 n(r) 表 示 精 确 ( 涨 落 着 ) 的 粒子 数 密度 ;乘积 ndV 是 (在 给 定 的 时 刻 ) 处 
于 体积 元 dy 内 的 粒子 数 . 为 表征 粒子 在 空间 两 点 位 置 间 的 关联 ,我 们 引入 密度 
涨 落 的 空间 关联 函数 : 


了 


Th. 115. 2 
[7 ( ) 


(115. 3) 


(An Am 》 = nin, -Ai, (116.1) 

式 中 An =n -元 ,而 指标 1 和 2 区 别 在 空间 两 点 7, 和 7, 的 n(r) 值 . 在 各 问 同 性 

均匀 介质 中 关联 函数 仅仅 与 两 点 之 间距 离 的 绝对 值 r= |r, -r, | 有关 . 当 r 一 % 
时 ,在 点 7, 和 rr, 的 涨 落成 为 统计 独立 的 ,因此 关联 函数 趋 于 0. 

对 于 用 上 述 方式 引入 的 关联 函数 ,通过 以 下 讨论 来 解释 其 意义 是 有 益 的 . 
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由 于 体积 dy 无 限 小 ,其 中 不 可 能 同时 有 一 个 以 上 的 粒子 ;在 其 中 同时 发 现 两 个 
粒子 的 概率 是 高 阶 的 无 穷 小 . 所 以 粒子 的 平均 数 idV 同时 也 是 粒子 处 于 体积 元 
dV 中 的 概率 . 我 们 再 用 Nw,,(r)dV, 表示 在 一 个 粒子 处 于 体积 元 dV 的 条 件 下 ， 
粒子 处 于 体积 元 dV, 的 概率 (一 m 时 ,w 一 1). 如 上 所 述 , 显 然 平均 值 
《Rd dy 
因此 《n,n,〉=ww. 这 个 等 式 在 rr, 时 成 立 , 但 不 能 过 渡 到 r, 一 r, 的 极限 情 
形 , 因 为 推导 中 没有 考虑 到 ,如 果 点 1 和 点 2 相同 , 则 处 于 dy 中 的 粒子 也 处 于 
dV, 中. 容易 看 出 ,考虑 了 这 种 情况 的 关系 式 应 当 具 有 形式 
(nn) = Rew, + NS(r, -rr,). (116.2) 
实际 上 ,如 果 我 们 取 一 个 小 体积 AVY, 把 (116.2) 乘 以 dVidV, ,并 遍及 这 个 小 体积 积 
分 . 这 时 元 ws 项 给 出 一 个 二 阶 小 量 (正比 于 (AV)”) ;而 带 5 函数 的 项 给 出 一 阶 量 
iAV, 也 本 该 如 此 ,因为 准确 到 一 阶 量 时 只 可 能 有 0 或 1 个 粒子 处 于 小 体积 内 . 
关联 函数 (116. 1) 也 可 适当 地 分 出 带 6 函数 的 项 ,写成 形式 
(AniAn,) = nd(r, -mi) + nv(r), (116.3) 
式 中 
v(r) = 元 [wy(r) =1]. (116.4) 
我 们 将 原始 量 4Am An: 和 函数 x(r) 了 二 者 都 称 为 An 的 关联 函数 . 
现在 取 某 一 有 限 体 积 V, 把 等 式 (116.3) 对 dV,dy, 积分. 引入 在 这 个 体积 中 


的 粒子 总 数 N( 因 此 izV=N) ,得 : 
((AN)’) = N+ zr) dv av,, 


或 者 把 对 dV,dV, 的 积分 转 为 对 其 中 一 个 粒子 的 坐标 以 及 相对 坐标 r+ =r, -mm 的 
积分 ， 
fey = SD -1 (116.5) 
站 
于 是 ,关联 函数 对 某 个 体积 的 积分 可 用 这 个 体积 内 总 粒子 数 的 均 方 涨 落 表 示 . 
利用 后 者 的 热力 学 公式 (112. 13) ,可 借助 热力 学 量 表示 这 个 积分 : 
jar = i() -1 (116.6) 
对 于 普通 的 (经 典 的 ) 理 想 气 体 , 理 所 当然 积分 变 成 零 :在 这 种 气体 中 ,不 同 
粒子 位 置 间 没有 任何 关联 ,因为 它们 之 间 没 有 任何 相互 作用 一 一 既 没 有 直接 
的 ,也 没有 (量子 的 理想 气体 中 ) 交 换 的 相互 作用 . 
相反 ,在 液体 中 (远离 临界 点 ) ,由 于 液体 的 压缩 率 很 小 ,表达 式 (116.6) 中 


@ 了 薄 数 v(r) 与 3579 中 引信 的 函数 wi;(7) 区别 在 于 归 一 化 :zw =v. 
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的 第 一 项 比 1 小 得 多 ,积分 接近 于 - 1. 液体 粒子 之 间 的 主要 相互 作用 力 , 作 
用 半径 具有 分 子 线 度 a 的 数量 级 . 考虑 到 这 些 力 ,关联 旺 数 v(r) 将 随 距离 指数 
衰减 ,而 指数 为 ~ - 工 ， 


因为 密度 涨 落 和 温度 涨 落 是 统计 独立 的 ,所 以 在 研究 密度 涨 落 时 ,可 以 把 
温度 当成 是 不 变 的 . 根据 定义 ,物体 的 总 体积 也 不 变 . 在 这 些 条 件 下 ,为 使 物体 
偏离 平衡 所 需 做 的 最 小 功 等 于 物体 总 自由 能 的 改变 AF.. 因此 涨 落 的 概率 


AF. 
w exp( - =) (116.7) 
与 密度 涨 落 有 关 的 改变 AF, 可 以 表示 为 如 下 形式 : 
= 7]o(r) An Ansdv, dy,. (116. 8) 


我 们 将 演示 如 何 用 函数 g(r) 求 出 相关 函数 v(r) 外 . 
我 们 考虑 体积 V 很 大 但 有 限 的 物体 ,把 An 展开 成 侍 里 叶 级 数 . 


An = 5 Ame*’, An, = [Ane dy (116.9) 


(由 于 An 为 实数 An_， = An ). 把 这 些 表 达 式 代入 (116.8) 并 积分 ,所 有 带 乘 
积 An,Anie "的 项 ,k' 关 -大 时 变 为 零 ,结果 求 得 


AR = 5 | Am | :p(k), (116. 10) 
式 中 采用 以 新 宗 量 上 标识 的 同样 字母 g 表示 函数 p(r) 的 傅 里 时 积分 分 量 
p(k) = [p(n)e dy (116. 11) 


因为 和 式 (116. 10) 的 每 一 项 只 与 Ank 中 的 一 项 有 关 , 所 以 不 同 Anx 的 涨 落 
统计 独立 ， 每 一 个 平方 项 | Am | 在 和 式 中 出 现 两 次 ( +k) ,因此 它 的 涨 落 的 概 
率 分 布 由 下 式 给 出 


we exp| -p(k) | An, 门 
最 后 ,考虑 到 |Am | 是 两 个 独立 量 的 平方 和 ( Ans 是 复 的 ) ,由 此 求 得 均 方 涨 
落 


《|An,|?》 = (116. 12) 


Vop(k) 


WD 值 -1 似乎 对 应 于 液体 粒子 的 彼此 不 可 穿 透 性 ,它们 被 看 成 是 密实 的 小 球 . 

久 ” 但 是 也 存在 长 程 弱 相 互 作用 力 ( 范 德 瓦尔 斯 力 ). 这 些 力 导 致 在 相关 旺 数 中 出 现 随 距离 ( 按 竺 
律 ) 缓 慢 误 减 的 项 (参看 本 教程 第 九 卷 ). 

国 ”用 数学 术语 说 ,wp(r) 是 AF, 对 n(r) 的 二 阶 变 分 导数 . 
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另 一 方面 ,在 等 式 (116. 3 ) 的 两 边 乘 以 exp( -这 .r) =exp[ - 达 . (mr - 
r, ) ] 把 它 再 对 dV,dV, 积分 ， 我 们 得 到 


(|Anl’) = [1 +v(k)], vk) = [Deedy (116. 13) 


最 后 ,把 (116. oP 全 全 
7 


习 题 
确定 稀薄 气体 关联 画 教 按 作 的 紧 次 展开 的 一 次 项 ， 


解 :从 公式 (79.2) 出 发 ,在 一 级 近似 下 可 以 认为 ,给 定 的 两 个 粒子 外 的 所 有 
其 余 粒 子 相 距 很 远 , 它 们 的 相互 作用 可 以 忽略 不 计 , 因 此 积分 后 给 出 V"*.， 以 
同样 的 精度 可 以 设 下 = 屎 。. 结果 求 得 
v(r) = 元 [Le 
式 中 U(r) 是 气体 两 个 粒子 的 相互 作用 能 . 
值得 注意 ,把 这 个 表达 式 代 入 (79. 1) 可 给 出 气体 的 能 量 


E=E,+ ayfofl 天 jdr = 带 2 允 号 [oue-wrar 


-LU(r)vz7 本 1 ] 


当然 ,这 个 结果 与 近 理 想 气体 自由 能 的 公式 (74.4) ,(74.5) 一 致 
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正如 上 一 节 指 出 的 ,在 经 典 理想 气体 中 不 同 粒子 的 位 置 之 间 通常 没有 任何 
关联 . 但 是 ,在 量子 力学 中 根据 波 聘 数 的 对 称 性 原理 了 ,由 于 理想 气体 粒子 的 间 
接 相 互 作 用 产生 了 关联 . 

简 并 气体 关联 函数 如 何 确定 的 问题 ,用 二 次 量子 化 方法 (已 在 $80 中 计算 
电子 气 能 量 时 用 过 ) 解 决 最 为 简单 . 

众所周知 ,在 这 种 方法 里 粒子 数 密度 对 应 于 算 符 

A(r) = 区 (ry(r); 

把 水 算 符 (80.5) 代 入 后 ,用 和 式 表 示 


HD) = 7 tr}, (117.1) 


oo PP 


四 ”对 于 费 米 气体 中 涨 落 的 关联 ,B. C. @ypcoa 曾 研 究 过 (1937) ,而 对 玻 色 气 体 A. 工 . Tanannn 曾 研 
究 过 (1940 ) . 
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式 中 求 和 遍及 所 有 的 动量 值 p,p"( 对 于 体积 V 中 的 自由 粒子 ) 以 及 自 旋 分 基 o， 
0'“ .但 是 由 于 ve 值 不 同 的 自 旋 波 函 数 有 正 交 性 ,和 式 中 只 有 o =o' 的 项 实际 
上 不 为 零 . 在 乘积 如 cdr 中 归 一 化 的 自 旋 因 子 给 出 1, 因此, 波 函数 可 以 简单 地 
写成 坐标 平面 波 的 形式 
ji 
lr (117.2) 
容易 看 出 ， 和 式 (117. 1) 的 所 有 对 角 项 (p =p') 正 好 给 出 平均 密度 元 : 因为 
算 符 GovGrv 就 是 在 给 定量 子 状态 下 的 粒子 数 n,, ,所 以 这 些 项 的 和 等 于 


1 N i 
ye 六 三 nn. 


因此 可 写 

Ap = Nn(r) -i= 2 GzoGpogz Wp', C3 
此 处 求 和 号 上 的 撤 号 表示 不 计 其 中 的 对 角 项 . 借助 这 个 式 子 不 难 计 算 待 求 的 平 
均值 (An,An,). 


平均 值 的 计算 分 两 步 . 首先 应 当 对 粒子 状态 求 量子 力学 平均 .这 种 平均 归 
结 为 对 给 定 物理 量 取 相应 的 对 角 和 矩阵 元 . 把 属于 不 同 点 r, 和 7, 的 两 个 算 符 
(117.3) 式 相 乘 ,我们 得 到 一 个 和 式 , 它 包含 每 次 取 四 个 算 符 &,, ,da,, 所 得 的 不 
同 乘 积 项 . 但 是 在 所 有 这 些 乘积 中 ,具有 对 角 和 抢 阵 元 的 只 是 那些 含有 两 对 带 等 
同 指标 算 符 4,, ,ai 之 项 , 即 

> Gdpodpo pao, (Tri) (Ts (rs), ). 


这 些 项 构成 对 角 短 阵 ， 有 
GinvCv = 于 mo， CooCov = npo 
(从 此 往 后 ,上 号 记 费 米 统计 ,而 下 号 记 玻 色 统 计 ). 再 把 (117.2) 式 的 ,函数 代 
入 ,得 
iD (1 F no) nsexp[ 2(p - -p'): (mm -7) | 


M7 


这 个 表达 式 现在 应 该 进行 在 统计 意义 上 ( 即 按照 粒子 在 各 量子 态 上 的 平衡 
分 布 ) 的 平均 . 因为 处 于 不 同 量子 态 的 粒子 彼此 行为 完全 独立 ,所 以 粒子 数 mn。 
和 nm 可 独立 求 平均 .结果 我 们 得 到 所 求 的 平均 值 


(AmAnm)》 F i) iexp[ sp -PP) (r, -7)] 
(117.4) 


全 ”应 该 提醒 :具有 自 旋 的 粒子 的 波 函 数 是 旋 量 ,因而 (117.1) 中 波 函 数 的 乘积 实际 上 是 协 变 旋 基 和 
道 变 旋 基 按 旋 基 指标 (不 应 将 之 与 表示 状态 自 旋 本 征 值 分 生 的 指标 o,o' 相 混 ) 适 当 求 和 后 的 “标量 积 ”. 


“ 314. 第 十 二 章 涨 落 


现在 照 一 般 方式 将 对 p,p' 的 求 和 化 为 对 py 


制 变 得 不 再 重要 ). 积分 分 为 两 部 分 ,其 中 第 一 部 分 为 


> fasexp[ sp ~ BY = ti "2 


对 下 "的 积分 给 出 8 函数 8(r, -rm ) ,这 使 得 可 对 被 积 式 其 余部 分 设 +, -mr 


=0; 此 后 有 





的 积分 (这 时 pp 的 限 





.nN 
5(r, —r,) 2 Co nd(r, -rr,). 


这 正好 是 公式 (116. 3 ) 中 的 第 一 项 . 因此 ,关联 函数 ((116.3) 中 的 第 二 项 ) 有 下 
面 的 表达 式 : 





_ 一 有 ip*r/h— d 
和 fe pe ; (117.5) 
在 平衡 的 气体 中 ,粒子 按 量 子 态 的 分 布依 从 费 米 或 玻 色 分 布 公式 
n,, 三 ni, i (117.6) 
Wt 


这 些 数 与 o 无 关 ; 因 此 (117.5) 中 的 对 og 求 和 就 给 出 因子 g =2s +1(s 是 粒子 的 
自 旋 ). 所 以 ,最 后 我 们 得 到 关联 函数 的 如 下 公式 








a 若 em dp 2 
z(r) = 干 地 | (117.7) 
或 者 ,对 p 的 取 癌 积分 后 得 
EE ” sin(pr/)pd 
nl Te |) | 0 





密度 涨 落 傅 里 叶 分 量 均 方 值 的 公式 ,只 要 将 (117.7) 式 >(r) 代 入 普遍 公式 
(116. 13 ) 并 对 坐标 积分 ,也 很 容易 得 到 @ : 


(Am|》= /a,(1 页) TE (117.9) 

从 (117.7) 式 首先 可 以 看 出 ,对 于 费 米 气体 v(r) <0 ,而 对 于 玻 色 气体 >(r) 

>0. 换 而 言 之 ,在 玻 色 气体 中 ,一 个 粒子 在 空间 某 点 的 存在 增加 了 在 这 点 附近 

发 现 另 一 个 粒子 的 概率 , 即 粒 子 经 受 独特 的 吸引 力 . 而 在 费 米 气体 中 ,恰好 相 
反 ,粒子 呈现 出 的 类 似 于 排斥 力 (参看 $ 56 末尾 的 说 明 ). 

根据 在 本 节 开 头 所 述 ,在 经 典 极限 下 关联 函数 变 为 零 : 在 -x0 时 ,(117.7) 


中 被 积 表达 式 振荡 因子 exp| AP "7] 的 频率 无 限制 地 增加 ,积分 趋 于 零 


四 ”对 于 玻 色 气体 ,这 个 公式 只 适 于 温度 比 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 点 高 的 情况 (参看 习题 4). 
四” 谦 防 将 气体 密度 涨 落 的 傅 里 叶 分 量 Ank 与 粒子 的 量子 态 占有 数 1, 相 混 . 
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当 一 *0 时 , 顶 数 >(r) 趋 于 常数 极限 : 
5 nn 

n ? (27 有)’ 有 
我 们 把 (117. 8 ) 式 应 用 于 了 =0 时 的 费 米 气体 . 在 这 种 情况 下 ,分布 函数 是 

阶 牙 函数 : 当 pP<mr 时 ,元 =1; 当 pp>pr 时 ,元 =0, 式 中 居 = 天 6m mg) 是 限界 


动量 . 因此 求 得 








(117. 10 ) 














| 
Wr) 4 页 nr gl rap|. 
我 们 考虑 不 太 小 的 距离 , 即 认为 全 ->> 1， 与 此 相应 ,只 保留 积分 中 二 的 最 低 次 
项 ， 
re i 2per 
Wor -PE py 天 4 大 (1 Ce 上 WA) 


在 比 所 考虑 距离 小 得 多 的 区 间 Ar 上 ,余弦 变化 很 快 . 对 这 样 的 区 间 求 平均 ,得 
到 


3 殊 
4m per 


习 题 


v(r) = 一 





(CTH 过 


1、 确 定 费 米 气体 在 了 =0 时 密度 涨 落 的 低 波 数 ( 上 < 于 ) 傅 里 叶 分 量 的 均 广 


值 . 
解 :(117.9) 中 的 被 积 式 只 有 在 天 =1, 元 ,=0 的 各 点 才 不 等 于 0( 而 等 于 
1) ,这 些 点 在 以 原点 为 中 心 以 ps 为 半径 的 球 内 ,同时 在 中 心 移 了 艇 而 半径 相 
同 的 球 以 外 . 在 hk <ps 下 求 出 这 个 区 域 的 体积 ,得 到 
kp 一 
人 


(2T) 让 YY 4pr 了 
2， 确 定 费 米 气 体 在 比 简 并 温度 低 得 多 的 温度 下 的 关联 函数 . 
解 :在 (117.8) 的 积分 中 设 几 ~et = 光 ，, 并 作 如 下 变换 : 


下 ™ psin(pr/h)dp _ i ” cos(pr/#)dp 
ee -ep)/T | || efe=-eF)x7 | y; 
分 部 积分 ,之 后 引入 新 变量 = -Pr 由 于 了 很 小 ,被 积 式 随 着 |x| 的 增加 


而 很 快 地 减 小 ,对 dx 的 积分 可 以 扩展 为 从 -om 到 +m: 
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人 
Or 三 J-a 


T=—- 上 i pr ] dx a 


in| 一 = 
Oe A (e +1)(e +1) 
= a es dd: 1 i dx 


9r r | 


(六 A = 吕 - 所 得 到 的 积分 用 (er +1) -' =w 代入 化 为 欧 拉 B 积分 ,结果 得 到 


[= | 人 
orl sinh( mAr) 下 】 


对 于 > 六 的 距 记 ,对 变化 很 快 的 余弦 平方 取 平 均 ,最 后 得 到 





i h 人 下] . 


人 一 一 
v(r) 4hpr sin 


在 T_50 时 这 个 公式 变 为 (117. 11). 在 二 不 仅 比 1 大 ,而 且 比 于 也 大 的 渐 
近 区 内 ,我 们 有 


_ 3(m7)” _27mTr 
We a pe 
3. 对 于 玻 色 气体 ,在 稍稍 高 于 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 起 始点 To 的 温度 下 , 求 
其 大 距离 (rr >>/ VmT) 的 关联 函数 . 


解 :在 T, 点 附近 化 学 势 |pn| 很 小 (参看 362 习题 ). 这 时 (117.7) 中 的 积分 
2 
( 记 作 岂 取决 于 小 p 值 区 :全 ~ 上 ~ 用 | <c1 因此 ,被 积 表达 式 按 8 入 展 开 ， 
求 得 
Es rs _ | | De 
27 下 


最 后 ， 





ey pi 可 2 172 
v(r) = | sa ( m | |) EF， 
4T niir 片 


4. 求 玻 色 气体 在 T<T, 时 的 相关 函数 . 


中 此 处 用 了 傅 里 叶 变换 公式 
[| 一 edy = 








4T We 
tk | R27)’ 4nr 
得 出 该 式 的 最 简单 方法 如 下 . 注意 到 函数 mp =e-“/T 满足 微分 方程 

Ap -x 三 -475(r) » 
方程 两 边 乘 以 e-* :并 在 整个 空间 积分 (并 且 对 e-*:"Ae 作 两 次 分 部 积分 ) ,就 得 到 所 要 的 结果 . 


8118 涨 落 的 时 间 关 联 。 317 ， 


解 :在 T<T, 下 ,有 限 比 例 的 粒子 数 处 于 p=0( 凝 聚 ) 的 状态 . 重新 回 到 表 
达 式 (117.4) ,应 该 (在 化 求 和 为 积分 以 前 ) 预 先 分 出 p 或 p' 等 于 零 的 项 ,并 者 


虑 到 这 时 在 每 一 个 p =0 的 量子 态 中 的 粒子 数 :n,.。 = 此 后 ,化 求 和 为 积 
分 如 正文 所 述 ， os 7) 结 果 我 们 求 得 
dip 


+ 总 2 赴 -r/ 下 一 
“i 一 一 上 一 ， 
kr) n [i (27#): 





Ns 人 
式 中 心 = 村 ,并 且 元 , 由 凡 =0 的 玻 色 分 布 公式 给 出 : 


1 
元 三 
pr 
.a 





在 距离 7 污 和 /mT 时 ,积分 1=mT/(2m 和 er)( 从 上 题 中 公式 取 在 几 =0), 因 
此 ， 


+ 8 守 久 
2 a “an 


如 果 了 不 太 接 近 To( 因 此 mo 不 是 太 小 ) ,第 二 项 可 略 . 在 相反 的 情况 下 ,距离 
< 芝 有 /VmT, 积 分 





3 


d 
1= 祭 - 一 上 
/5, (Qu)’  g& 





因此 
和 


元 ”一 mo 
y(r)=y(0) = 一 一 一 


gn 
值得 注意 ,对 于 玻 色 气体 ,积分 [vdv 在 了 < To 时 发 散 ,所 以 接 (116.5) 式 计 
算 就 会 导致 粒子 数 涨 落 有 无 限 值 ,这 与 $113 中 的 有 关 评 述 一 致 . 
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我 们 考虑 表征 处 于 热力 学 平衡 的 某 个 闭合 系统 或 其 一 部 分 的 任何 一 个 物 
理 量 (在 第 一 种 情况 下 ,有 一 些 量 如 能 量 根据 定义 对 闭合 系统 保持 不 变 , 所 考虑 
的 量 不 应 该 是 这 样 的 量 ). 这 个 量 随时 间 有 不 大 的 变化 ,在 其 平均 值 附近 涨 落 . 
我 们 仍然 用 x(1) 表示 这 个 量 的 实际 值 与 其 平均 值 之 间 的 差 (以 使 x*=0). 

在 不 同时 刻 的 x(1) 值 之 间 存 在 着 某 种 关联 ;这 意味 着 :x 在 某 一 时 刻 t 的 值 
将 影响 它 在 另 一 时 刻 "具有 各 值 的 概率 . 正 像 在 前 几 节 中 讨论 空间 关联 时 一 
样 , 我 们 用 乘积 的 平均 值 (x(1)x(t') ) 来 表征 时 间 关 联 . 在 这 里 ,仍旧 像 通 常 一 
样 是 在 统计 的 意义 上 来 理解 求 平均 , 即 对 于 量 x 在 时 刻 上 和 的 一 切 可 能 取 值 
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的 概率 求 平均 . 在 §1 中 已 经 指出 ,这 样 的 统计 平均 等 价 于 时 间 平 均 :在 这 里 ,在 
给 定 的 差 值 1 -it 下 对 时 间 t 和 之 一 求 平均 . 这 种 方式 得 到 的 量 
p(t 1) = (x(1)x(t')) (118.1) 
只 依赖 于 差 值 -1; 所 以 ,该 定义 也 可 以 写成 形式 
a = Oe( DY. (118.2) 
当时 差 无 限 增 大 时 ,关联 显然 消失 ,与 此 相应 函数 p(:) 趋 于 零 , 我 们 还 应 该 注 
意 ,由 于 定义 (118.1) 对 于 上 和 志 的 交换 明显 对 称 ,图 数 p(t) 是 偶 的 : 
p(t) = 9( -1). (118.3) 
我 们 把 x(1) 当成 时 间 的 函数 ,同时 也 就 暗 指 它 自身 按 经 典 方式 行事 . 然 
而 ,所 述 的 定义 也 可 以 表达 成 适用 于 量子 力学 量 的 形式 . 为 此 ,x 这 个 量 必须 代 
之 以 量子 力学 的 含 时 ( 海 森 伯 ) 算 符 *(1). 属于 不 同时 刻 的 算 符 %(1) 和 x(z) 通 
常 不 可 对 易 ,因此 现在 关联 晒 数 必须 定义 为 


a = (2()i(t) # M(B)S , (118. 4) 


此 处 的 平均 对 精确 的 量子 力学 状态 求 0. 

假设 x 是 这 样 一 个 量 ,对 它 指定 一 个 确定 值 ( 比 它 的 平均 涨 落 《* “大 得 
多 ) ,我 们 就 能 描述 一 个 不 完全 平衡 的 确定 状态 . 换 句 话说 ,在 给 定 x 值 下 建立 
不 完全 平衡 所 需 的 弛 豫 时 间 ,假设 比 x 本 身 达到 平衡 值 所 需 的 时 间 小 许多 .这 
个 条 件 对 于 很 宽 的 一 类 有 物理 意义 的 量 都 满足 . 这 类 量 的 涨 落 称 为 是 准 定 态 
的 2. 本 节 下 面 将 考虑 这 种 类 型 的 涨 落 ,另外 还 假设 x 是 经 典 量 @. 

我 们 还 将 假设 ,在 趋向 完全 平衡 的 过 程 中 ,在 系统 中 所 发 生 的 对 于 平衡 的 
任何 偏离 ,都 不 需要 另外 引 人 新 量 来 描述 . 换 而 言 之 ,在 每 一 时 刻 非 平衡 系统 的 
状态 完全 取决 于 x 的 值 (更 普遍 的 情况 将 在 下 一 节 考 虚 ). 

设 x 这 个 量 在 某 个 时 刻 上 具有 比 平均 涨 落 大 得 多 的 值 , 即 系统 远离 平衡 . 那 
么 可 以 断言 :在 以 后 的 时 刻 ,系统 将 力图 趋 于 平衡 状态 ,与 此 相应 x 将 减 小 . 同 
时 ,由 于 所 作 的 假设 ,x 的 变化 率 在 每 个 时 刻 完全 取决 于 x 本 身 在 该 时 刻 的 值 : 

% =X(%). 


如 果 x 还 是 相当 小 , 则 可 以 把 x(*) 按 * 的 寡 次 展开 ,并 只 保留 线性 项 : 


人 (118.5) 
dt 


@ 这 里 必须 再 提醒 一 下 :根据 统计 物理 基本 原理 ,无 论 是 用 系统 定 态 精确 波 函 数 以 力学 的 方式 ,还 
是 用 吉 布 斯 分 布 以 统计 的 方式 , 求 平均 所 得 的 结果 不 受 影 响 . 不 同 之 处 只 在 于 :在 前 一 种 情形 下 结果 用 物 
体 的 能 量 表示 ,而 在 后 一 种 情形 下 表示 成 温度 的 函数 . 

加 ”也 称 为 热力 学 的 . 

图 ”量子 力学 量 准 定 态 涨 落 的 公式 ,最 后 可 通过 $ 124 中 所 述 的 简单 修正 (参看 (124.19)) 从 经 典 量 
的 公式 得 到 . 
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式 中 和 是 正 的 常数 ;展开 式 中 零 级 项 不 出 现 ,因为 在 完全 平衡 态 中 ( 即 x=0 下 ) 
速率 学 应 该 为 零 方程 (118. 5 ) 是 描述 非 平衡 系统 弛 列 过 程 的 线性 化 宏观 “运动 


方程 "( 弛 珠 过 程 物 理性 质 完全 依赖 于 * 这 个 量 的 性 质 ). 常数 二 决定 建立 完全 


平衡 的 弛 豫 时 间 的 数量 级 . 
回 到 平衡 系统 中 的 涨 落 ,引入 &,.(1) 记 某 量 在 它 于 1=0 时 刻 有 给 定 值 x 的 
条 件 下 在 稍 后 时 刻 + >0 的 平均 值 ;这 个 平均 值 一 般 不 为 零 . 显然 ,关联 函数 
p(t) 可 用 函数 &.(1) 写 成 
p(t) = (xé,(t)), (118.6) 
式 中 平均 仅 对 初始 时 刻 :=0 时 x 的 不 同 值 的 概率 求 . 
对 于 所 比 平均 涨 落 大 得 多 的 值 ,从 方程 (118.5) 另 外 有 
=— Aé.(t), +t>0. (118.7) 
考虑 到 &.(1) 这 个 量 为 平均 值 ,应 该 认为 这 个 方程 对 于 任意 小 的 (1) 也 同样 成 
立 . 把 方程 积分 并 记 住 根据 定义 有 .(0) =x, 我 们 求 得 
€,.(1) = se™, 
最 后 ,把 它 代入 (118. 6) ,我 们 就 得 到 确定 时 间 关 联 函 数 的 公式 
op(1) = (x )e™. 
然而 ,该 公式 当前 的 形式 仅 适用 于 1 >0, 因 为 在 推导 中 (方程 (118.7)) 实 
质 上 假设 了 时 刻 1 在 1=0 之 后 . 另 一 方面 ,考虑 到 盟 数 wp( 纪 是 偶 函 数 ,可 以 写 出 
最 后 的 公式 : 





p(t) = (x )e*l!l = pa (118.8) 


(《x ) 由 (110.5) 给 出 ), 它 适用 于 无 论 正 负 的 所 有 i 值 . 这 个 函数 在 上 =0 时 具 
有 两 个 不 同 的 导数 . 这 种 情况 起 因 于 我 们 考虑 的 时 间 间 隔 比 建立 非 完全 平衡 
(在 给 定 x 值 下 的 平衡 ) 的 所 需 时 间 大 得 多 . 考虑 不 在 " 准 定 态 "理论 可 能 范围 内 


的 较 短 时 间 间 隔 , 当 然 在 +=0 时 会 有 等 式 52 =0, 正 如 4 的 导数 连续 的 任何 偶 函 


数 所 应 该 的 那样 . 
上 述 理论 还 可 以 表述 成 男 一 形式 , 它 可 能 更 有 利 . 
如 前 所 述 , 量 x( 而 非 其 平均 值 &,) 的 方程 式 x = -Ax, 只 是 在 x 的 值 比 平 均 
涨 落 大 得 多 的 情况 下 成 立 . 在 任意 的 x 值 下 ,我们 写 
X=—Ax+y, (118.9) 
这 定义 了 新 量 y. 虽然 y 这 个 量 的 振幅 绝对 值 绝 不 随时 间 改 变 , 但 是 如 果 * 足够 
大 (在 上 述 的 意义 下 ) , 则 > 相对 较 小 ,在 方程 (118. 9) 中 可 略 . 用 这 种 方式 引入 
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方程 (118.9) 中 的 量 y( 通 常 称 为 ^ 随 机 力 " ) ,应 该 看 成 是 x 这 个 量 涨 落 的 起 源 . 
这 里 的 随机 力 关联 函数 (4y(0)y(1)) 应 当 适 当 限 定 ,以 使 得 可 导出 (x(0)x(1))》 
的 正确 结果 (118.8). 为 此 必须 设 定 


(y(0)y(1)) = 2A(z2)8(o) = 80). (118. 10) 
很 容易 证 实 这 一 点 ,只 要 把 方程 (118.9) 的 解 写成 
x(t) = eo™| _y(r)erdr， 


并 对 乘积 x(0)x(1) 写 下 二 重 积 分 然后 求 平均 . 

表达 式 (118. 10) 在 t 关 0 时 变 为 零 , 这 一 事实 意味 着 :y(1) 在 不 同 的 时 刻 的 
值 不 相关 . 实际 上 ,这 个 说 法 自然 是 近似 的 ,并 且 只 是 表明 :y(1) 的 值 只 在 与 建 
立 非 完全 平衡 (在 给 定 的 x 下 的 平衡 ) 所 需 时 间 同 数量 级 的 时 间 间 隔 内 才 是 相 
关 的 ,正如 已 经 指出 的 ,在 上 述 理论 中 它 是 可 略 小 量 . 
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在 上 节 所 得 到 的 结果 可 以 推广 到 同时 有 若干 个 量 x, ,x,,… ,x, 偏离 其 平衡 值 
的 涨 落 . 我 们 将 再 次 假定 ,已 经 从 这 些 值 中 减 去 平衡 值 ,因此 全 部 平均 值 有 x, =0. 
这 些 量 涨 落 的 关联 函数 (在 经 典 理论 中 ) 取 决 于 
Duy” = = ARE NR (119.1) 
鉴于 该 定义 本 身 ,这 些 关联 函数 具有 显然 的 对 称 性 质 
Galt) = Gul — 1). (119. 2) 
然而 ,关联 函数 还 存在 另外 一 个 对 称 性 质 , 它 具 有 深刻 的 物理 意义 ， 它 来 自 描述 
物体 粒子 运动 的 力学 方程 的 时 间 反 演 对 称 性 2. 由 于 这 种 对 称 性 ,在 求 平均 时 
x; 和 x 中 哪个 取 较 早 时 刻 哪 个 取 较 晚 时 刻 , 无 关 紧 要 . 所 以 (x(t )x(t)〉= 
Cw #) s(t } ,yp 
palt) = pal— it). (119.3) 
从 (119.2),(119.3) 这 两 个 性 质 , 也 可 得 出 g,(1) = gp,(1). 
这 里 的 推导 暗含 如 下 假定 :x, 在 时 间 变 号 下 保持 不 变 . 但 是 也 存在 着 在 时 
间 反 演 下 自身 变 号 的 量 ( 例 如 ,与 任何 宏观 运动 的 速度 成 正比 的 量 ). 如 果 两 个 
量 x,; 和 x, 都 具有 这 样 的 性 质 , 则 关系 式 (119.3) 将 又 成 立 . 如 果 两 个 量 中 一 个 变 
号 而 另 一 个 不 变 , 则 时 间 反 演 对 称 性 表明 《x(t )x(t)〉》= 一 《x,(t)x(t")), 即 
Pal(t) = 一 ?kt -i). (119.4) 
结合 (119.2) 得 px(i) = -gi(t). 


@ 这 里 假定 系统 不 处 于 磁场 中 ,也 不 作 整 体 转动 (参看 $ 120 下 面 ). 
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与 上 节 一 样 ,现在 假定 涨 落 是 准 定 态 的 , 即 x,,… ,x, 这 一 组 值 (超出 平均 涨 
落 范围 ) 决 定 非 完全 平衡 的 某 个 宏观 状态 . 在 趋 近 完 全 平衡 的 过 程 中 ,x; 各 量 
随时 间 变 化 ;假定 这 一 组 函数 x,(1) 完 全 表征 这 个 过 程 ,而 不 发 生 离 开平 衡 的 其 
它 偏离 . 那么 ,在 每 一 个 非 平衡 态 中 x, 的 变化 率 是 在 该 状态 中 x, ,… ,x 这 些 值 
的 函数 : 
% 和 (119.5) 
如 果 系 统 处 于 比较 接近 完全 平衡 的 状态 (也 就 是 可 以 认为 很 小 ) , 则 函数 
(119.5) 可 按 x, 的 宕 次 展开 至 一 次 项 , 即 表示 成 线性 和 的 形式 
Xi 三 一 从 站 和 (119.6) 
式 中 人 是 常 系数 ;这 些 表达 式 推广 了 方程 (118.5). 
由 此 可 以 按 8 118 中 的 同样 方式 得 出 关联 函数 的 方程 . 对 于 给 定 在 时 刻 ! = 
0 的 所 有 值 x ,x,,…, 引 人 在 1>0 时 刻 x; 的 平均 值 志 (4) ,( 为 简便 起 见 , 略 去 记 
号 &.(1) 中 的 x 值 ). 这 些 量 满足 与 (119.6) 同样 的 方程 : 
£1 三 -Ai (119.7) 
并 且 它 不 再 仅 适 于 较 大 (与 平均 涨 落 相 比 ) 的 &,(1) 值 ,也 适 于 任意 小 值 ， 将 
&,(1) 乘 以 x,=x,(0) 并 对 不 同 值 x, 的 概率 求 平均 ,可 得 关联 函数 gi (1) = 
(&,(1)x1). 对 方程 (119.7) 进 行 这 种 运算 ,我 们 得 到 


d 
0 人) =—- Aapu(t), £1>0 (119. 8) 


(在 这 组 方程 中 ,指标 1 是 自由 的 ). 

正如 已 经 指出 的 ,方程 (119.6) 不 是 别 的 ,而 是 描述 非 平衡 系统 弛 列 过 程 的 
线性 化 宏观 “运动 方程 ~. 我 们 看 到 , 涨 落 关联 函数 方程 组 可 由 x;(i) 的 “运动 方 
程 " 通 过 用 函数 pg,(t) 代 换 x,(1) 而 轻易 得 到 ,这 里 的 指标 1 是 自由 的 " ,可 取 从 1 
到 mn 的 所 有 值 . 这 种 方式 得 到 的 方程 适 于 时 间 上 >0, 应 取 如 下 “ 初 条 件 " 求 积分 : 

pa(0) = (xi(0)%(0)) = (x7) = Ba (119.9) 

(平均 值 (x,x,) 应 该 等 于 (111.9) 的 值 ). 时 间 1<0 的 关联 函数 随后 根据 对 称 性 
质 直接 确定 . 


$120 ” 动 理 学 系数 的 对 称 性 
我 们 重新 回 到 描述 近 平 衡 系统 弛 殉 过 程 的 宏观 方程 (119. 6):® 


Q@ 与 $111 中 一 样 ,约定 对 重复 两 次 的 拉丁 指标 从 1 求 和 到 nn. 

加 ”在 具体 应 用 中 ,常常 碰 到 这 样 的 情形 :所 趋向 的 完全 平衡 状态 与 某 些 外 参量 (如 体积 .外场 ) 有 
关 , 而 它们 本 身 又 随时 间 缓 慢 地 变化 ;所 考虑 各 量 的 平衡 (平均 ) 值 也 随 着 改变 . 如 果 这 种 变化 足够 缓慢 ， 
那么 我 们 仍旧 可 以 利用 所 有 上 述 的 关系 式 , 不 过 平均 值 去 不 能 再 假定 总 为 零 ;如 果 用 x:” 表示 它们 ， 
《120. 1) 应 改写 成 : 

到 = — Aa(xi — xz). (120. 2a). 
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区 之 一 大 和 C120; 1) 
这 些 方程 具有 深 藏 的 内 部 对 称 性 ,要 明显 地 看 出 它们 ,方程 右边 表示 量 必须 不 
用 zx; 这 些 量 本 身 (方程 的 左边 为 其 变化 率 ) ,而 用 其 热力 学 共 辆 量 


' (120. 2) 


OX,” 
(它们 已 在 §$111 中 引入 ). 在 平衡 状态 中 ,系统 的 烂 极 大 ,因此 所 有 的 ,=0. 当 
X, 不 为 零 但 x, ,x,,… 比较 小 ( 即 在 系统 的 近 平 衡 态 ) 时 ,X, 可 以 表示 为 线性 函 
数 的 形式 


,= BY, (120.3) 
常 系 数 B, 是 X; 的 一 阶 导数 , 即 5S 的 二 阶 导数 ;因此 
Bi = Bi (120. 4) 
如 果 按 (120.3) 把 x, 各 量 用 XX, 表示 ,并 代入 (120. 1) , 则 得 到 弛 驳 方 程 形 
为 
Xi = — YaX,, (120. 5) 
式 中 , 
Ya = AB hn (120. 6) 


是 新 常数 ;它们 常 称 为 动 理 学 系数 . 现在 我 们 证 明 动 理学 系数 的 对 称 性 原理 即 
昂 萨 格 原理 (上 L. Onsager,1931), 据 之 有 
ya. = Yi (120.7) 
证 明 所 依 事实 已 在 上 节 提 到 :表征 平衡 系统 中 涨 落 的 量 满足 同样 的 方程 
(120. 1 ) 或 者 (120. 5). 具体 说 ,我 们 给 定 上 =0 时 所 有 的 值 x ,x,,…, 引 入 在 时 
刻 上 涨 落 量 x, 的 平均 值 志 (it) ,以 及 X, 的 平均 值 台 ,(1) ;那么 
和 =- yaS: (t > 0). (120. 8) 
现在 要 用 到 (在 平衡 系统 中 ) 涨 落 对 于 时 间 反 演 的 对 称 性 ; 它 由 关系 式 
(119.3) 描 述 , 可 写成 
(xi(t)x(0)) = (x,(0)%,(t)), (120. 9) 
或 者 借助 &.(t) 写 成 
(EN#) mi) = séi()), (120. 10) 
式 中 平均 按 x, 在 1=0 时 刻 所 有 不 同 值 的 概率 求 . 把 这 个 等 式 对 上 求 微 商 , 并 且 
将 (120. 8) 中 ,的 导数 代入 得 : 
yal 全 (ft) x) = yu,(t)). 
显然 , 当 上 =0 时 与 , 这 些 量 与 X,(0) 相 同 ; 所 以 ,在 上 式 中 令 1=0, 我 们 得 到 
Yu (Kx) = Yul Xx), 
式 中 平均 乘积 中 的 两 个 因子 取 同 一 时 刻 . 但 是 ,根据 (111. 8), 这 样 的 平均 值 
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(Xix》= 3, 于 是 ,我 们 得 出 所 求 的 结果 (120. 7) 2. 
但 是 对 这 个 结果 还 必须 作 两 点 说 明 . 证 明 主 要 利用 了 力学 方程 的 时 间 对 称 
性 . 但 是 对 于 匀速 转动 物体 或 者 处 于 外 磁场 中 物体 的 涨 落 , 这 种 对 称 性 的 表述 
方式 有 所 不 同 . 具体 地 说 ,这 时 只 有 在 转动 角速度 只 或 磁场 吾 也 同时 反 号 的 条 
件 下 , 才 有 时 间 反 演 对 称 性 . 因此 ,在 这 种 情形 下 动 理学 系数 与 人 2 或 有 H 有 关 , 以 
它们 作为 参数 ,并 满足 以 下 关系 式 : 
Ya (2) = Yai( -~ 102), ya(H) = y(- HH). (120;11) 
此 外 ,在 推导 中 还 假设 :x,; 和 x 这 些 量 自身 在 时 间 反 演 下 不 变 , 如 果 时 间 反 
演 下 两 个 量 都 变 号 (两 者 都 正比 于 任何 宏观 运动 的 速度 ) ,关系 式 (120.9) ,进而 
结果 (120.7) 仍 然 成 立 . 如 果 x; ,x 中 一 个 变 号 ,而 另 一 个 不 变 , 则 在 推导 中 应 当 
从 (119.4) 而 不 是 (119.3) 出 发 ,并 且 动 理学 系数 的 对 称 性 原理 应 该 表述 为 
Yi = ~ Yu (120. 12) 
完全 类 似 的 结果 对 于 动 理学 系数 各 也 正确 ,这 些 系 数 出 现在 写成 方程 
(120.5) “热力 学 共 斩 " 形式 的 弛 豫 方 程 中 : 

和 = 一 (120. 13 ) 
系数 Yi 具有 与 yx 同样 的 对 称 性 质 . 这 一 点 用 类 似 的 推导 可 以 看 出 ,但 是 ,考虑 
到 x, 和 XX, 之 间 的 相互 对 应 特征 (参看 8$111 第 二 个 脚注 ) ,本 来 就 很 显然 . 

如 果 所 有 量 x,,… ,x, 具有 同样 的 时 间 反 演 特 性 (因此 yx* 的 矩阵 完全 对 
称 ) , 则 速率 x, 可 以 表示 成 导数 的 形式 


3 1 
-ee 这 f = TyaXk, (120. 14) 


此 处 f 为 X; 的 二 次 函数 ,系数 为 yi 
f 这 个 沾 数 的 重要 性 在 于 , 它 决定 系统 的 炉 5 的 变化 率 . 实际 上 ,我们 有 


、 _- 05; wi 
i Bw Se 9X, 
而 因为 1 是 X; 的 二 次 函数 ,所 以 根据 欧 拉 定理 我 们 得 到 
S$ = 2/ (120. 15 ) 


随 着 趋 于 平衡 , 业 增 长 而 趋 于 极 大 值 . 因此 二 次 型 上 应 是 正定 的 ;这 要 求 系数 yn 
满足 一 定 条 件 . 函数 f 也 可 以 用 x; 表示 ,这 时 它 的 导数 给 出 速率 ,: 
ie 
Xx, ee x,” f= 这 人 ii ( 120. 16) 
@O 值得 提醒 , 这 里 该 用 关系 式 (120.9) 而 不 该 用 (119.2), 后 者 给 出 (x (0)x(1)〉= 


《xi( -4)x(0)). 可 以 看 到 ,把 这 个 等 式 对 + 求 微 商 并 令 :=0,( 借 助 (120.9)) 得 到 (x;x,》=0. 但 是 在 所 
考虑 的 近似 下 函数 pa(t) (就 像 &118 中 的 g(t) ) 在 t=0 点 对 于 1 一 +0 和 :一 -0 有 两 个 不 同 的 导数 . 
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这 时 当然 也 仍 有 5 = -x,X, =2/ 

对 于 一 个 由 处 于 外 部 介质 中 的 物体 所 组 成 的 系统 , 因 闭 合 系统 在 偏离 平衡 
时 炳 的 改变 等 于 R,,,/7, ,其 中 R ,是 把 系统 从 平衡 态 转移 到 给 定 状态 所 必需 的 
最 小 功 (参看 (20.8)),? 了 借 此 可 变换 (120. 15 ) 式 . 再 令 R,,, = AE - TuAS + 
PbAV( 式 中 E,S,V 是 物体 的 量 , 而 7,,P。 是 介质 的 温度 与 压强 ) ,我 们 得 到 


BT PY = (120. 17) 
特别 是 ,如 果 平 衡 的 偏离 发 生 在 不 变 的 温度 和 压强 (等 于 To 和 Po) 下 , 则 
$ = - 217， (120. 18 ) 


而 在 不 变 的 温度 和 体积 下 , 则 
F = -277. (120. 19) 


$121 耗 散 函数 


物体 在 外 部 介质 中 的 宏观 运动 一 般 来 讲 都 伴随 着 不 可 逆 的 摩擦 过 程 , 它 最 
终 导致 运动 停止 . 这 时 物体 的 动能 转变 成 热 ,或 者 说 被 耗 散 . 

对 这 样 一 种 运动 作 纯 力 学 的 研究 显然 是 不 可 能 的 ;因为 宏观 运动 的 能 量 转 
变 成 物体 和 介质 的 分 子 热 运动 的 能 量 , 所 以 纯 力 学 研究 将 要 求 建立 所 有 这 些 粒 
子 的 运动 方程 . 因此 ,对 于 在 介质 中 的 物体 是 否 能 建立 只 含 其 宏观 坐标 的 运动 
方程 ,这 个 问题 属于 统计 物理 范围 . 

但 是 这 个 问题 在 普遍 的 形式 下 是 不 可 能 解决 的 . 因为 物体 原子 的 内 部 运动 
不 仅 依赖 于 物体 在 给 定时 刻 的 运动 ,而 且 还 依赖 于 这 个 运动 的 以 往 历史 ,所 以 
一 般 来 讲 ,运动 方程 中 不 仅 会 出 现 物体 的 宏观 坐标 0, ,0,,… ,0, 和 它们 对 时 间 
的 一 阶 .二 阶 导数 ,而 且 还 将 出 现 所 有 更 高 阶 的 导数 (更 准确 地 讲 , 函数 Q,(1) 受 
到 某 种 积分 算 符 的 作用 ). 在 这 种 情况 下 ,系统 宏观 运动 的 拉 格 朗 日 函数 当然 不 
存在 ,而 不 同情 形 的 运动 方程 将 具有 完全 不 同 的 性 质 . 

如 果 可 以 认为 ,系统 在 给 定时 刻 的 状态 完全 取决 于 坐标 0, 和 速度 Q, ,而 高 
阶 导数 可 上 略 (是 否 小 的 精确 判 据 必须 针对 每 一 种 具体 情形 建立 ) ,那么 这 时 可 以 
在 普遍 的 形式 下 建立 运动 方程 . 我 们 还 将 假设 速度 0, 本 身 足够 小 ,以 至 于 它们 
的 高 次 寡 也 可 略 . 最 后 ,假设 所 讨论 的 运动 是 在 某 种 平衡 位 置 附近 的 小 振动 ,这 
种 情形 也 正 是 通常 在 讨论 中 遇 到 的 . 这 里 假定 已 适当 选取 坐标 @,, 使 得 在 平衡 
位 置 时 0, =0. 于 是 ,系统 的 动能 K( 0,) 是 速度 0, 的 二 次 函数 ,而 不 依赖 于 坐标 


@ 由 于 丧 的 变化 和 Ru。i。 之 间 的 这 种 关系 ,也 可 以 把 不 定义 成 





(120. 2a) 


有 时 候 这 比 用 定义 (120.2) 更 方便 (参看 (22.7) ). 
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Q, 本 身 ,而 外 力作 用 引起 的 势能 U( 0;) 是 坐标 @, 的 二 次 函数 . 
我 们 引入 广义 动量 P;, 像 通常 一 样 定义 为 
P: 本 
9a, 
它们 决定 了 动量 有 速度 线性 组 合 的 形式 . 借助 于 这 些 等 式 我 们 又 可 以 用 动量 来 
表示 速度 ,代入 动能 的 表达 式 后 ,得 到 动能 是 动量 的 二 次 函数 ,并 且 有 以 下 等 
式 : 


wih: 下 ) 


KCP,) 
7 
如 果 完 全 忽略 耗 散 过 程 ,那么 运动 方程 就 是 通常 的 力学 方程 ;根据 运动 方 
程 ,动量 对 时 间 的 导数 等 于 相应 的 广义 力 : 
C 121, 3 


首先 应 当 注 意 :方程 (121.2) 和 (121.3) 形 式 上 同 动 理学 系数 对 称 性 原理 是 
一 致 的 ,只 要 把 在 8$120 中 引入 的 *, ,x,,…,%;, 理 解 为 坐标 0, 和 动量 已 . 实际 
上 ,把 物体 从 处 于 平衡 位 置 的 静止 状态 移 到 位 置 为 0; 且 动 量 为 已 的 状态 所 需 
的 最 小 功 为 





G121, 2 


R i 交 EE 中 J 


因此 X,,X,,… ,XX,, 这 些 量 可 以 解释 为 如 下 的 导数 (参看 $120 最 后 一 个 脚注 ) : 


一 一 : rr 
一 一 一 一 一 一 一 


而 方程 (121.2) 和 (121.3) 相 当 于 关系 式 (120.5) ,并 且 
EA 7 =- ypoi， 

(与 规则 (121. 2) 一 致 这 里 所 遇 到 的 就 是 时 间 反 号 时 一 个 变量 (@,) 保持 不 
变 而 另 一 个 变量 (P,) 反 号 的 情形 ). 

依照 普遍 关系 式 (120.5) ,现在 以 如 下 方式 写 出 包含 耗 散 过 程 的 运动 方程 : 
把 X。，,X， 这 些 量 的 某 种 线性 组 合 附加 到 等 式 (121.2) 和 (121. 3) 的 右边 ,同时 
使 得 动 理 学 系数 所 要 求 的 对 称 性 仍 能 满足 . 但 是 很 容易 看 出 ,方程 (121.2) 必 须 
保持 不 变 ,因为 它们 只 不 过 是 动量 的 定义 (121. 1 ) 的 必然 推论 ,而 与 耗 散 过 程 之 


存在 与 否 无 关 . 这 表明 加 到 方程 式 (121. 3) 上 去 的 只 能 是 fo ( 即 导 数 .35 ) 这 些 


量 的 线性 组 合 ,否则 动 理学 系数 的 对 称 性 被 破坏 . 
于 是 我 们 得 到 一 组 如 下 形式 的 方程 
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A 
”和 2 aP， 
式 中 常 系数 yi 彼此 有 关 : 
Ys = Yi (121.4) 
= 0, 代入 ,最 后 可 写 : 
aU : 
到 = gg i (121. 5) 


这 就 是 所 求 的 运动 方程 组 . 我 们 看 到 :在 所 考虑 近似 下 , 耗 散 过 程 的 存在 导致 附 
加 摩擦 力 以 运动 速度 的 线性 函数 出 现 . 由 于 关系 式 (121.4) ,摩擦 力 可 写成 如 下 
的 二 次 函数 对 相应 速度 的 导数 : 


= 7 Q， Qi (121.6) 
这 个 函数 称 为 耗 散 函数 . 于 是 
aU af 
P，= - -一 -一 一. 
jr (121.7) 
引入 拉 格 朗 日 函数 过 = 天 - 忆 , 可 以 把 这 些 运动 方程 写成 形式 
d aL oL of 


一 =， (121.8) 
dt a0, a0, 30, 
它们 与 通常 形式 的 拉 格 朗 日 方程 式 不 同 之 处 在 于 右边 出 现 耗 散 阴 数 的 导数 . 
摩擦 的 存在 使 得 运动 物体 的 总 机 械 能 (K+ U) 减 少 . 根据 $120 的 普遍 结 
果 , 能 量 衰 减 率 决定 于 耗 散 函数 . 由 于 本 节 所 用 记号 与 $ 120 有 所 不 同 , 我 们 再 
重新 证 明 一 下 . 我 们 有 : 


d K 
K+0) = (p+ Rb > Ql + 
B12. 7) 代 入 ,并 注意 到 耗 散 函 数 是 二 os ee 
(K+ U) =- A ey -2f, (121.9) 
这 正 是 我 们 所 预期 的 . 


最 后 我 们 指出 :在 有 外 磁场 存在 的 情形 下 ,运动 方程 仍旧 有 (121. 5 ) 的 形 
式 , 区 别 只 在 于 (121.4) 应 改写 为 
ya(H) = yi( -~ H). 
但 是 正 是 由 于 这 个 缘故 ,不 存在 任何 耗 散 函 数 可 以 用 它 的 导数 来 定义 摩擦 力 ; 
运动 方程 也 就 不 能 写成 (121.7) 的 形式 . 
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$122 涨 落 的 谱 分 解 
我 们 用 通常 的 传 里 叶 展 开 公式 引入 涨 落 量 x(1) 的 谱 分 解 : 


二 [x#C ed, (122. 1 ) 
反之 
(5) = | ze 52 (122. 2) 


应 该 注意 :积分 (122. 1) 实 际 上 是 发 散 的 ,因为 当 |: | 一 加 时 ,x(t) 并 不 趋 于 零 . 
但 是 这 种 情况 对 于 进一步 的 形式 演算 并 不 重要 ,因为 演算 的 目的 在 于 计算 肯定 
有 限 的 均 方 值 %. 

把 (122.2) 代 入 关联 函数 的 定义 (118. 1) 中 ,我 们 得 到 





PE dy = AEE Y, = 和 全 ts (122;3;) 


为 使 等 式 右 边 的 积分 只 是 差 ; -4: 的 函数 ,被 积 式 应 该 含 w+w' 的 5 函数 , 即 应 
该 为 

(x%) = 2n(x ) S(w + w'). (122.4) 
这 个 关系 式 应 该 看 成 是 在 这 里 用 符号 (x )。 来 表示 的 这 个 量 的 定义 . 虽然 量 *。 
是 复数 ,但 是 (x ), 显然 是 实数 . 实际 上 ,表达 式 (122.4) 只 是 在 w' = -w 时 才 
不 等 于 零 ,而 且 关 于 w 和 w' 互 换 是 对 称 的 ,因此 (x ), = (x ) .,; 而 w 变 号 等 价 
于 取 复 共 辊 . 

把 (122.4) 代 入 (122.3) ,并 通过 对 dw 积分 消去 8 函数 ,得 


wt) = | 全 中 (122. 5) 
特别 是 ,p(0) 就 是 涨 落 量 的 均 方 值 : 
6 = 上 23). 吃 | (122. 6) 


我 们 看 到 , 均 方 涨 落 的 谱 密 度 恰好 就 等 于 (x )。( 或 者 2(z* )。, 如 果 积分 只 对 正 
频率 求 ). 根据 (122.5) ,这 个 量 就 是 关联 函数 的 傅 里 叶 分 量 . 反 过 来 ， 


(3 = [ p(t) edr. (122.7) 


在 写 出 公式 中 ,假设 x(1) 是 经 典 的 . 对 于 量子 力学 量 ,展开 式 (122. 1)， 
(122.2) 应 该 考虑 为 含 时 算 符 #(#) ,而 谱 密度 (x )。 的 定义 应 由 (122.4) 改 写成 


四 ”我们 按照 C. M. PmTos 引入 了 涨 落 谱 分 解 方法 . 
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(让 让 + Et,) = 2m(z2) .8(w + w'). (122. 8) 


对 于 单个 量 准 定 态 涨 落 的 关联 函数 ,在 $118 中 已 得 到 表达 式 (118. 8). 用 

初等 积分 可 以 得 出 其 谱 分 解 的 如 下 结果 : 
2 | 2A 
(x ry (122.9) 

根据 准 定 态 涨 落 所 作 近 似 的 物理 含义 ,该 表达 式 所 适用 的 频率 ,与 非 完 全 平衡 
态 建 立时 间 的 倒数 相 比 应 小 很 多 . 

凭借 $118 末尾 引 人 的 随机 力 y(1) , 涨 落 量 x 的 时 间 依 赖 关 系 可 由 方程 
x = -~-Axz+y 描 述 . 把 它 用 e”“ 相 乘 并 对 di 从 - wm 积 到 +m (对 xze” 项 作 分 部 积 
分 了 ) ,我 们 得 到 (A -iw)x,=y,. 由 此 显然 应 该 令 


(二 (人 FA (x ), = ~ (122. 10) 


当然 ,这 个 式 子 也 能 从 (118. 10) 直 接 得 到 . 在 (118. 10) 中 存在 5 函数 8(1) 相 应 
于 在 (122. 10) 中 (和 六)。 与 w 无 关 . 
所 写 的 这 些 公 式 可 以 直接 推广 到 几 个 热力 学 量 x, ,x,,… 的 同时 涨 落 . 相应 
的 关联 函数 pox(b) 已 在 $119 中 定义 .它们 的 谱 分 解 分 量 取决 于 
Cn {pated i [x(x.(0)) ed, (122. 11) 
代替 (122. 4) ,现在 我 们 有 : 
Cw = Bln +0 ) (122; 12) 
(在 记号 (x,x;)。 中 ,因子 的 次 序 很 重要 ). 
时 间 变 号 等 价 于 在 谱 分 解 中 替换 w 一 -w, 而 这 又 对 应 于 取 (x,x)。 的 复 共 
二 ， 所 以 等 式 (119.2)gi(!) =pi( -由 表明 





Cn, mw Cnn) r= Cue) CH22.13) 
由 等 式 (119.3) 或 (119.4) 表 示 的 涨 落 时 间 反 演 对 称 性 ,用 谱 分 解 写 出 ,为 
(Wi (122. 14) 


式 中 + 号 或 -号 分 别 相 应 于 x, 和 x, 时 间 反 演 行 为 相同 或 不 同 的 情形 ;因此 ,在 
第 一 种 情况 下 , (x,x, ), 是 实 的 ,而 且 关 于 指标 i,k 对 称 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 它 
是 虚 的 且 反 对 称 的 . 

在 8$ 119 中 已 写 过 准 定 态 涨 落 关联 函数 所 服从 的 方程 组 (119. 8). 这 些 方 
程式 用 谱 分 解 很 容易 解 出 . 

由 于 方程 式 (119.8) 只 涉及 时 间 :>0, 我 们 作 “ 单 边 " 的 健 里 叶 变 换 : 把 方 


QD ”这 时 会 x( +% ) 的 项 应 略 去 ;它们 的 出 现 与 前 面 提 到 的 积分 (122. 1) 实 际 上 发 散 的 情况 有 关 . 形式 
上 看 ,这 些 项 在 计算 平均 值 (yy。 时 不 重要 ,因为 在 w' = -w 时 有 限 ,而 与 带 5 函数 的 主 值 项 相 比 可 赂 . 
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程 乘 以 e ”并且 对 di 从 0 积 到 % ,同时 对 e”" pu(i) 作 分 部 积分 ;考虑 到 wu(o ) 
=0, 得 


-pu(0) — iw(%X), = AR(NX)", 
这 里 引入 记号 


(wiw) ee = L pu(t)e™ dt. (E22 1 


值 pg,(0) 取 决 于 “初始 条 件 ”(119.9); 所 以 
或 者 (Au 一 iw8) (xx ) 一 BS, 
(2 二 让 = 6,,， 
式 中 取代 系数 和 ,引入 了 更 方便 (由 于 对 称 性 ) 的 动 理学 系数 ，, = 有 BA (参看 
(120. 13)). 这 个 代数 方程 组 的 解 为 
(xi%1),” = (¢ ~ iwh) hn, 
这 里 的 指数 -1 表示 取 逆 和 矩阵 . 
另 一 方面 , 谱 分 解 (122. 11) 中 我 们 感 兴趣 的 分 量 ,可 通过 “ 单 边 "展开 
(122. 15 ) 的 分 量 表示 为 
Ca mw: (wn Te hm (122. 16) 
这 一 点 很 容易 证 实 , 只 要 把 从 - wm 到 + % 的 积分 表示 成 两 个 积分 (从 -wm 到 0 
和 从 0 到 +% ) 之 和 的 形式 ,对 其 中 第 一 个 积分 作 代 换 :一 -1, 并 用 上 对 称 性 质 
(119.2). 这 样 , 最 后 求 得 
(xi)， = (t - iwB) ,+ (t + iwB) (122. 17) 
由 于 和 矩阵 6 和 B 的 对 称 性 质 , 量 (122. 17) 自 动 地 具有 性 质 (122. 14)%%. 
如 果 像 在 $118 未 尾 对 于 单 涨 落 量 所 做 的 那样 ,在 弛 豫 方 程 中 引入 “随机 
力 ” ,上 述 所 得 结果 也 可 以 表示 为 另外 一 种 形式 . 如 果 随 机 力 通 过 以 热力 学 共和 思 e 
量 写 的 像 (120.5) 或 (120. 13 ) 那 样 的 方程 引入 ,这 时 随机 力 的 关联 性 质 取 特别 
简单 的 形式 . 这 样 ,在 方程 式 (120. 13 ) 中 引进 随机 力 Y; 后 可 写成 
时 让 (122. 18 ) 
当 x,; 变 得 比 自己 的 平均 涨 落 更 大 时 ,可 以 忽略 Y. 完全 类 似 于 在 推导 (122. 10 ) 
中 所 做 的 ,经 过 简单 计算 后 ,我 们 得 到 随机 力 关 联 函 数 的 如 下 谱 分 解 公 式 ; 
人 了 = ys + ty (122. 19) 
与 (122. 10 ) 一 样 ,这 些 量 与 频率 无 关 . 
假如 在 方程 式 (120.5) 中 引进 随机 力 x; 
@ 量 B 的 矩阵 总 是 对 称 的 . 但 是 ,如 果 *; 和 zx 在 时 间 反 演 下 表现 相反 , 则 相应 的 Bu =0. 这 是 因为 


有 是 二 次 型 (111.1) 中 乘积 xixk 的 系数 ,这 个 二 次 型 决定 偏离 平衡 时 粹 的 变化 . 因为 科 在 时 间 反 演 下 不 
变 ,而 乘积 xzk 变 号 ,所 以 炉 不 能 含 这 样 的 项 , 即 应 当 有 Bu =0. 
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Vl = Yad + is (122. 20) 
则 它们 的 关联 函数 有 类 似 的 公式 
Cy = Yi + Yi: (C122.21) 


这 个 公式 无 须 进一步 计算 就 很 清楚 ,只 要 再 次 留意 x, 和 XX, 之 间 的 互 道 对 应 关 
系 ( 参 看 $111 第 二 个 脚注 ). 公式 (122. 19) 和 (122. 21 ) 的 优越 性 就 在 于 其 中 只 
含有 和 矩阵 本 身 的 分 量 ,而 不 含 逆 分 量 ?. 

作为 以 上 所 得 公式 的 应 用 例子 ,我 们 研究 一 维 振子 的 涨 落 ， 即 考虑 可 在 平 
衡 位 置 (Q =0) 上 静止 的 一 个 物体 ,但 是 它 能 够 沿 某 个 宏观 坐标 8 作 小 振动 . 由 
于 涨 落 现象 ,坐标 0 实际 上 偏离 开 Q =0 的 值 . 这 种 偏离 的 均 方 值 直接 取决 于 
物体 在 偏离 时 所 受到 的 准 弹 性 力 的 系数 . 

我 们 写 出 振子 的 势能 形 为 

mws 2 


U=— 
2 <， 


式 中 m 是 它 的 “质量 "( 即 广义 动量 P 与 速度 0 之 间 的 比例 系数 :P = m0 ) ,而 wo 
是 自由 振动 (无 摩擦 时 ) 的 频率 、 于 是 均 方 涨 落 ( 参 看 §112 习题 7) 等 于 
dn (122. 22) 
mo 


我 们 将 对 于 振子 振动 伴 有 摩擦 的 普遍 情况 推导 坐标 涨 落 的 谱 分 解 . 
有 摩擦 的 振子 运动 方程 为 





， (122. 23 ) 
(122. 24 ) 
式 中 -y 上 = -yO 是 摩擦 力 ， 在 §121 节 中 已 经 解释 过 ,如 果 把 8 和 PP 看 成 变 


量 x 和 各, 那么 相应 的 X, 和 XX 为 全 o30 和 -7 . 这 时 方程 式 (122. 23)， 
(122. 24) 起 着 关系 式 ,= -yaX 的 作用 ,因此 


Yu =0, yz =-Yx =-T, 7» = YT. 
为 了 把 这 些 方程 用 于 涨 落 ,我们 把 (122. 24 ) 改 写成 
P=-mw0 -P+y, (122. 25) 


在 方程 的 右边 引入 了 随机 力 y. 而 方程 式 (122. 23 ) 是 动量 的 定义 ,应 该 保持 不 


@ 表达 式 (122. 19) 和 (122. 21) 与 频率 无 关 , 表 明 相 关联 数 (Y(t1)Y,(0)) 和 《y(t)y(0)) 本 身 含 
有 时 间 的 8 函数 ,如 同 单 涨 落 晤 的 公式 (122. 10) 一 样 . 这 样 
(y(t)y(0)) = (yx + yu)d(t). (122. 21a) 
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变 . 根据 公式 (122. 21 ) ,我 们 直接 得 到 随机 力 涨 落 的 谱 密度 


(六 )，= 2y,, = 2yT. (122. 26) 
最 后 ,为 了 获得 待 求 的 (@”), ,我 们 把 P=m0 代 入 (122.25) ,把 它 写 成 
m0O+y0Q0+mo0 = 小 (122.27) 
把 这 个 方程 乘 以 e” 并 对 时 间 积 分 ,我 们 求 出 
ts iwYy + mw ) 0, = 了 ， 
由 此 最 后 得 
(要 2 er 2 a (122. 28 ) 
m(w 一 wo) ”+wy 
$123 广义 响应 率 


对 于 任意 涨 落 的 谱 分 布 ,不 可 能 得 到 一 个 类 似 于 准 定 态 涨 落 的 (122.9) 型 的 
普遍 公式 . 然而 在 许多 情况 下 ,表明 有 可 能 把 涨 落 的 性 质 与 表征 某 些 外 来 作用 下 
物体 性 质 的 量 联系 起 来 . 这 里 所 说 的 涨 落 既 可 以 指 经 典 量 ,也 可 以 指 量子 量 . 

这 种 类 型 的 物理 量具 有 这 样 的 性 质 , 即 其 中 的 每 一 个 量 都 存在 一 个 外 部 作 
用 , 它 由 出 现在 物体 哈密 顿 算 符 中 的 如 下 微 扰 算 符 描述 : 

V = - %/(1), 直人 < 
式 中 是 给 定 物理 量 的 算 符 , 而 微 扰 的 “广义 力 "f 是 给 定 的 时 间 葡 数 . 

在 有 这 样 的 微 扰 存 在 时 ,量子 力学 平均 值 不 等 于 零 ( 而 在 无 微 扰 平衡 态 ,x 
=0) ,并 且 可 以 表示 为 af 的 形式 ,其 中 & 是 一 个 线性 积分 算 符 , 它 对 吧 数 (4) 
的 作用 由 下 式 给 出 物体 : 


二 | ean =, (123. 2) 


式 中 a(r) 是 一 个 依赖 于 物体 性 质 的 时 间 函 数 . 时 刻 i 的 值 x* 显然 只 依赖 于 力 f 
在 以 前 (而 不 是 以 后 ) 诸 时 刻 的 值 ;表达 式 (123.2) 满 足 这 个 要 求 . 量 x*(1) 称 为 
系统 对 外 微 扰 的 响应 . 
任何 与 时 间 有 关 的 微 扰 都 可 以 用 傅 里 叶 展 开化 成 一 套 单 色 分 量 ,各 分 量 对 
时 间 的 依赖 为 e “. 把 形 为 上 e “和 zx,e “的 f 和 x 代入 (123.2), 可 得 力 和 响 
应 的 健 里 叶 分 量 之 间 的 关系 : 
x, = a(w)f,, (123. 3) 
式 中 函数 a(w) 定 义 为 


a(w) = | ee (123.4) 
如 果 给 出 a(w) ,那么 物体 在 该 微 扰 影响 下 的 行为 就 完全 确定 了 . 我 们 把 a(w) 
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称 为 广义 响应 率 !. 它 在 下 述 理论 中 起 着 重要 的 作用 ,我 们 将 会 看 到 , 它 可 以 用 
来 表示 x 这 个 量 的 涨 落 . 
盟 数 a(w) 一 般 是 复 的 . 其 实 部 和 虚 部 记 为 a' 和 a”: 
a(w) =a(w) +ia"(ow). (123,5) 
由 定义 (123.4) 直 接 可 以 看 出 : 
a(-w) =a (w). (123.6) 
分 解 成 实 部 和 虚 部 ,得 
a(-0) =a{(w), a(-w) =-a"(w), (123.7) 
即 a'(w) 是 频率 的 偶 函 数 , 而 ww"(wo) 是 频率 的 奇 函数 . 函数 a"(w) 在 w=0 处 反 
号 并 过 零 值 ( 有 时 是 无 穷 大 ). 
必须 强调 指出 :(123.6) 的 性 质 仅仅 表示 这 一 事实 :对 于 任何 实数 力 f 来 讲 ， 
响应 x 也 必定 是 实 的 . 如 果 函 数 /(1) 是 纯 单 色 的 而 且 以 实数 表达 式 给 出 


并 Fhe™ + , (123. 8) 
那么 把 算 符 & 作用 到 这 两 项 的 每 一 项 上 ,有 : 
站 二 3[a(w) fe™ ny ee (123.9) 


这 个 式 子 为 实数 的 条 件 就 是 (123. 6). 

在 w 一 % 的 极限 下 ,函数 w(w) 趋 于 一 个 有 限 的 实 极限 a,. 为 了 明确 起 见 ， 
下 面 假定 这 个 极限 为 零 ; 对 于 不 等 于 零 的 极限 a ,只 需 对 下 面 所 得 某 些 式 子 稍 
作 一 些 明 显 修 改 . 

物体 在 “力作 用 下 其 状态 的 变化 伴随 着 能 量 的 吸收 ( 耗 散 ) ;这 个 能 量 的 
来 源 是 外 部 作用 ,而 能 量 被 物体 吸收 以 后 转变 成 物体 内 部 的 热 . 这 种 耗 散 也 可 
以 用 a 这 个 量 来 表示 . 为 此 ,我 们 利用 等 式 


根据 该 式 ,物体 平均 能 量 对 时 间 的 导数 等 于 物体 哈密 顿 算 符 对 时 间 侦 导数 的 平 


均值 (参看 $ 11). 因为 在 哈密 顿 算 符 中 只 有 微 扰 少 显 含 时 间 ,所 以 有 
dE __ dy 

dit dt 
这 个 关系 式 在 应 用 这 里 所 述 的 理论 时 十 分 重要 . 如 果 一 个 具体 过 程 中 能 量变 化 


(23..103 


Q@ 举例 来 说 , /可 以 是 外 电场 ,而 x 是 物体 的 电 偶 极 矩 . 这 时 a 是 物体 的 电极 化 率 . 
这 样 定义 的 a(w) 比 有 时 也 用 的 广义 阻抗 Z(w) = -cj 更 为 方便 , 它 是 关系 式 /。 a 
中 的 系数 . 
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的 表达 式 已 知 ,那么 将 之 同 (123. 10 ) 比较 ,可 以 确定 对 于 所 考虑 的 变量 什么 
量 起 着 “ 力 "f 的 作用 . 

将 (123.8) 和 (123.9) 的 f 和 % 代 入 (123.10), 并 对 时 间 求 平均 ,可 以 得 到 
系统 在 单 色 微 扰 下 单位 时 间 内 耗 散 的 平均 能 量 0. 含 e*“ 的 各 项 平均 后 为 零 ， 
我 们 求 出 9 


= Pa -oa) fl’ = Salfl’. C123: 这】 


由 此 我 们 看 到 :决定 能 量 耗 散 的 是 响应 率 的 虚 部 . 因为 所 有 的 实际 过 程 总 
伴 有 一 定 的 能 量 吸 收 (Q >0) ,所 以 我 们 得 出 一 个 重要 结论 :对 于 变量 w 的 所 有 
正 值 ,函数 a" 有 非 零 正 值 . 

利用 复 变 函数 论 的 数学 手段 有 可 能 获得 函数 w(w) 的 一 些 非常 普遍 的 关系 
式 . 我 们 把 w 看 成 复 变 量 (w =w' +iw") ,研究 盟 数 wa(w) 在 上 半 w 平面 的 性 质 . 
考虑 到 a(t) 对 于 一 切 正 上 都 是 有 限 的 ,根据 定义 (123.4) 可 以 得 出 结论 :ak(o) 
在 整个 上 半 平 面 是 一 个 单 值 函 数 ,并 且 处 处 不 发 散 , 也 就 是 说 没有 奇 点 . 实际 
上 ,(123.4) 中 的 被 积 式 在 w" >0 时 含有 指数 衰减 因子 e” ,而 函数 a(t) 在 整 
个 积分 区 域内 又 是 有 限 的 ,所 以 积分 收敛 . 函数 a(w) 在 实 轴 (w”=0) 也 没有 奇 
点 ,只 有 在 原点 有 可 能 . 函数 a(w) 在 上 半 平 面 内 不 存在 奇 点 ,从 物理 观点 来 看 ， 
这 是 因果 性 原理 的 结果 ,指出 这 一 点 很 有 用 . 基于 这 个 原理 (123.2) 中 的 积分 只 
遍及 给 定时 刻 上 以 前 的 时 间 ,由 之 而 来 ,(123.4) 中 的 积分 范围 是 从 0 到 om (而 
不 是 从 -m 到 +o ). 

根据 定义 (123.4) ,显然 还 有 关系 式 

a(-w )=a (w). 12%: 12:) 
这 是 对 实 w 的 关系 式 (123.6) 的 推广 . 特别 是 对 于 纯 虚 的 w, 我 们 有 

a(iw’) = a (iw"), 
即 函 数 a(w) 在 上 半 虚 轴 是 实 的 @. 

我 们 来 证 明 下 述 定理 :函数 a(w) 在 虚 轴 以 外 的 上 半 平 面 上 任何 有 限 点 处 

都 不 取 实 值 ; 在 虚 轴 上 ,a(w) 从 在 w=i0 处 的 一 个 正 值 a。>0 单调 地 下 降 到 在 
w =iw 处 的 0. 由 此 也 特别 得 出 结论 :ae(w) 在 上 半 平 面 没有 零点 . 
为 了 证 明 这 一 点 外 ,我 们 利用 复 变 函数 论 中 的 一 个 著名 定理 . 根据 这 个 定 
人 ”如果 所 说 的 不 是 纯 单 色 函 数 f(4) ,而 是 在 有 限时 间 和 间隔 内 作用 的 扰动 ( 当 |:|w 时 /0) , 则 在 
RO RO 
[en=-[. iwal( w) [省 时 到 = [ 2wa"(w) | 泡 上 到. 


@@ 在 下 半 平 面 ,定义 (123.4) 不 适用 ， 知名 源 煌 因此 在 下 半 平 面 内 , 郴 数 a(w) 只 能 作为 上 半 
平面 表达 式 (123.4) 的 解析 延 拓 来 定义 , 在 这 个 区 域内 ,一般 来 讲 , 函 数 a(w) 有 奇 点 包括 分 支点 ,为 了 单 
值 定 义 函数 ,可 能 要 沿 下 半 轴 作 割 线 . 这 时 等 式 (123. 12) 只 表明 al(w) 在 割 线 两 岸 的 值 为 复 共 思 . 

国 以 下 所 述 的 证 明 由 迈 依 曼 (H. H. MefwaB ) 给 出 . 
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理 , 沿 一 封闭 围 道 C 所 作 的 积分 

1 fda(w) dw 

2Tijc dw a(w) -a 
等 于 函数 a(w) -a 在 围 道 所 包围 的 区 域内 的 零点 数目 与 极点 数 之 差 . 设 a 为 
实数 ,并 取 C 为 由 实 轴 和 上 半 平 面 中 的 无 穷 大 半圆 所 构成 的 围 道 (图 53). 首先 
我 们 假设 ae 是 有 限 值 . 因为 在 上 半 和 平面 内 ,图 数 ac(o) 没 有 极点 ,因而 a(w) -a 
也 没有 极点 ,所 以 上 述 积 分 给 出 的 就 是 差 a(w) -a 的 零点 数 , 亦 即 a(w) 取 实 
值 a 的 点 数 . 








L123..13,) 





为 了 计算 积分 ,我们 把 它 写成 形式 
1 da 


一 -一 一 


2Tic' a - a” 





这 时 积分 沿 复 变量 w 平面 中 的 围 道 C" , 围 道 C" 是 w 平面 中 围 道 C 的 映像 . 整个 
无 限 大 半圆 映像 到 a =0 这 一 点 ,而 坐标 原点 (w =0) 上 映像 到 另 一 实数 点 ao. w 
的 正 、 负 两 半 实 轴 映 像 到 a 平面 中 非常 复杂 的 (一 般 是 自 交 的 ) 两 条 曲线 ,分 别 
整 条 落 在 上 、 下 两 半 平 面 内 . 重要 的 是 :这 两 条 曲线 除了 在 a=0 和 a=ao 两 点 
以 外 不 与 横 坐 标 轴 在 任何 一 点 相交 ,因为 在 w 为 任何 有 限 实 值 (w =0 除外 ) 时 ， 
a 都 不 取 实 值 . 由 于 围 道 C" 具 有 这 种 性 质 ,如 果 oa 点 是 位 于 0 和 ae 之 间 ( 如 图 
53 所 示 ) ,那么 当 复数 a -a 沿 着 围 道 C' 环 绕 一 周 时 其 辐 角 的 总 改变 等 于 27; 
如 果 a 位 于 该 区 间 以 外 ,那么 总 改变 等 于 0, 与 围 道 的 自 相 交 次 数 无 关 . 因此 
(123. 13) 式 在 0<a<a 时 等 于 1, 在 a 的 其 它 任何 值 下 则 等 于 0. 

于 是 我 们 得 出 结论 :在 w 的 上 半 平 面 ,对 于 位 于 上 述 区 间 内 的 任何 实数 值 
aa(w) 只 取 一 次 (而 对 区 间 以 外 的 任何 实数 值 ,a(w) 一 次 也 不 取 ). 由 此 我 们 
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首先 可 以 推断 :在 函数 a(w) 为 实数 的 虚 轴 上 , 它 不 能 具有 极 大 值 ,也 不 能 有 极 
小 值 ,否则 它 就 会 至 少 两 次 取 某 些 值 . 因此 在 虚 轴 上 函数 a(w) 单 调 地 变化 ,对 
于 从 a。 到 0 的 所 有 实数 值 , 只 在 虚 轴 上 取 而 不 在 任何 别处 ,并且 只 取 一 次 . 
如 果 ao=m( 即 a(w) 在 w=0 有 极点 ), 那 么 上 述 的 证 明 只 需 改 动 如 下 : 
(在 平面 内 ) 围 道 沿 实 轴 部 分 应 走 原 点 上 方 的 一 个 无 穷 小 半圆 绕 开 原 点 . 这 时 
图 53 中 的 围 道 C' 的 改变 ,可 以 设想 成 把 ao 移 到 无 穷 远 去 的 结果 . 这 种 情形 下 ， 
在 虚 轴 上 函数 a(w) 单 调 地 从 + om 减 小 到 有 零 . 
现在 我 们 来 推导 函数 a( wo) 的 实 部 和 虚 部 的 
一 个 关系 式 . 为 此 ,我 们 选取 任意 正 实 值 w = wo， C © 


然后 沿 图 54 中 所 示 的 围 道 积 


沿 整 个 实 轴 走 , 而 从 点 w =w。>0( 可 能 还 有 点 -as 人 
w =0, 如 果 它 是 函数 a(w) 的 极点 ) 的 上 方 绕 开 . 
这 个 围 道 由 一 个 无 穷 大 的 半圆 来 闭合 . 在 无 穷 远 


处 ， 








pa 分 收 钱 : 


[ ee dw; 


(一 Wo 


a(ww) 在 上 半 平 面 内 没有 奇 点 ,而 w=wo 这 一 点 已 被 排除 在 积分 区 域 以 外 ,因此 
只 分 等 于 零 . 


洗 元 过 运 半 国 的 积分 机 也 于 于 党 点 wo 由 一 个 无 穷 小 半圆 (半径 p 一 0 ) 
绕 开 . 积分 回路 方向 沿 顺 时 针 , 因 此 对 积分 的 贡献 等 于 -ima( wo). 如 果 as 有 
限 ,不必 绕 开 原点 ,因此 沿 整个 实 轴 的 积分 为 : 


OR Qo ~ Qo 、 I 
im{| 一 + 后 二 do}- iTra( wo) = 0. 
第 一 项 是 从 -om 到 +o 的 积分 主 值 . 用 通常 记号 表示 主 值 , 于 是 有 : 
iTa( wo ) = P| .二 dw. (123. 14) 
Wo 


在 这 里 积分 变量 w 只 取 实 数值 . 改 用 字母 来 取代 ww, 而 用 w 取代 给 定 的 实数 
值 wm; 并且 实 变量 w 的 函数 a(w) 也 写成 a =a' +ia" 的 形式 . 取 (123. 14) 的 实 
EE 


wn = = -P| | (123. 15) 














a"(w) =- P| oa (6) de (123. 16 ) 
T J-= EE€-w 
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这 两 个 关系 式 ( 称 为 色散 关系 ) 首 先 由 克拉 默 斯 和 克 勒 尼 希 (H. A. Kramers,R. 
L. Kronig,1927 ) 得 出 . 应 当 强调 :在 推导 关系 式 时 所 用 到 的 图 数 a(w) 的 唯一 重 
要 性 质 只 是 上 半 平 面 无 奇 点 到 . 因此 可 以 说 :克拉 默 斯 -= 克勤 尼 希 公式 就 像 函 数 
a(w) 描 述 过 的 性 质 一 样 ,是 因果 性 物理 原理 的 直接 结果 . 
a"( 上 *) 是 奇 函 数 , 利 用 这 一 点 ,我 们 也 可 以 把 (123. 15 ) 改写 成 形式 
or” We of 
SN = "hy = FE 

即 

dd) 2P[ fd (123. 17) 


如 果 函 数 a(w) 在 w=0 点 有 极点 ,而 在 它 附 近 a = 闻 , 那 么 绕 开 极点 的 半 


圆 回路 给 出 附加 的 实数 项 -全 , 它 应 加 到 等 式 (123. 14) 的 左边 . 因此 这 一 项 也 
出 现在 (123. 16) 式 中 : 
a"(w) = - pa 区 eae + 4 ;2 (123. 18) 


但 是 关系 式 (123. 15 ) 或 (123. Wn he 
我 们 也 可 以 推导 出 一 个 关系 式 用 实 轴 上 的 a”(w) 值 来 表示 正 虚 轴 上 的 
a(w) 值 . 为 此 ,我 们 考虑 积分 


| 和 上 

w + ww 

围 道 取 实 轴 和 上 半 平 面 的 无 穷 大 半圆 (w。 为 一 实数 ). 这 个 积分 可 以 用 被 积 式 
在 极点 w = iw 的 留 数 表示 . 另 一 方面 , 沿 无 穷 大 半圆 的 积分 等 于 零 , 因 此 我 们 
求 出 : 


Ek do = iTa( ic ). 
“0w +w 


由 于 被 积 式 是 奇 函 数 ,等 式 左边 积分 实 部 为 零 再 把 符号 wo 改 成 w, 把 w 改 成 
,最 后 得 到 


= 二 ~ fa (6) Ge (123. 19) 


ww +é 
上 式 两 边 对 dw 积分 ,得 
| «liw) do 二 | (0) do. (123. 20) 


四 至 于 wwm 时 a0 的 假设 则 是 无 关 紧 要 的 :假如 极限 a 不 等 于 零 , 那 么 只 需 以 差 a - au 代替 
a, 并 在 公式 (123. 15) ,(123. 16) 中 作 相 应 的 显而易见 的 改动 . 另 见 $ 126 的 习题. 
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现在 我 们 进一步 计算 ,以 便 将 涨 落 量 x 与 上 节 引 进 的 广义 响应 率 相 联系 
设 变量 x 所 属 的 物体 处 于 某 个 确定 的 (第 n 个 ) 定 态 . 平均 值 (122.8) 可 以 
作为 以 下 算 符 的 相应 的 对 角 算 阵 元 来 计算 
el 
(124.1) 
式 中 求 和 遍及 整个 能 谱 ( 由 于 ,是 复 算 符 , 方 括号 中 的 两 项 彼此 不 等 ). 
算 符 3(1) 依 赖 于 时 间 ,这 意味 着 在 计算 其 矩阵 元 时 必须 使 用 含 时 波 函 数 ， 
因此 有 


【和 = | i = 2Txz SB(w， + w), (124.2) 


式 中 x， 是 通常 用 物体 粒子 坐标 表示 的 算 符 * 的 不 含 时 矩阵 元 ,而 w。 = - 和 


是 状态 n 和 状态 m 之 间 婚 迁 的 频率 . 由 此 可 见 





人 


本 (和 证 
=21 [x | [Sw + ww +w) +3(w，+w')5(w， +w)] 


(在 这 里 已 经 考虑 到 ,由 于 x 是 实数 ,x,, =xm). 在 方 括号 中 的 8 函数 的 乘积 显 
然 可 以 改写 成 

S(w，+w)5(w+w )+5(wo ,+w)5(w+w' )，. 
然后 再 与 (122. 8) 相 比较 ,我们 得 到 下 式 

(z)。=T》|xw| [8(@+wom)+awo+wow)].， (124.3) 


关于 这 个 表达 式 的 写法 ,我 们 作 如 下 说 明 . 虽然 宏观 物体 的 能 级 严格 地 讲 
是 分 立 的 ,但 是 它们 相当 稠密 ,以 至 于 实际 上 形成 连续 谱 . 如 果 把 公式 (124. 3 ) 
对 频率 的 小 间隔 ( 仍 含 很 多 能 级 ) 平 均 , 那 么 可 以 不 用 8 函数 把 它 写 出 . 如 果 
T(E) 是 能 量 小 于 E 的 能 级 数 , 则 


2 21 dl d7 
一， 2 ——|, 124.4 
(# ), = | (+ ( ) 


式 中 EE, =E,+iw,E’ = 已 - fw. 
现在 假设 有 一 个 由 以 下 算 符 描述 的 (频率 为 w 的 ) 周 期 微 扰 作用 在 物体 上 : 
二 = -本 (ie + 无 em 芝 (124.5) 


在 这 个 微 扰 的 影响 下 ,系统 (在 单位 时 间 内 ) 发 生 跃 迁 "一 普 的 概率 如 下 式 : 
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mn 一 2 下 
(参看 第 三 卷 542). 这 个 公式 中 的 两 项 分 别 由 (124. 5) 中 的 两 项 产生 . 在 每 次 路 
迁 中 系统 吸收 (或 发 射 ) 一 个 量子 iiw. 和 式 


Q = > whw,, 


给 出 物体 (单位 时 间 内 ) 所 吸收 的 平均 能 量 ; 这 个 能 量 来 源 是 外 部 微 扰 ,物体 吸 
收 后 , 耗 散在 物体 中 . 把 (124.6) 代 入 上 式 ,我们 得 到 


0 sl [x | [8(w + ww ) + SH(w + w,,) Jw,.. 
或 者 ,考虑 到 8 函数 仅 在 其 宗 其 为 零 时 才 不 等 于 零 ， 
0 = 23501f1’ > [zm | [Bw + wn) - (w+w,,)]. (124.7) 
把 (124.7) 与 (123. 11) 相 比较 ,我 们 求 出 
a"(w) = 和 [|x| [swo+ww)-5o+w。。)]. (124.8) 


用 这 种 方法 算出 的 (x )。 和 a" 这 两 个 量 之 间 以 一 个 简单 的 关系 相 联 . 但 
是 ,只 有 在 这 两 个 量 用 物体 的 温度 写 下 以 后 ,这 个 关系 式 才 显现 出 来 . 为 此 ,我 
们 借助 于 吉 布 斯 分 布 求 平均 (参看 $ 118 第 一 个 脚注 ). 对 于 (x )。 我 们 有 
(2 )。= TO p,m | [8(w+ww)+8(o+wm)]， 


式 中 为 简便 起 见 记 





| |*[ SC + Wm) + (0w + w,,) | (124.6) 


= 下 
ps. = exp— 


天, 是 物体 的 能 级 ,F 是 物体 的 自由 能 . 因为 现在 求 和 对 两 个 指标 m 和 n 进行 ,所 
以 可 以 置换 指标 . 去 掉 方 括号 ,并 在 第 二 项 中 置换 m 和 ,得 到 
(x) = mo (后 于) | | (0 + 6,) = 





= mp,(l +ew) |z | Bw + 0) 


或 者 ,由 于 和 式 中 的 5 函数 
CE 和 必 志 | |*8(w + Wn ). 
用 完全 类 似 的 方法 可 得 到 


Qa = 和 二 > 8, |x | “5(w + ww ). 
这 两 个 式 子 相 互 比较 , 求 出 
2 SS 如 hw Xe 1 要 1 
(x?), = hia’coth 3? = 2ha’{5 rr, (124.9) 
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涨 落 量 的 总 均 方 值 由 积分 给 出 : 
= 二 a"(w)coth da (124. 10) 


这 些 重要 的 公式 构成 涨 落 耗 散 定理 ( 简 记 为 FDT) 的 内 容 , 由 Callen 和 Welton 
(H.B. Callen, T. A. Welton, 1951 ) 提出 . 这 些 公式 把 系统 在 外 部 微 扰 作用 下 物 
理 其 的 涨 落 与 耗 散 性 质 联 系 起 来 . 我 们 注意 到 :在 (124.9) 中 括号 内 的 因子 是 在 


温度 7 下 振子 的 平均 能 量 ( 以 iw 为 单位 ) ;了 - 那 一 项 对 应 于 零点 振动 


与 §118 最 后 所 作 的 完全 类 似 , 所 得 到 的 这 些 结果 可 以 表示 成 另 一 种 形式 ， 
只 要 形式 地 设想 量 x 的 自发 涨 落 来 自 某 种 虚拟 随机 力 的 作用 . 在 这 种 情况 下 ， 
写 公式 用 傅 里 叶 分 量 x 和/ ,并 处 理 * 如 经 典 量 ,比较 方便 . 它们 之 间 的 关系 类 
似 于 (123. 3 ) ,为 
%, = a(w)f,, C1 
此 后 ,对 于 均 方 涨 落 有 
(wy ="a(@w)a(w ) (LL, 
或 者 ,按照 定义 (122.4) ,转换 为 涨 落 的 谱 密 度 : 
(RY = wa = a [ul(w) | ),. 
因此 ,由 (124.9) 求 出 随机 力 的 均 方 值 的 谱 密 度 为 
ia’ (ww) 
人 i er 
这 种 处 理 方 法 在 理论 的 具体 应 用 中 有 些 优点 . 
涨 落 耗 散 定理 的 推导 基于 把 外 界 作 用 (124. 5 ) 看 成 小 扰动 ;系统 响应 是 线 
性 的 , 即 % 与 力 f 之 间 线 性 关联 ,这 也 与 作用 很 小 有 关 . 但 是 ,应 该 强调 ,这 不 会 
导致 对 x 这 个 量 平均 涨 落 的 准许 值 本 身 产生 任何 物理 限制 . 只 要 辅助 量 f 足够 
小 ,就 可 以 保证 外 部 作用 很 小 ,而 了 不 在 涨 落 耗 散 定 理 的 最 后 表达 式 中 出 现 . 因 
此 ,对 于 所 考虑 的 物理 量 x 的 类 型 ,它们 (在 热力 学 平衡 的 系统 内 ) 涨 落 的 性 质 ， 
完全 取决 于 系统 对 无 论 多 弱 的 外 来 作用 如 何 响应 的 性 质 . 
在 7T> fiw 的 温度 下 ,coth( fw/27T) =27Vijio ,公式 (124.9) 变 成 


fiw 
coth IT (124. 12) 


(Ys Ta"(w). (124. 13) 


其 中 量子 常数 消失 ,这 相应 于 在 这 些 条 件 下 涨 落 是 经 典 的 . 
如 果 对 于 所 有 主要 的 频率 (那里 a”(w) 明 显 非 零 ) 不 等 式 7>> fiw 都 成 立 ， 
则 在 积分 公式 (124. 10) 中 也 可 以 取经 典 极限 : 
(x ) = 一 | co)dw 
Th 


Ww 


"340、 第 十 二 章 涨 落 


但 是 根据 (123. 17 ) ,这 个 积分 可 以 用 静态 值 a'(0) =a(0) 表 示 , 因 此 2? 
(x:) = Ta(0). (124. 14) 
最 后 ,我们 回 到 以 上 结果 与 准 定 态 涨 落 理论 ( § 118) 的 联系 . 
首先 我 们 注意 到 ,如 果 x 这 个 量具 有 在 $110 中 所 指 的 小 涨 落 ( 即 容许 炉 作 
展开 (110. 3 ) ) , 则 平方 平均 (x 〉 =1/B. 与 (124. 14) 相 比较 表明 ,对 于 这 样 的 
量 ， 
1 
BT 
其 次 , 设 * 属于 具有 准 定 态 涨 落 的 一 类 量 . 假定 物体 受到 静止 力 /的 作用 . 
这 使 得 平衡 态 移 动 到 zx 已 不 再 为 零 而 等 于 %*=a(0)f=f/BT 的 状态 . 于 是 描述 远 
离 平衡 态 系统 弛 和 豫 的 宏观 方程 形式 为 


a(0) = (124. 15) 


a 
= A(x “a (124. 16) 
它 与 方程 (118.5)x = -Ax 的 区 别 在 于 速率 x 不 是 在 x =0 处 变 为 零 ,而 是 在 x 


=f/BT 处 . 

可 以 认为 方程 (124. 16) 在 物体 受到 含 时 的 微 扰 作用 时 仍 适 用 ,只 要 力 f(1) 
变化 的 周期 比 非 完 全 平衡 (对 应 于 给 定 的 x 值 ) 的 建立 时 间 大 得 多 . 如 果 f(t) 是 
频率 为 w 的 时 间 周 期 消 数 , 则 宏观 值 x(#) 也 以 同样 的 频率 变化 . 把 形 为 
(123.8),(123.9) 的 f(i) 和 x(t) 代 入 方程 (124. 16) ,并 从 中 分 出 含 exp( -iwit) 
和 exp(iwt) 的 项 ,得 


a + 


由 此 得 出 


_ 人 
al(w) - (124. 17) 


根据 涨 落 耗 散 定 理 (124.9) ,现在 求 出 


Co 2A Bilh hw (124. 18) 


RE or 27 


@ ”这 个 表达 式 也 能 从 经 典 统计 的 吉 布 斯 分 布 直接 得 到 . 设 x=x(g,z) 是 某 个 经 典 量 . 在 系统 的 能 
量 中 引入 一 项 xY(f 为 常数 ) ,对 于 平均 值守 ,我 们 有 
二 fs(p,9) exp yp 


按照 定义 /0 时 a(0) = dx/df; 对 上 式 取 微 商 , 求 得 


Et 
7 dgdp = F<* 





a(0) = 地 xz exp 


(自由 能 三 也 依赖 于 刻 但 是 ,在 令 F=0, 即 这 =0 之 后 , 含 导数 < 的 一 项 消失 ) 
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这 个 结果 推广 了 适用 于 经 典 量 涨 落 的 公式 (122.9). 表达 式 (124. 8) 与 (122. 9 ) 
差 一 个 因子 


hw icw 
DTcoth on (124. 19) 


它 在 hw < 了 的 经 典 极限 下 变 为 1. 

方程 (124. 16 ) 也 可 以 用 另 一 种 方式 理解 :不 把 它 看 成 (处 于 外 部 作用 下 的 ) 
远离 平衡 系统 的 宏观 运动 方程 ,而 看 成 在 随机 力作 用 下 平衡 闭合 系统 内 x(1) 
这 个 量 的 涨 落 方程 . 在 这 种 解释 下 , 它 对 应 于 方程 (118.9) ,因此 随机 力 的 两 种 


定义 差别 只 在 因子 y - 匣 把 (124. 17) 代 入 (124. 12) ,我 们 求 出 谱 密度 ( 刀 ) .为 


2、 _ 2A fw hw 
(7 )。= B Teoh 5 (124. 20) 


它 与 原来 的 表达 式 (122. 10 ) 相差 一 个 同样 的 因子 (124. 19 ). 
§125 多 个 量 的 涨 落 耗 散 定理 
涨 落 耗 散 定理 可 以 很 容易 地 推广 到 同时 有 多 个 涨 落 量 x; 的 情形 . 
在 这 种 情形 下 广义 响应 率 取决 于 系统 对 如 下 形式 微 扰 的 啊 应 : 
V =-% f(t), (125. 1) 


而 且 它 们 就 是 平均 值 *,(1) 与 广义 力 有 (1) 的 健 里 叶 分 量 之 间 线 性 关系 中 的 系 
数 : 


ti, = ow) fs: (125,2) 
系统 能 量 的 变化 根据 下 式 用 外 部 微 扰 表示 : 
E =-fx,. (C125..3) 


就 像 公式 (123. 10 ) 一 样 ,该 式 通常 用 于 建立 量 x, 和 f 之 间 的 实际 对 应 关系 , 作 
为 理论 的 具体 应 用 . 
涨 落 的 谱 密 度 用 如 下 的 对 称 化 乘积 算 符 的 平均 值 引入 : 


地 (六 ay (125. 4) 


该 式 是 (122. 8) 式 的 推广 . 这 个 平均 值 的 计算 ,完全 类 似 于 (124.3) 的 推导 ,就 是 
计算 矩阵 的 对 角 (nn) 元 ,结果 为 
人 为 
C125..93 
设 周 期 性 微 扰 作 用 于 系统 ,在 该 微 扰 中 


f(t) = (Jie + 乒 e”). (125. 6) 
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系统 对 该 微 扰 的 响应 为 
z(t) = [aa(w)fue™ +a:(w)foe™]. (125.7) 


把 (125.6) ,(125.7) 代 入 (125.3) 并 按 微 扰 的 一 个 周期 求 平均 ,代替 (123. 11)， 
我 们 得 到 耗 散 能 量 的 如 下 表达 式 : 


@ = Ea; -ou) 大 局 (125.8) 
另 一 方面 ,与 推导 (124.7) 相 似 的 计算 给 出 
@ = oD ff si) ms) md + am) - (Ki) mms) mB + mn)], 
与 (125.8) 相 比较 ,我 们 得 到 
a -mi = PL) ) d+ 0) - (0) th) mB + on)]， 


(125.9) 
最 后 ,把 (125.5) 和 (125.9) 按 吉 布 斯 分 布 求 平均 如 上 节 , 我 们 求 出 涨 落 耗 
散 定理 (124.9) 的 如 下 推广 公式 : 


% 片 
(= iho — ai ) coth 3 (125.10) 


与 (124. 11),(124. 12) 式 相似 ,也 可 以 把 (125. 10) 用 虚拟 的 随机 力 来 表 
示 , 随 机 力 的 作用 给 出 的 结果 与 x; 这 些 量 的 自发 涨 落 完全 等 效 . 为 此 ,我 们 写 出 
,pe ( 325, 3 
进而 有 
(ye 
把 (125. 10) 代 人 上 式 ,就 得 到 


(大 ji)。= (an -a )coth 2 TS 


所 得 到 的 这 些 结果 使 我 们 能 够 作出 一 些 有 关 广 义 响应 率 as (ww) 对 称 性 质 
的 结论 (H. B. Callen,M. L. Barrash,J. L. Jackson ,R. F. Green,1952). 首先 ， 
我 们 假设 x, ,x, 这 些 量 在 时 间 反 演 下 不 变 ;那么 它们 对 应 的 算 符 x;,x 是 实 的 . 
此 外 ,我 们 还 认为 物体 不 具有 磁 结 构 ( 参 看 § 128 第 一 个 脚注 ) ,也 不 处 于 外 磁 
场 中 ;那么 其 定 态 波 函数 也 是 实 的 0. 因此 x 的 和 矩阵 元 也 是 实 的 ,而 考虑 到 矩阵 
x 的 厄 米 性 ,我 们 有 x。 =x =xw-. 那么 等 式 (125.9) 的 右边 对 于 指标 i,k 是 对 


D9 相互 作用 粒子 系统 的 精确 能 级 只 可 能 相对 于 系统 的 总 角 动 量 取 向 是 简 并 的 . 假设 物体 包 在 器 壁 
不 动 的 容器 内 ,可 以 消除 简 并 的 这 种 来 源 . 此 后 物体 的 能 级 就 是 非 简 并 的 ,因而 与 此 相应 的 精确 波 函 数 可 
以 选 为 实 的 . 
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称 的 ,因而 左边 对 于 指标 i,k 也 是 对 称 的 . 这 样 ,aax 一 Qi = Qk ~Qws 起 者 Qi + 
ak =au +a ,也 就 是 说 ,我 们 得 出 结论 :a 的 实 部 是 对 称 的 . 
但 是 每 个 wx 的 实 部 (as) 和 虚 部 (ax ) 都 由 线性 积分 关系 即 克 拉 默 斯 - 克 
勒 尼 希 公 式 相 联系 . 所 以 从 ws 的 对 称 性 也 得 出 a 的 对 称 性 ,因而 有 整个 ax 的 
对 称 性 . 因此 ,我们 得 到 最 后 结果 : 
qi,(w) = oa,(w). (125. 13) 
如 果 物 体 处 于 外 磁场 豆 中 ,这 些 关 系 式 的 形式 有 些 变化 . 在 外 磁场 中 系统 
的 波 函 数 不 是 实 的 ,但 具有 人 性质 东 ”( 吾 ) =y( -五 ). 相应 地 对 于 x 的 矩阵 元 ,我 
们 有 
Wl) = = Hs 
并 且 在 交换 指标 i,k 时 ,只 有 同时 也 改变 磁场 吾 的 符号 ,(125.9) 右 边 的 表达 式 
才 不 改变 . 因此 我 们 得 到 关系 式 
ax (H) -a,(H) =ai(-H)-a,(-H). 
根据 由 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 公式 (123. 14) 给 出 的 另 一 个 关系 式 , 可 以 得 出 au = 
iJ (au) , 式 中 了 是 实 线性 算 符 . 把 这 个 等 式 与 厄 米 共 配 等 式 w; = -这 (wa; ) 相 
加 ,得 到 
ai +aus =-i(ai - a) 
(在 式 中 ,所 有 的 a 当然 有 同样 的 五 值 ). 由 此 看 出 ;如果 差 wx -au 具有 某 种 对 
称 性 , 则 和 ax +a 也 同样 具有 ,因而 量 a 本 身 也 同样 . 因此 ， 
ay(wWH) = a(w; - H). (125. 14) 
最 后 ,假设 x 这 些 量 中 有 一 些 在 时 间 反 演 下 变 号 . 这 样 的 量 的 算 符 是 纯 虚 
的 ,因此 x%,, = x = -xx 如 果 x*，,x 两 个 量 都 属于 这 种 类 型 , 则 全 部 推导 和 
(125. 13 ) 的 结果 保持 不 变 . 假如 这 两 个 量 中 有 一 个 在 时 间 反 演 下 变 号 , 则 在 交 
换 指 标 i,k 时 ,等 式 (125.9) 的 右边 变 号 . 相应 地 ,(125. 13 ) 变 为 
ak(w) = 一 ao(w)， (L125.15) 
或 者 ,对 于 磁场 中 的 物体 ,有 
Qau(wH) =-a,(w; - H). (125.16) 
当然 ,所 有 这 些 关 系 式 也 可 以 作为 涨 落 的 时 间 对 称 性 的 结果 而 由 (125. 10) 
式 得 出 . 这 样 ,如果 x, 和 x 这 两 个 量 时 间 反 演 行为 相同 , 则 由 于 所 述 的 对 称 性 
(xi 和 )。 是 实 的 ,并 且 相 对 于 指标 i,k 对称 (参看 $ 122 ). 于 是 公式 (125. 10 ) 的 
右边 对 于 同样 的 指标 也 必须 是 对 称 的 ,我 们 再 次 得 出 结果 (125. 13). 广义 响应 
率 对 称 性 质 的 这 种 推导 与 $ 120 中 动 理学 系数 对 称 性 原理 的 推导 完全 相似 ;下 
面 将 看 到 ,公式 (125. 13 ) 一 (125. 16) 可 以 看 成 这 个 原理 的 推广 ， 
广义 响应 率 与 动 理学 系数 的 联系 可 以 通过 把 涨 落 耗 散 定 理 与 多 变量 准 定 
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态 涨 落 理论 相 比 来 说 明 . 我 们 写 出 这 些 相对 应 的 公式 ,不 再 重复 与 上 节 末 尾 讨 
论 单 变量 情况 相似 的 所 有 内 容 . 
响应 率 的 静态 值 与 炉 的 展开 系数 B, 由 如 下 等 式 相 联系 
Ta,.(0) = Bi. 
因此 系统 在 静态 力 f; 作用 下 对 平衡 状态 的 偏 移 的 决定 量 为 


x = Qa(0)f = Es X, = Bax = 
准 静 态 力 f(t) 作 用 下 非 平 衡 系 统 的 宏观 运动 方程 可 以 表示 成 
"ee fi 
ry 党 Ya(X = 二)， (253,.17) 
它 与 (120.5) 不 同 之 处 在 于 用 X， - 皮 代 赫 了 X,. 


把 形 为 周期 隐 数 (125.6),(125.7) 的 x,(t) 和 f(t) 代 入 (125.17)( 并 且 把 
X; 写成 线性 组 合 & =Buxt 的 形式 ) ,我 们 得 到 


- iwainfon = 一 iuBuanjfo。+ Vinfon ， 
由 于 /的 任意 性 ,由 此 得 出 这 些 系数 之 间 的 关系 式 


1 
- lwan + YaBuam = TYm 9 





或 
Ci = 二 (B -iwy™ ) a. C125. 18} 
这 就 建立 起 所 求 的 au 与 动 理学 系数 yu 之 间 的 联系 - 
按照 定义 ,Bs 相 对 于 自己 的 两 个 指标 是 对 称 的 [ 作为 导数 - 5] .因此 由 


Qa 的 对 称 性 也 就 得 出 y; 的 对 称 性 , 即 通常 的 动 理 学 系数 的 对 称 性 原理 . 
在 方程 (125. 17) 中 把 f 看 成 随机 力 , 把 (125. 18) 代 入 (125. 12) 中 我 们 得 
到 


(fifi), = hoT(y +Yy 4)coth 2 
如 果 像 (122. 20) 那 样 定 义 随 机 力 y, 则 yx =yxsJZT; 对 于 它们 的 谱 分 布 有 
fiw 


fiw 
(yi91)s = (Yu + Yu) 27°°th 7 (125. 19 ) 


这 个 表达 式 与 (122. 21 ) 差 一 同样 的 因子 (124. 19) ,在 经 典 极限 下 它 变 为 1. 
8$126 广义 响应 率 的 算 符 形式 
涨 落 耗 散 定理 也 可 以 倒 过 来 看 ,把 等 式 (124.9) 从 右边 读 到 左边 ,并 且 把 
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(x ) ,以 显 式 写 成 关联 函数 的 傅 里 叶 分 量 : 
ol tanh 2 | oe CRCOY BOR) 4 AD) 到 0 本。 ia6 1 


在 这 种 形式 下 ,该 公式 表明 原则 上 能 够 根据 系统 的 微观 性 质 计算 出 系数 a"(w). 
但 是 其 不 足 之 处 在 于 它 只 能 直接 确定 a(w) 的 虚 部 ,而 不 是 整个 函数 . 可 以 得 到 
没有 这 种 缺点 的 类 似 公式 . 为 此 ,我 们 对 微 扰 系统 直接 计算 量子 力学 平均 值 x 
(用 微 扰 算 符 (124.5) 末 )， 

设 ”是 未 微 扰 系统 的 波 函 数 . 我 们 按照 普遍 的 方法 (参看 第 三 卷 $ 40 ) ， 
求 微 扰 系统 的 一 级 近似 波 郴 数 ， 





Et (126. 2) 
式 中 系数 a 满足 方程 
1 大 二 = We = 一 Te (pe 本 


在 解 这 个 方程 时 应 该 把 微 扰 看 作 是 从 上 = -om 到 上 上 时刻“ 浸 渐 地 "加 进来 (参看 
第 三 卷 $43 ) ;这 意味 着 在 因子 e*“ 中 应 该 作 代 换 w 一 w 干 i0( 式 中 符号 i0 表示 
座 而 6 一 0 + ). 于 是 
区 We (126. 3) 
ww 


一 w..+w-i0 


借助 于 用 这 种 方式 得 到 的 函数 丈 , ,我 们 把 平均 值 * 作 为 算 符 x 相应 的 对 角 
矩阵 元 来 计算 . 在 同样 的 近似 下 ,我 们 有 


z= [ 和 dg = 了 (arrerw + erm) = 


SET 


ww， 一 D -iD w+w+i0 
把 这 个 结果 与 定义 (123.9) 相 比较 ,我 们 求 得 
1 2 1 1 
a(w) i | 二 | | 一 一 一 一 + 一 一 一 一 一 | (126.4) 


OO， 一 w-i0 w+w+i0 
借助 于 公式 


pd (126. 5) 
xX 土 认 区 


(参看 第 三 卷 (43. 10) ) ,可 把 (126. 4) 式 分 为 实 部 和 虚 部 . 当然 ,对 于 ac“ (w) 我 
们 回 到 先前 的 结果 (124. 8). 





@ 这 种 方法 比 使 用 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 关系 式 根 据 a”(w) 来 决定 a'(w) (然后 再 决定 整个 a(w)) 
更 加 直接 . 
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容易 看 出 ,表示 式 (126.4) 是 下 面 晒 数 的 傅 里 叶 变 换 
i (z(t) 2(0) -2(0) 2(t)), 4 > 0， Cs 
0 ， t<0 
(正如 关联 函数 一 样 ,这 里 的 平均 值 当 然 只 依赖 于 两 个 算 符 x(1) 所 取 时 刻 之 
差 . ) 实 际 上 ,如 果 将 函数 (126.6) 作 为 相对 于 未 微 扰 系 统 第 n 个 定 态 的 对 角 甜 
阵 元 来 计算 ,在 :>0 时 ,有 


a(D) = HE ed) a0) ~ xoa(0) zmlt)] = 
= 71 ce em" ) 9 
式 中 已 按 通常 的 规则 
6 Xe 


转 为 不 含 时 的 矩阵 元 . 因为 函数 a(1) 只 是 在 ;>0 时 才 不 等 于 零 , 它 的 傅 里 叶 变 
换 按照 公式 人 





于 iwt 2 1 
La 站 党 一 (126.7) 
来 计算 ,与 (126. 4 ) 一 致 . 
因此 ,最 后 得 出 下 面 结 果 : 
dt Th ez) SOY RY SC (126. 8) 


(R. Kubo,1956). 对 系统 任何 给 定 定 态 求 平均 ,这 个 公式 都 适用 ,因而 在 对 吉 布 
斯 分 布 求 平均 以 后 ,公式 保持 不 变 . 

对 于 影响 多 个 变量 x; 的 微 扰 ,决定 系统 对 微 扰 啊 应 的 广义 响应 率 ai (ww) 
有 完全 类 似 的 公式 : 


oR 到 | eCx.Ct)s(0) AO (126.9) 


习 题 


试 求 wn 一 wm 时 a(w) 的 渐 近 行为 ( 设 a(o ) =0). 
解 : 当 w 一 om 时 ,(126.8) 式 中 小 上 值 很 重要 . 设 x(1) 二 x(0) +tx(0), 我 们 
来 得 
i 二 2 #2)[ te™dt 


四 根据 w 的 符号 以 1+i5sign w) 代 蔡 1, 此 后 再 令 5 一 0 + ,将 积分 路 径 ( 在 :的 复 平面 上 ) 上 偏 或 
下 偏 来 计算 积分 . 
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( 算 符 中 省 略 了 相同 的 宗 量 !=0). 把 (126.7) 对 w 求 微 商 ,计算 积分 并 给 出 
i (1) 
hiw 
如 果 其 中 对 易 子 的 平均 值 不 等 于 0, 该 公式 正确 . 
由 于 是 的 偶 函 数 ,表达 式 (1) 是 实 的 ,因此 是 渐 近 函数 a'(w). 另 一 方面 ， 


wo 一 o 时 ,由 (123.15) 我 们 有 


2 goa"(€) dé 
TW 1 


(这 里 已 考虑 到 ar"( 专 ) 是 奇 函 数 ). 把 这 个 表示 式 与 (1) 式 相 比较 ,我 们 求 出 下 面 
对 于 a"(&) 的 “ 求 和 法 则 ”: 


[ wa'(w) do = (2. (2) 





Qa'(w) 一 一 
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在 普通 分 子 中 ,原子 间 的 强 相 互 作用 使 得 分 子 内 部 的 热 运 动 只 是 原子 在 其 
平衡 位 置 附 近 的 微小 振动 ,这 种 运动 实际 上 不 改变 分 子 的 形状 . 由 许多 原子 组 
成 的 长 链 ( 如 碳 氧 聚合 物 长 链 ) 分 子 的 性 状 具 有 完全 不 同 的 特征 . 分 子 很 长 , 维 
系 分 子 在 平衡 时 的 直线 形状 的 力 又 相对 较 弱 ,这 导致 分 子 弯 曲 涨 落 可 以 很 大 ， 
苏 至 分 子 产生 卷曲 . 分 子 的 长 度 很 大 ,这 使 得 它 可 看 成 特殊 的 宏观 线 型 系统 ,而 
且 , 可 以 用 统计 方法 计算 弯曲 表征 量 的 平均 值 (C. E. Bpecnep, 有 . HH. 
中 peHKemp ,19390). 

我 们 将 考虑 沿 着 自身 的 长 度 具 有 均匀 结构 的 分 子 . 由 于 我 们 只 对 形状 感 兴 
趣 , 因 此 可 以 把 这 种 分 子 当 成 均匀 连续 的 线 . 线 的 形状 取决 于 线 上 每 一 点 指定 
的 曲率 矢量 p ,其 方向 沿 曲线 的 主 法 线 方 向 ,大 小 等 于 曲率 半径 的 倒数 . 

一 般 说 来 ,分 子 在 每 一 点 的 曲率 都 很 小 ,在 这 个 意义 上 分 子 的 弯曲 很 轻微 
(由 于 分 子 很 长 ,这 绝 不 排除 远 陋 的 点 间 的 相对 位 移 还 会 很 大 ). 对 于 矢量 p 的 
很 小 值 ,弯曲 分 子 单位 长 度 的 自由 能 可 以 按 该 矢量 分 量 的 寡 展 开 . 因为 在 平衡 
位 置 (直线 形状 ,各 点 P=0) 自 由 能 最 小 ,所 以 在 展开 式 中 没有 线性 项 ,我 们 得 
到 


F = Fo + Poapp, (127.,.1,) 
式 中 系数 a 的 值 描述 直线 分 子 ( 抗 弯曲 ) 的 性 质 并 且 由 于 假设 分 子 的 均匀 性 ， 
@ ”在 这 里 的 理论 中 ,分 子 被 看 成 孤立 系统 ,不 考虑 它 与 周围 分 子 的 相互 作用 - 在 凝聚 物质 内 ,此 时 


后 者 当然 可 能 对 分 子 的 形状 有 重大 影响 . 虽然 所 得 的 结果 对 于 实际 物质 的 可 适用 性 极其 有 限 , 其 推导 仍 
具有 显著 的 方法 论 上 的 意义 . 
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沿 长 度 为 常数 . 

矢量 p 位 于 (与 给 定点 分 子 线 垂直 的 ) 法 平面 内 ,而 且 在 这 个 平面 内 有 两 个 
独立 的 分 量 . 与 此 相应 ,这 些 常数 ax 的 集合 构成 平面 内 的 二 维 二 秩 对 称 张 量 . 我 
们 引入 张 量 主轴 ,并 用 a, 和 a, 表示 张 量 主 值 (表示 分 子 的 线形 ,就 其 性 质 而 言 
未 必 是 轴 对 称 的 ;因此 a, 和 a, 不 一 定 相 等 ). 结果 (127. 1) 式 取 如 下 形式 


1 
F = Fo + 三 (aipl + oap2)， 


式 中 p, 和 p, 是 疡 在 相应 主轴 方向 的 分 基 . 
最 后 , 沿 整个 分 子 的 长 度 积 分 ,我 们 就 求 出 分 子 由 于 微小 弯曲 而 引起 的 自 
由 能 总 变化 : 


AF. = 本 | (ao pa (127. 2) 


(! 为 沿 着 线 长 度 的 坐标 ). 显然 ,a, 和 a, 这 两 个 量 一 定 是 正 的 . 

设 t, 和 为 线 上 两 点 (a 和 5b) 切线 方向 的 单位 矢量 ,这 两 点 被 长 度 为 1 的 
一 段 线 分 开 . 我 们 用 6= 90(i) 表 示 这 两 条 切线 之 间 的 夹 角 , 即 

tf.*t, = cosb. 

我 们 首先 考虑 弯曲 非常 小 ,以 至 于 即使 对 于 相 隐 很 远 的 两 点 ,9 角 也 很 小 . 
通过 矢量 t, 和 张 量 a 在 a 点 法 面 内 的 两 根 主 轴 , 我 们 作 两 个 平面 . 当 9 值 很 小 
时 ,角度 的 平方 0 可 以 表示 为 

0 =0+ 人 ff, C127 33 
式 中 9, 和 9, 是 矢量 t; 相对 于 矢量 上 在 上 述 这 两 个 平面 内 转 过 的 角度 . 曲率 矢 
量 的 分 量 与 函数 9,(L) 和 9,(L) 的 关系 为 
dp (1) dg (7) 
A = a pa = dl 
并 且 当 分 子 弯曲 时 ,自由 能 的 变化 取 如 下 形式 


AF, = 于 |[e( 吕 ] + aa 最] ]ar (127.4) 








dl 
要 计算 在 特定 的 1 下 有 给 定 值 9,(1) =4 和 9,(1) =9, 时 的 涨 落 概率 ,必须 
考虑 在 给 定 9, 和 9, 下 可 能 的 最 完全 平衡 (参看 $111 第 一 个 脚注 ). 换 而 言 之 ， 
必须 确定 在 给 定 9, 和 9, 下 可 能 的 自由 能 最 小 值 . 形 为 
1 
的 积分 ,函数 9,(1) 在 上 .下限 的 值 已 给 定 (9,(0) =0,9,(1) =0,) ,在 9,(1) 按 线 
性 规律 变化 时 有 极 小 值 . 这 时 ， 


a i a,0; 
21 SF > 
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而 且 涨 落 的 概率 


因此 所 讨论 的 角度 8(1) 的 均 方 值 等 于 
《6 )》 = 17( 二 + 二 ). (C12 $3 


Gr 2Q2 

正如 所 料 ,在 这 种 近似 下 , 它 与 分 子 在 所 考虑 两 点 之 间 那 段 长 度 成 正比 . 

角度 6(1) 很 大 的 弯曲 现在 可 以 处 理 如 下 . 在 线 上 三 点 (a,b,c) 的 切线 方向 
t, ,t,t, 之 间 的 角度 ,彼此 之 间 有 三 角 函 数 关 系 : 

cos0,. = cosbcosb -— sing,,sinO,.cosg, 
式 中 wp 是 平面 (t,t) 和 (5 ,t.) 之 间 的 夹 角 . 对 这 个 式 子 求 平均 ,并 注意 到 在 所 
考虑 的 近似 下 分 子 的 ab 段 和 bc 段 (在 中 间 点 切线 方向 t 给 定时 ) 的 弯曲 涨 落 
是 统计 独立 的 ,我们 得 到 
(cos0,.) = (cosO,,cos0,.) = (cos0,,) (cosO,.) 

( 含 cos 9 项 求 平均 后 通常 消失 ). 

这 个 关系 式 表明 ,平均 值 (cos8(1) 应 该 是 分 子 给 定 两 点 间 片 段 长 度 ! 的 乘 
性 函数 . 另 一 方面 ,根据 (127.5) 式 ,对 于 小 8(1) 值 应 有 


(cos0(1)) = 1 0) = 1 ss 
2 a 

式 中 引入 记号 

2 ] ] 

rg 下 RE 

a 瀛 | 。。 视 。 
满足 这 两 个 要 求 的 函数 是 

(cos0) = exp| 党 1 一 ). (127.6) 
a 


这 就 是 所 求 的 公式 . 值得 注意 , 当 距 离 1 很 大 时 ,平均 值 (cos 9) =0, 这 相当 于 分 
子 上 足够 远 两 段 的 方向 统计 独立 . 

借助 于 公式 (127.6) 很 容易 确定 分 子 两 端 ( 以 直线 度量 的 ) 距 离 R 的 均 方 
值 . 如 果 t(7) 是 分 子 中 任意 一 点 切线 方向 的 单位 矢量 , 则 两 端 之 间 的 径 矢 等 于 


R= [Da 


(L 是 分 子 的 总 长 度 ). 把 这 个 积分 的 平方 写成 重 积分 的 形式 并 求 平均 ,我 们 得 
到 
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(三 》- [ha)  t(1,)dl,dl, = [ [ep(- 工 1 -4 | dudz. 
算出 积分 ,得 到 最 后 的 公式 


二 GE -LT/a 
(R’) =2() (二 -1+。 ). (127.7) 
在 低温 的 情形 下 (LT <a) ,这 个 公式 给 出 
RE i 
(R) = 大 (1 -元 ): (127. 8) 


当 7 一 0 时 , 均 方 值 (R ) 趋 近 于 分 子 总 长 度 的 平方 二 ,这 是 理所当然 的 . 如 果 LT 
之 a (温度 很 高 或 者 长 度 了 很 大 ) , 则 


《R2z》 = 二 (127.9) 


这 时 (R?) 与 分 子 长 度 的 一 次 宕 成 正比 ,因此 当 增加 时 ,比值 ( 生 ? 趋 于 0. 


第 十 三 章 
晶体 的 对 称 性 
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宏观 物体 最 普遍 的 对 称 性 在 于 物体 中 粒子 位 形 的 对 称 性 . 
运动 着 的 原子 和 分 子 在 物体 中 并 不 占据 精确 确定 的 位 置 ,为 了 严格 地 统计 
描述 它们 的 排 布 必须 引入 一 个 密度 函数 p(*,y,z) 来 确定 粒子 在 各 个 位 置 的 概 
率 :pdy 是 单个 粒子 处 于 体积 元 dy 内 的 概率 . 粒子 位 形 的 对 称 性 质 取 决 于 使 函 
数 p(x,y,z) 保 持 不 变 的 坐标 变换 (平移 .转动 ` 反 映 ). 一 个 给 定 物体 的 所 有 这 些 
对 称 变换 的 集合 构成 它 的 对 称 群 . 
如 果 物 体 由 不 同 的 原子 构成 , 则 函数 p 必须 对 每 一 种 原子 单独 确定 . 然 
而 ,这 并 不 重要 ,因为 在 现实 物体 中 所 有 这 些 函 数 实 际 上 都 具有 相同 的 对 称 . 同 
样 地 ,我 们 也 可 以 使 用 由 所 有 原子 在 物体 每 一 点 产生 的 总 电子 密度 所 定义 的 函 
数 p 了 . 
对 称 性 最 高 的 物体 是 各 向 同性 体 , 其 性 质 在 所 有 的 方向 上 相同 ,包括 气体 
和 液体 (以 及 非 晶 态 固体 ). 显然 ,在 这 样 的 物体 中 每 一 个 粒子 在 空间 的 所 有 位 
置 一 定 都 是 等 概率 的 , 即 应 该 有 p = 常数 . 
相反 ,在 各 向 异性 的 固态 晶体 中 密度 函数 绝对 不 可 能 是 常数 .. 在 这 种 情况 
下 它 是 一 个 三 重 周 期 函数 (其 周期 等 于 晶 格 的 周期 ) ,而 且 在 相应 于 晶 格 格 点 的 
诸 点 具有 尖锐 的 极 大 值 . 除了 平移 对 称 以 外 ,一 般 说 来 , 晶 格 ( 即 函 数 p(x,y,z) ) 
还 具有 各 种 旋转 和 反映 对 称 . 可 以 通过 某 种 对 称 变换 相互 重合 的 格 点 , 称 为 等 
DD 运动 的 电子 不 仅 能 产生 平均 电荷 密度 (ep) ,而 且 也 产生 平均 电流 密度 j(x,y,z). 电流 非 零 的 这 


种 物体 也 具有 "” 磁 结构 ”, 而 且 矢 量 函 数 几 x,y,z) 的 对 称 决定 了 这 种 结构 的 对 称 . 这 将 在 本 教程 的 另 一 郑 
中 考虑 (参看 第 八 卷 ). 
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效 格 点 . 

在 着 手 研究 晶 格 的 对 称 性 时 ,首先 应 该 弄 清楚 这 种 对 称 性 可 以 由 哪些 元 未 
组 成 . 

晶 格 对 称 性 的 基础 是 空间 的 周期 性 , 即 沿 一 定 方 向 平行 移动 一 定 距离 (或 
称 平移 ) 时 自身 不 变 的 特性 ;关于 晶 格 的 平移 对 称 我 们 将 在 下 一 节 详 细 讨 论 . 

除了 平移 对 称 性 以 外 ,品格 还 可 以 具有 各 种 转动 和 反映 对 称 ; 相 应 的 对 称 
元 素 ( 对 称 轴 、 对 称 面 ,旋转 反映 轴 ) 也 同样 可 以 出 现在 尺寸 有 限 的 对 称 物体 中 
(参看 本 教程 第 三 卷 $91). 

但 是 除 此 以 外 , 晶 格 还 可 以 具有 一 种 特殊 类 型 的 对 称 元 素 , 它 们 是 位 移 同 
旋转 或 反映 的 组 合 . 首先 我 们 考虑 平移 同 对 称 轴 的 组 合 . 一 个 对 称 轴 同 一 个 垂 
直 于 这 个 轴 的 平移 的 组 合 , 不 产生 任何 新 型 的 对 称 元 素 . 很 容易 看 出 :旋转 一 个 
角度 并 随后 在 与 轴 垂 直 的 方向 平移 ,与 单单 围绕 平行 该 轴 的 另 一 轴 作 同样 角度 
的 旋转 等 效 . 但 是 , 绕 轴 的 旋转 同 沿 同一 轴 的 平移 的 组 合 , 可 导致 一 种 新 型 的 对 


称 元 素 一 一 螺旋 轴 . 如 果 一 个 品格 在 绕 一 根 轴 旋 转 -< 开 的 角度 并 同时 沿 该 轴 平 移 


一 定 距离 d 以 后 同 自 身 重合 ,那么 它 有 n 重 螺旋 轴 . 

如 果 绕 一 n 重 螺旋 轴 作 n 次 旋转 并 同时 平移 ,结果 唱 格 沿 该 轴 方向 移动 一 
个 等 于 nd 的 距离 . 因此 , 当 一 个 晶 格 具有 螺旋 轴 时 , 它 也 一 定 沿 该 轴 方 向 具有 
周期 性 ,上 且 周 期 不 大 于 nd. 这 意思 就 是 : 同 n 重 螺旋 轴 相 联系 的 平移 其 距离 只 能 
是 


d = Fa (PB SS ED 


式 中 a 是 晶 格 在 螺旋 轴 方 向 上 的 最 小 周期 . 例如 ,二 重 螺旋 轴 只 可 能 是 一 种 类 
型 ,其 平移 为 半 周 期 ;三 重 螺旋 轴 则 可 以 具有 1/3 和 2/3 周期 的 平移 ; 余 类 推 . 
类 似 地 ,也 可 以 把 平移 同 对 称 面相 组 合 . 作 一 个 平面 反映 再 沿 垂直 该 面 的 
方向 作 平移 ,这 不 产生 新 的 对 称 元 素 ,因为 很 容易 看 出 ,这 样 一 个 变换 等 价 于 取 
另 一 与 该 面 平行 的 平面 作 单一 反映 . 但 是 ,反映 同 沿 反 映 面 内 某 一 方向 的 平移 
的 组 合 ,可 导致 一 种 新 型 的 对 称 元 素 一 一 称 为 滑 移 面 . 如 果 一 个 晶 格 在 经 一 个 
平面 反映 并 同时 沿 该 面 内 某 方向 平移 一 定 距 离 d 以 后 同 自身 重合 ,那么 它 具 有 
一 个 滑 移 面 . 一 个 滑 移 面 的 二 次 反映 只 不 过 导致 一 个 距离 2d 的 平移 . 因此 唱 格 


所 具备 的 滑 移 面 其 平移 距离 显然 只 能 等 于 d =, 式 中 a 为 晶 格 在 该 平移 方向 
的 最 短 周期 长 度 


四 这 时 ,必须 把 晶 格 想像 为 无 限 的 ,不 考虑 晶体 外 表面 的 存在 . 
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至 于 旋转 反映 轴 , 则 它们 同 平移 的 组 合并 不 产生 新 型 对 称 元 素 . 这 是 因为 ， 
任何 平移 在 这 种 情形 下 都 可 以 分 解 成 两 部 分 :一 部 分 垂直 于 该 轴 , 而 另 一 部 分 
与 之 平行 , 亦 即 垂直 于 反映 面 . 因此 ,旋转 反映 变换 同 平移 的 组 合 , 总 是 等 价 于 
男 取 该 轴 的 某 个 平行 轴 作 同 样 的 单一 变换 . 
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晶 格 的 平移 周期 可 以 用 一 组 矢量 a 表示 ,其 方向 与 平移 方向 相同 而 大 小 
与 平移 长 度 相等 . 品格 具有 无 穷 多 个 不 同 的 平移 周期 .所 有 这 些 周期 并 非 和 披 
此 独立 ,但 总 可 以 选取 不 在 一 个 平面 内 的 三 个 (对 应 于 空间 维 数 ) 作为 基本 周 
期 . 于 是 任何 其 它 周 期 都 能 表示 成 三 个 矢量 的 矢量 和 形式 ,其 中 每 一 个 矢量 都 
是 基本 周期 之 一 的 倍 乘 . 如 果 用 a, ,a, ,a; ,表示 基本 周期 , 则 任意 的 周期 a 具有 
形式 
a = na + na, + nds, (129.1) 
式 中 n,n, ,ns 是 任意 的 正 、 负 整数 或 零 . 
基本 周期 的 选取 绝 不 唯一 ;相反 地 ,可 以 有 无 穷 多 种 方式 选取 . 设 a ,a, ,ai 
为 基本 周期 ;我 们 根据 下 式 再 另外 引入 周期 el ,a; ,as 
dt SS Sa (hk 23 (129.2) 


式 中 ax 是 某 些 整数 . 如 果 新 的 周期 a; 也 是 基本 的 ,那么 特别 是 原来 的 基本 周期 
a,, 也 一 定 可 以 用 a; 表示 为 具有 整数 系数 的 线性 函数 的 形式 ;于 是 任何 其 它 周 
期 也 都 能 用 wa; 表示 . 换 句 话说 ,如 果 由 (129.2) 式 用 a' 表示 a;, 那 么 我 们 一 定 
有 如 下 的 公式 
4a; = DS, Pas 
而 Ba 又 是 整数 . 众所周知 ,行列 式 | Bi | 等 于 行列 式 | a | 的 倒数 . 因为 两 者 都 
是 整数 ,由 此 得 出 结论 :a; 为 基本 周期 的 充 要 条 件 是 
las|=+l. (129. 3) 

我 们 选 一 个 格 点 并 从 它 引 出 三 个 基本 周期 . 由 这 三 者 构成 的 平行 六 面体 称 
为 晶 格 的 原 胞 . 于 是 整个 唱 格 可 以 表示 为 这 样 的 平行 六 面体 规则 堆砌 集合 . 显 
然 , 所 有 的 原 胞 具有 完全 相同 的 性 质 ;它们 具有 完全 相同 的 形状 和 体积 ,并 且 每 
胞 含 排列 相同 的 等 数目 的 每 种 原子 . 

显然 ,在 所 有 原 胞 的 所 有 顶点 上 的 原子 完全 相同 . 换 名 话说 ,所 有 这 些 项 点 
都 是 等 效 格 点 ,并 且 其 中 每 点 都 可 以 经 平移 某 个 唱 格 周期 而 与 任何 其 它 点 重 
合 . 所 有 这 些 通 过 平移 可 以 彼此 重合 的 等 效 格 点 的 集合 形成 晶体 所 谓 的 布 拉 维 
格子 . 显然 , 布 拉 维 格子 并 不 包括 唱 格 的 所 有 格 点 . 不 但 如 此 ,一般 来 讲 , 它 甚至 
不 包括 所 有 的 等 效 格 点 ,因为 在 晶 格 中 还 可 能 存在 只 有 在 变换 涉及 旋转 或 反映 
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时 才 彼 此 重合 的 等 效 格 点 . 

选 定 晶 格 中 的 任 一 格 点 并 作 所 有 可 能 的 平移 ,可 以 构造 一 个 布 拉 维 格子 . 
选择 不 在 第 一 个 布 拉 维 格子 中 的 另 一 格 点 作为 起 始 ,可 得 到 相对 于 第 一 个 有 位 
移 的 另 一 个 布 拉 维 格子 . 因此 很 显然 , 晶 格 一 般 来 讲 是 一 个 套 一 个 的 若干 布 拉 
维 格子 ;每 一 个 对 应 于 特定 的 原子 类 型 和 位 置 ,并 且 所 有 这 些 格子 看 成 是 纯 几 
何 上 的 点 系 时 完全 等 同 . 

现在 我 们 回 到 原 胞 的 问题 上 来 . 由 于 基本 周期 可 以 任意 选择 , 原 胞 的 选择 
也 不 唯一 . 原 胞 可 以 由 任意 一 组 基本 周期 构成 . 这 样 得 到 的 原 胞 当然 具有 不 同 
的 形状 ,但 是 体积 全 都 相同 . 这 一 点 由 如 下 分 析 最 容易 看 出 . 由 上 面 可 知 ,对 于 
可 在 给 定 晶体 中 构造 的 所 有 布 拉 维 格子 ,每 个 原 胞 各 有 某 个 格子 的 一 点 . 因此 
在 给 定 体积 内 的 原 胞 数 总 是 等 于 任何 特定 类 型 和 位 置 的 原子 的 数目 , 亦 即 与 怎 
样 选择 原 胞 无 关 . 因而 ,每 种 原 胞 的 体积 都 等 于 总 体积 除 以 原 胞 数 . 
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现在 我 们 来 研究 所 有 可 能 的 布 拉 维 格子 对 称 类 型 . 
我 们 先 来 证 明 一 个 有 关于 晶 格 旋转 对 称 。“， 
性 的 普遍 定理 . 我 们 来 看 一 下 晶 格 可 能 具有  。 
哪些 对 称 轴 . 设 4( 图 55) 是 布 拉 维 格子 的 一 和 
点 ,有 一 根 对 称 轴 通 过 该 点 (与 图 面 垂直 ). 如 IY 7 
果 8 是 男 一 格 点 ,与 4 相距 一 个 周期 ,那么 一 和 
定 有 另 一 根 同样 对 称 轴 通 过 8. 图 55 
现在 绕 通 过 4 的 轴 旋 转角 度 p=“ 人 <(n 是 轴 的 重 数 ). 于 是 B 点 连同 过 它 的 
轴 移 到 四 ' 位 置 . 类 似 地 , 绕 B 的 旋转 把 4 移 到 4'. 构造 过 程 要 求 4' 和 8' 属 于 同 
一 个 布 拉 维 格子 ,因此 可 以 通过 平移 相互 重合 . 因此 距离 4'8' 也 一 定 是 晶 格 的 


一 个 周期 . 如 果 a 是 在 该 方向 的 基本 周期 ,那么 距离 4'B' 必 然 等 于 ap, 其 中 p 是 
整数 . 由 图 55 看 到 ,这 给 出 方程 式 

Q 十 2asin( 9 一 | = a -2acosgp = ap, 
即 


1 
Co 三 一 二 


2 
因为 | cosp | 1, 所 以 p 可 以 等 于 3,2,1,0. 这 些 值 对 应 于 在 yp = 所 中 取 


n=2,3,4,6. 因此 ,一 个 晶 格 只 可 能 具有 重 数 为 2.3.4 和 6 的 旋转 对 称 轴 . 
现在 我 们 来 讨论 布 拉 维 格子 相对 于 旋转 和 反映 的 对 称 类 型 . 这 些 对 称 类 型 
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称 为 晶 系 . 每 一 个 品系 是 确定 的 一 组 对 称 轴 和 对 称 面 ,也 就 是 一 个 点 群 . 

很 容易 看 出 : 布 拉 维 格子 的 每 一 格 点 都 是 那里 的 对 称 中 心 . 实际 上 , 布 拉 维 
格子 中 的 每 一 个 原子 有 与 之 对 应 的 另 一 原子 ,后 者 同 前 者 及 给 定 的 格 点 共 线 ， 
并 且 这 两 个 原子 与 该 格 点 等 距 . 如 果 对 称 中 心 是 布 拉 维 格子 除 平移 以 外 的 唯一 
对 称 元 素 , 那 么 有 以 下 几 种 情况 : 

1. 三 斜 晶 系 . 这 种 唱 系 在 所 有 晶 系 中 对 称 性 最 低 ,对 应 于 点 群 Ci. 三 斜 布 
拉 维 格子 的 格 点 ,位 于 校长 、 校 角 都 是 任意 的 全 同 平行 六 面体 的 项 点 上 ;这 样 的 
平行 六 面体 如 图 56 所 示 . 布 拉 维 格子 通常 用 专门 的 符号 标记 ,三 斜 晶 系 记 
作 开 . 
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2. 单 斜 晶 系 是 对 称 性 次 低 的 晶 系 . 它 的 对 称 元 素 是 一 个 二 重 轴 和 一 个 与 它 
垂直 的 对 称 面 ,也 就 是 说 这 个 晶 系 是 点 群 C,,. 这 是 底面 任意 的 直 平行 六 面体 的 
对 称 . 这 种 晶 系 的 布 拉 维 格子 可 以 有 两 种 构造 方式 . 第 一 种 情形 称 为 简单 单 斜 
布 拉 维 格子 (T, ) , 格 点 位 于 以 任意 平行 四 边 形 作为 面 ac 而 直 边 为 5 的 平行 六 
面体 的 顶点 上 (图 56). 第 二 种 情形 是 底 心 单 斜 格子 (IT ) , 格 点 不 仅 位 于 平行 六 
面体 的 顶点 ,而 且 还 位 于 平行 六 面体 的 两 个 对 立 和 矩形 面 的 中 心 . 

3. 正 交 晶 系 对 应 于 点 群 D,,. 这 是 楼 长 任意 的 长 方 体 的 对 称 . 属于 正 交易 
系 的 有 四 种 布 拉 维 格子 . 在 简单 正 交 格子 (Tu ) 中 , 格 点 位 于 长 方 体 的 顶点 上 . 在 
底 心 格子 (Ts) 中 , 格 点 还 位 于 每 个 长 方 体 的 一 对 对 立 面 的 中 心 . 在 体 心 格子 
(Ts) 中 , 格 点 位 于 长 方 体 的 顶点 和 中 心 . 最 后 ,在 面 心 格子 (IT ) 中, 格 点 位 于 长 
方 体 的 顶点 及 所 有 的 面 心 . 

4. 四 方 (或 四 角 ) 晶 系 对 应 于 点 群 D,; 这 是 四 方 柱 体 具有 的 对 称 . 这 种 晶 
系 的 布 拉 维 格子 可 以 有 两 种 方式 ; 即 简单 的 和 体 心 的 四 方 布 拉 维 格子 ( 记 作 T， 
和 T") , 格 点 分 别 位 于 四 方 柱 体 的 顶点 ,以 及 位 于 顶点 和 中 心 . 

5. 三 方 ( 或 三 角 ) 晶 系 对 应 于 点 群 D,,; 这 是 菱 面体 所 具有 的 对 称 ( 萎 面体 
是 立方 体 沿 着 它 的 一 根 空间 对 角 线 拉 长 或 压缩 所 形成 的 体 ). 在 这 个 晶 系 中 唯 
一 可 能 的 布 拉 维 格子 (T, ) 中 , 格 点 位 于 菱 面体 的 顶点 . 

6. 六 方 晶 系 对 应 于 点 群 Du; 这 是 正六 角 柱 NL 
体 的 对 称 . 这 种 晶 系 的 布 拉 维 格子 (T, ) 只 能 以 一 sa 
种 方式 实现 , 即 它 的 格 点 位 于 正六 角 柱 体 的 顶点 dW >》 
和 六 角形 底面 的 中 心 . 值得 注意 的 ,六 方 和 三 方 。\、 /A、\、 AN LV 
布 拉 维 格子 之 间 有 下 述 的 区 别 . 在 这 两 种 格子 A A 
中 , 格 点 都 位 于 与 6 重 ( 或 3 重 ) 轴 的 垂 面 中 , 构 NS 
成 等 边 三 角 网 络 . 但 是 在 六 方 格子 中 ,在 ( 沿 着 C。 A Pa 上 
轴 方 向 的 ) 相继 各 平面 中 , 格 点 一 个 在 另 一 个 的 。 AN 7 
下 上方 (这 些 平面 的 示意 图 如 图 57 所 示 ). 至 于 和 
三 方 格子 , 则 每 一 平面 的 格 点 都 在 前 一 平面 的 格 人 
点 所 构成 三 角形 的 中 心 之 上 (如 图 57 中 的 小 图 pe 
和 小 叉 ). 

7. 立方 晶 系 对 应 于 点 群 0, ;这 是 立方 体 的 对 称 . 属于 这 种 晶 系 的 有 三 种 布 
拉 维 格子 : 简 立 方 (T,) 、 体 心 立 方 (T'*) 和 面 心 立方 (TY )， 

在 三 斜 单 斜 . 正 交 、 四 方 .立方 这 个 晶 系 序列 中 ,每 一 晶 系 都 比 它 前 面 的 所 
有 晶 系 具有 更 高 的 对 称 . 换 句 话说 ,后 面 晶 系 包含 前 面 晶 系 出 现 的 所 有 对 称 元 
素 . 在 这 种 意义 下 ,三 方 品系 所 具备 的 对 称 高 于 单 斜 晶 系 ,而 同时 低 于 立方 和 六 
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方 晶 系 ,这 后 二 者 都 包含 三 方 晶 系 的 对 称 元 素 , 即 这 两 种 品系 最 为 对 称 . 
值得 注意 的 还 有 下 述 情况 . 乍 看 起 来 ,除了 上 面 所 列举 
的 14 种 布 拉 维 格子 以 外 ,似乎 还 可 能 有 其 它 类 型 . 例如 对 
于 简单 四 方 格子 ,如 果 在 柱 体 的 上 、 下 正方 底面 中 心 加 上 格 
点 ,那么 这 个 格子 仍 有 原先 的 四 角 对 称 . 但 是 很 容易 看 出 ， 
这 里 并 没有 得 到 新 的 布 拉 维 格子 . 实际 上 ,如 果 图 58 所 示 
的 方式 用 虚线 联结 这 个 格子 的 格 点 ,那么 我 们 看 到 新 格子 
仍 为 简单 四 方 . 很 容易 证 实 , 所 有 其 它 类 似 情 形 也 是 如 此 . 
56 中 所 表示 的 各 布 拉 维 格子 的 平行 六 面体 ,本 身 具 
有 它们 所 属 晶 系 的 全 部 对 称 元 素 . 但 是 必须 注意 :除了 几 种 图 58 
简单 布 拉 维 格子 以 外 ,这 些 平行 六 面体 并 不 是 原 胞 ;构成 这 
些 平行 六 面体 的 周期 不 是 基本 周期 . 对 于 面 心 布 拉 维 格子 ,可 以 选取 从 平行 六 
面体 的 任 一 顶点 到 面 心 的 矢量 作为 基本 周期 ;而 对 于 体 心 格子 可 取 从 平行 六 面 
体 的 顶点 到 体 心 的 矢量 ;诸如 此 类 . 图 59 表示 立方 格子 和 T? 的 原 胞 ;这 两 种 
原 胞 都 是 凌 面 体 ,它们 本 身 并 不 具有 立方 唱 系 的 全 部 对 称 元 素 . 显然 , 面 心 布 拉 
维 六 面体 的 体积 v 是 原 胞 体积 的 四 倍 :w =4z; 体 心平 行 六 面体 和 底 心 六 面体 
的 体积 等 于 原 胞 体积 的 二 倍 :w =2v,v, =2v. 
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完全 确定 一 个 三 斜 布 拉 维 格子 ,必须 指定 六 个 量 : 平 行 六 面体 的 校长 和 校 
角 . 对 于 单 斜 晶 系 ,四 个 量 就 够 了 ,因为 有 两 个 棱角 总 是 直角 ; 余 可 类 推 . 类 似 的 
分 析 容 易 发 现 ,确定 各 种 晶 系 的 布 拉 维 格子 所 必需 的 量 ( 平 行 六 面体 的 棱 长 和 
棱角 ) 的 数目 如 下 : 


单 斜 系 …4 六 方 系 …2 
四 方 系 …2 
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对 于 所 有 可 以 称 为 是 宏观 的 一 系列 现象 来 说 ,晶体 的 行为 就 像 连续 的 均 义 
物质 一 样 . 晶体 的 诸多 宏观 性 质 仅仅 与 晶体 中 的 方向 有 关 . 例如 ,光线 通过 晶体 
的 特性 只 依赖 于 光线 的 方向 ;晶体 的 热膨胀 在 不 同方 向 一 般 来 讲 是 不 同 的 ;最 
后 , 唱 体 在 各 种 外 力 影 响 下 的 弹性 形变 也 依赖 于 方向 . 

另 一 方面 ,晶体 的 对 称 导致 晶体 中 不 同方 向 的 等 价 性 . 晶体 的 所 有 各 种 宏 
观 性 质 , 沿 这 些 方向 完全 一 样 . 因此 ,可 以 说 晶体 的 宏观 性 质 取 决 于 唱 体 中 的 方 
向 对 称 性 . 例如 ,如 果 晶 体 具 有 对 称 中 心 ,那么 晶体 中 的 任何 方向 都 和 它 的 相反 
方 问 等 效 ， 

品格 的 平移 对 称 不 导致 任何 方向 上 的 等 价 性 ,因为 平移 根本 不 改变 方向 . 
由 于 这 个 缘故 ,对 于 方向 对 称 来 说 ,螺旋 轴 和 简单 对 称 轴 之 间或 是 滑 移 面 和 简 
单 对 称 面 之 间 的 差别 无 关 紧 要 . 

因此 ,晶体 的 方向 对 称 ,进而 它 的 宏观 性 质 的 对 称 ,由 它 的 一 组 对 称 轴 和 对 
称 面 来 决定 ,而 且 螺 旋 轴 和 滑 移 面 这 时 应 看 成 是 简单 的 轴 和 面 . 这 样 的 对 称 元 
素 集 称 为 晶 类 . 

我 们 已 经 知道 ,一 个 实际 晶体 可 以 看 成 是 一 组 互 穿 的 等 同 布 拉 维 格子 . 由 
于 布 拉 维 格子 的 套 秋 ,实际 晶体 的 对 称 一 般 不 同 于 相应 的 布 拉 维 格子 的 对 称 . 

特别 是 ,一 个 给 定 晶体 的 晶 类 对 称 元 素 集 ,一 般 不 同 于 其 品系 . 显然 ,新 格 
点 加 到 布 拉 维 格子 上 ,只 可 能 使 得 它 的 某 些 对 称 轴 和 对 称 面 消 失 , 而 不 会 出 现 
新 元 素 . 因此 ,与 唱 类 所 对 应 的 晶 系 相 比 , 即 与 该 晶体 布 拉 维 格子 的 对 称 轴 和 对 
称 面 总 数 相 比 , 唱 类 所 包含 的 对 称 元 素数 目 较 少 (或 至 多 相等 ). 

由 以 上 分 析 可 以 提出 寻求 属于 一 个 给 定 唱 系 的 所 有 唱 类 的 方法 . 为 此 , 必 
须 求 出 由 该 晶 系 的 全 部 或 某 些 对 称 元 素 所 构成 的 全 部 点 群 . 但 是 ,这 样 得 到 的 
点 群 其 对 称 元 素 有 可 能 不 只 属于 一 个 蝎 系 . 例如 ,前 节 中 已 经 看 到 :所 有 的 布 拉 
维 格子 都 具有 对 称 中 心 . 因此 所 有 的 品系 都 包含 点 群 C,. 虽然 如 此 ,不 同 晶 系 的 
晶 类 划分 ,通常 有 唯一 的 物理 方式 . 这 就 是 ,每 个 晶 类 所 划 归 的 品系 ,在 含有 该 
晶 类 的 所 有 品系 之 中 必须 对 称 性 最 低 . 例如 , 晶 类 C; 必须 归 入 只 含 反 演 中 心 而 
无 任何 其 它 对 称 元 素 的 三 斜 唱 系 . 这 种 晶 类 分 法 , 绝 不 会 把 一 个 具有 某 种 布 拉 
维 格子 的 晶体 , 归 人 一 个 可 用 对 称 性 较 低 晶 系 的 布 拉 维 格子 生成 的 品类 中 (只 
有 一 个 例外 , 见 下 )， 

满足 这 个 条 件 的 必要 性 在 物理 上 很 明显 . 实际 上 , 唱 体 中 属于 其 布 拉 维 格 
子 的 原子 按照 比 晶体 对 称 所 要 求 的 更 高 对 称 方式 配置 ,这 在 物理 上 极 不 可 能 . 
何况 这 样 的 位 形 即 使 偶然 出 现 ,那么 任何 外 来 影响 (如 加 热 ) 哪 怕 很 弱 也 足以 把 
它 破坏 ,因为 这 种 位 形 同 晶体 对 称 没有 必然 联系 . 举例 来 说 ,如 果 一 个 晶体 属于 一 
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个 由 四 方 品 系 就 足以 生成 的 唱 类 ,假如 它 具 备 立 方 的 布 拉 维 格子 ,那么 即使 不 很 
大 的 影响 ,也 能 引起 立方 原 胞 的 一 条 校 伸 长 或 缩短 ,而 使 它 变 成 正方 形 棱柱 体 . 

从 这 个 例子 可 以 看 出 起 着 重要 作用 的 一 个 事实 :高 对 称 晶 系 的 布 拉 维 格 
子 , 可 以 通过 微不足道 的 形变 而 变 成 低 对 称 唱 系 的 格子 . 但 是 也 存在 一 个 找 不 
到 这 种 变换 的 例外 :用 任何 的 无 限 小 形变 都 不 能 使 六 方 布 拉 维 格子 变 成 低 对 称 
的 三 方 唱 系 格子 . 由 图 57 可 以 看 出 :要 把 六 方 格子 变 成 三 方 格子 ,每 隔 一 层 的 
格 点 必须 位 移 一 个 有 限 距 离 , 即 从 三 角形 的 顶点 移 到 中 心 . 这 导致 三 方 品系 的 
全 部 唱 类 既 可 以 由 六 方 的 ,也 可 以 由 三 方 的 布 拉 维 格子 来 生成 中 . 

因此 ,要 找 出 所 有 的 晶 类 ,必须 从 寻找 对 称 程度 最 低 的 晶 系 即 三 斜 晶 系 的 
点 群 开 始 ,然后 依次 过 渡 到 较 高 对 称 的 晶 系 , 而 同时 把 已 经 归 人 较 低 对 称 晶 系 
的 点 群 ( 即 晶 类 ) 去掉 . 结果 发 现 总 共 只 有 32 个 晶 类 存在 ;这 些 唱 类 按照 品系 分 
类 列表 如 下 : 


品系 晶 类 

三 斜 C， C， 

单 斜 C 0 CG, 

正 交 Cc, D,, D,, 

四 方 SS 也 ,,， C, Giis GC D, D,, 
三 方 C, S$, C,,, 3 D,, 

六 方 GG D,, 人 ， 和 人 D, 7 全 
立方 7 江 0, O， 


上 述 晶 类 的 每 一 组 中 ,最 后 一 个 是 对 称 性 最 高 的 一 个 ,包含 该 品系 的 全 部 
对 称 元 素 . 如 果 晶 类 的 对 称 同 它 所 在 晶 系 的 对 称 等 同 ,就 称 这 种 晶 类 为 全 面 象 
晶 类 . 如 果 晶 类 所 具备 的 各 种 对 称 变换 (旋转 和 反映 ,并 包括 全 等 变换 在 内 ) 的 
数目 比 全 面 象 晶 类 小 一 因子 二 或 四 ,那么 就 分 别称 它们 为 半 面 象 或 四 分 面 象 唱 
类 . 例如 ,在 立方 晶 系 中 ,0O, 是 全 面 象 晶 类 ,0,T,,7T, 是 半 面 象 品 类 ,而 了 是 四 
分 面 象 晶 类 . 


§132 空间 群 
在 研究 了 布 拉 维 格 子 的 对 称 和 晶体 的 方向 对 称 以 后 ,我 们 可 以 最 终 考虑 唱 
格 全 部 的 真实 对 称 . 这 种 对 称 可 以 称 为 微观 对 称 ,以 区 别 于 在 上 节 中 所 讨论 的 


@ 通常 把 具有 六 方 布 拉 维 格子 而 属于 三 方 晶 类 的 晶体 归 和 三方 晶 系 . 
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晶体 宏观 对 称 . 微观 对 称 将 决定 晶体 的 依赖 于 原子 在 晶 格 中 如 何 配置 的 性 质 
(如 晶体 X 射线 散射 ). 

晶 格 的 (实际 的 ) 对称 元 素 集合 称 为 它 的 空间 群 . 唱 格 总 是 具有 确定 的 平移 
对 称 , 除 此 以 外 , 它 还 可 能 具有 对 称 轴 , 如 简单 轴 和 螺旋 轴 、 旋 转 反 映 轴 以 及 对 
称 面 如 简单 面 和 滑 移 面 . 至 于 品格 的 平移 对 称 , 则 它 完全 由 布 拉 维 格子 决定 , 因 
为 后 者 的 定义 本 身 表明 ,除了 布 拉 维 格子 周期 以 外 , 唱 格 没 有 其 它 平移 周期 . 因 
此 ,要 确定 晶体 的 空间 群 , 只 需 找 出 布 拉 维 格子 ,并 列举 出 与 旋转 和 反映 有 关 的 
对 称 元素 . 当然 ,同时 还 必须 指出 这 些 对 称 面 和 对 称 轴 彼此 间 的 相对 位 置 . 其 
次 ,必须 注意 到 ,品格 的 平移 对 称 意 味 着 :如 果品 格 具 备 一 个 对 称 轴 或 对 称 面 ， 
它 就 会 有 无 穷 多 个 , 且 彼 此 只 差 一 个 等 于 唱 格 周 期 的 平移 . 最 后 ,除了 这 些 相 隔 
唱 格 周期 的 对 称 轴 (或 面 ) 以 外 ,平移 对 称 和 对 称 轴 ( 或 面 ) 的 同时 存在 ,导致 许 
多 新 轴 ( 或 面 ) 的 出 现 , 后 者 不 能 通过 平移 任何 晶 格 周期 而 与 前 者 重合 . 例如 ,对 
称 面 的 存在 不 仅 导致 出 现 与 之 平行 的 彼此 相隔 晶 格 周期 的 对 称 面 ,而 且 还 出 现 
平分 这 些 周期 的 对 称 面 . 实际 上 很 容易 证 实 , 对 某 一 平面 反映 继而 在 垂直 于 该 
平面 的 方向 位 移 距 离 d, 相 当 于 取 与 之 相距 d/2 的 平行 平面 作 直 接 反映 . 

所 有 可 能 的 空间 群 可 按 晶 类 划分 . 具体 地 说 ,如 果 在 空间 群 的 简单 轴 和 螺 
旋 轴 之 间 及 简单 面 和 滑 移 面 之 间 不 予 区 别 ,这 时 一 个 空间 群 与 某 个 晶 类 有 相同 
的 对 称 轴 和 对 称 面 的 集合 ,那么 这 个 空间 群 划 归 该 晶 类 . 总 共 可 能 有 230 个 不 
同 的 空间 群 存在 4. 它们 首先 由 费 多 罗 夫 (了 E. C. Benopos,1895 ) 发 现 . 空间 群 按 
晶 类 的 划分 如 表 1. 


1 
空间 群 数 和 
2 ee. 


Se 





四 其 中 包括 区 别 只 在 于 绕 螺 旋 轴 的 旋转 方向 的 11 对 空间 群 . 
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我 们 不 准备 在 这 里 列 出 全 部 空间 群 的 对 称 元 素 , 那 是 非常 繁琐 的 . 这 可 以 
在 专门 的 晶体 学 参考 书 中 找到 人 

不 含有 螺旋 轴 或 滑 移 面 的 空间 群 , 称 为 点 式 空间 群 ,这 样 的 群 共有 73 个 . 
其 余 的 157 个 空间 群 含 有 上 述 对 称 元 素 . 属于 非 点 式 空间 群 的 晶 格 ,显然 在 一 
个 原 胞 内 至 少 应 该 含有 两 个 同样 的 原子 : 绕 螺 旋 轴 转动 或 在 滑 移 面 内 反映 都 涉 
及 不 足 一 个 基本 周期 的 平移 ,所 以 这 种 变换 不 能 使 布 拉 维 格子 的 格 点 彼此 重 
合 , 因 而 晶 格 必须 至 少 由 两 个 填 以 相同 原子 的 互 穿 布 拉 维 格子 构成 . 
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所 有 表征 晶 格 性 质 的 物理 量 ,都 具有 与 品格 本 身 同 样 的 周期 性 . 例如 ,由 品 
格 中 原子 的 电子 所 产生 的 电荷 密度 ,原子 在 品格 中 处 于 任何 一 点 的 概率 等 都 是 
这 样 的 量 . 设 函 数 U(r) 其 中 之 一 . 其 周期 性 表明 
U(r +na, +na, +na) = U(r), (133.1) 
式 中 m ,mn ,ns 为 任意 整数 ,wa ,a, ,ai 为 唱 格 基本 周期 . 
我 们 把 周期 函数 V(r) 展 开 为 三 重 傅 里 叶 级 数 ,展开 式 可 写成 
= 3 We, (133:2) 


式 中 求 和 遍及 矢量 b 的 一 切 可 能 值 . 表示 为 级 数 形式 (133.2) 的 函数 U 必须 满 
足 周期 性 条 件 (133. 1) ,b 的 可 能 取 值 由 这 一 要 求 决定 . 这 意味 着 :如 果 r 换 成 
r+a(l(a 为 任意 周期 ) ,所 有 的 指数 因子 都 必须 保持 不 变 . 为 此 ,标量 积 a*b 必 
须 永远 是 2 的 整数 倍 . 因此 ,依次 选择 基本 周期 a, ,a; ,as 作为 a, 必 定 有 

a "b= 2np, db = 20pi， mb = Znp3s 
式 中 pi ,p; ,ps 是 正 负 整数 或 零 . 这 三 个 方程 式 的 解 的 形式 为 


b= pb, +p,b, + pb,, (133.3) 
式 中 矢量 b,; 通过 矢量 a; 决定 如 下 : 
b: = a, 江 六 55 = “na, 光 入 涩 4 全 “za Ras Vs Ca 0). 
(133.4) 


这 样 我 们 就 确定 了 矢量 b 的 所 有 可 能 值 . 式 (133.2) 中 的 求 和 遍及 p, ,p; ,ps 的 
一 切 整数 值 . 
大 家 知道 ,乘积 v=a," (a, xa; ) 在 几何 上 表示 由 矢量 al,a,,a;, 所 构成 的 


DD 例如 ,空间 群 的 详尽 描述 可 以 在 下 列 书 中 找到 : jlio6apcxkun I. 有 . Teopusa rpynn H ee 
rpPHMeHeHHR B 中 ksHke (Tlpunoxenne IV). Dusmarrn3, 1958; [International Tables for Crystallography, v. 
A. Space Group Symmetry. -Dordrecht-Boston: D. Reidel Publishing Company, 1983. 后 者 还 对 每 个 空间 群 列 
举 出 全 部 等 效 点 . 
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平行 六 面体 的 体积 , 亦 即 原 胞 的 体积 ;而 乘积 a, x a, 等 代表 这 个 原 胞 的 三 个 面 
的 面积 . 因此 ,矢量 六 具有 长 度 倒数 的 量 纲 ,大 小 等 于 由 矢量 a, ,a,a; 所 构成 
平行 六 面体 的 高 的 倒数 乘 以 2T. 
由 (133.4) 可 以 看 出 :六 和 ai 满足 关系 式 
5 人 部 归 和 
2T， 如 果 1 = 
这 意味 着 矢量 b, 垂直 于 a, 和 a;,b, 和 8 也 类 似 . 
在 确定 了 矢量 b, 以 后 ,可 以 用 b,,b;,b; 作为 基本 周期 来 形式 地 构造 一 个 
格子 . 这 样 构成 的 格子 称 为 倒 格 子 ; 矢 量 b, ,5b,,b, 称 为 倒 格 基 矢 开 . 
我 们 现在 来 计算 倒 格 子 原 胞 的 体积 . 它 等 于 
0 


(133..3) 


把 (133.4) 式 代 人 上 式 , 得 


WE x a,) 2 [ (a; xal) x (a,) x a,)] 
vU 


= Ti x a,) “@] [(a, x ai ) * a,]， 
也 


最 后 得 
(2r) 
Uv 
显然 ,三 斜 布 拉 维 格子 的 倒 格子 原 胞 也 是 一 个 任意 的 平行 六 面体 . 类 似 地 ， 
其 它 晶 系 的 简单 布 拉 维 格子 其 倒 格子 也 是 同一 品系 的 简单 格子 ;例如 , 简 立 方 
布 拉 维 格子 的 倒 格 子 也 具有 简 立 方 原 胞 . 通过 直接 构造 也 很 容易 证 实 : 面 心 布 
拉 维 格子 ( 正 交 、 四 方 立方 ) 的 倒 格子 是 同一 晶 系 的 体 心 格子 ;这 时 布 拉 维 倒 格 
子 的 平行 六 面体 的 体积 v' =8(2m)/v, 式 中 vj 是 布 拉 维 正 格子 平行 六 面体 的 
体积 . 相反 地 , 面 心 倒 格 子 与 体 心 正 格 子 相 对 应 ,并 且 又 有 v=8(2m) /v,. 最 
后 ,对 于 底 心 正 格子 ,其 倒 格 子 也 具有 底 心 的 原 胞 ,并 且 v, =4(2m) /v. 
大 家 知道 , 形 如 下 式 的 方程 





, 
fi 


(133.6) 


br = 常数 
( 式 中 5 为 常 矢量 ) ,描述 一 个 季 直 于 矢量 8 的 平面 , 它 与 原点 的 距离 为 “政和 


择 布 拉 维 格子 的 任何 一 个 格 点 作为 原点 ,并 设 b=pib, +p2b; +pib; 是 倒 格 子 的 
某 一 矢量 (p， »P2 1P3 为 整数 ). 把 r 也 写成 a=na, +n,a, 十 了 303 的 形式 ,可 得 如 
下 平面 方程 式 


QD 在 现代 物理 学 文献 中 采用 的 定义 (133.4) ,与 纯 结晶 学 中 采用 的 定义 相差 一 个 因子 2T， 
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式 中 m 为 给 定常 数 . 如 果 这 个 方程 式 代 表 一 个 有 无 数 个 布 拉 维 格 点 的 平面 ( 通 

常 叫 做 晶 面 ) ,那么 nm ,nm ,mn 必须 是 一 组 整数 . 为 此 ,显然 常数 m 也 必须 是 整 

数 . 在 给 定 的 p, ,Pp;,p; 下 , 当 常 数 m 取 不 同 整 数值 时 ,方程 式 (133.7) 确 定 出 无 

限 多 个 相互 平行 的 晶 面 . 

整数 p, ,Pp; ,p; 总 是 可 以 取 成 互 质 的 , 即 除 1 以 外 没有 公约 数 . 假如 有 这 样 

的 公约 数 存在 ,那么 可 以 用 它 去 除 方程 式 的 两 边 ,而 仍旧 得 到 同样 形式 的 方程 
式 . 数字 p, ,p; ,Pp; 称 为 这 一 族 唱 面 的 米 勒 指 数 , 表 示 为 (pip,p;). 

ma ma, Mma, _. 


曲面 (133.7) 与 沿 基 本 周期 a, ,az ,a， 取 的 坐标 轴 相 交 于 一 一 ， 二 


点 . 晶 面 在 坐标 轴 上 的 截 距 (各 以 a, ,a, ,a 为 单位 来 量度 ) 之 比 为 2-:-:-, 即 


截 距 反比 于 米 勒 指数 . 例如 ,与 坐标 面 平行 的 唱 面 ( 即 在 坐标 轴 上 的 截 距 之 比 为 
%:%:1) ,三 个 面 分 别 有 米 勒 指数 (100),(010),(001). 与 晶 格 基本 平行 六 面 
体 的 对 角 面 平行 的 晶 面具 有 指数 (111 ) , 余 类 推 . 

很 容易 确定 同一 族 晶 面 中 相 邻 两 面 的 间距 . 唱 面 (133. 7) 到 原点 的 距离 是 


27m ,是 该 倒 格 矢 的 长 度 . 下 一 个 晶 面 到 原点 的 距离 是 <zem + 因此 这 两 个 
曲面 的 间距 4 是 





= mipl + npy + Pa3p3 = Mm, {133, 7) 





4 = 所 (133. 8) 


在 结束 有 关 蝇 格 对 称 性 问题 讨论 之 际 ,必须 指出 ,严格 的 周期 型 晶体 并 未 
穷尽 固体 的 所 有 可 能 类 型 . 还 存在 所 谓 的 无 公 度 晶 相 ,其 密度 函数 pP(x*,7y,z) 不 
是 坐标 的 周期 函数 而 只 是 条 件 周 期 的 . 表征 该 相 性 质 的 函数 〖(r) 的 傅 里 叶 级 
数 (133.2) ,其 所 含 的 矢量 4b 将 是 三 个 以 上 基本 周期 的 ( 整 系数 的 ) 线 性 组 合 . 

一 般 说 来 ,前 面 所 建立 的 周期 晶体 对 称 性 质 ,对 于 无 公 度 相 不 再 成 立 . 特别 
是 它们 可 能 具有 的 对 称 轴 阶 次 不 止 是 在 $ 130 中 指出 的 那些 . 
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对 称 性 理论 的 物理 应 用 通常 用 到 所 谓 群 表示 这 种 数学 工具 . 在 本 节 我 们 将 
论述 有 关 空 间 群 的 分 类 和 构建 其 不 可 约 表 示 的 方法 了 . 

我 们 先 用 比较 数学 化 的 术语 重新 概括 在 前 几 节 表述 的 关于 空间 群 结构 的 
知识 ， 


@ 这 里 假设 读者 熟悉 类 似 于 第 三 卷 第 12 章 中 的 有 关 群 论 知识 , 
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每 个 空间 群 都 含有 一 个 平移 子 群 , 它 包 含 可 使 晶 格 与 其 自身 重合 的 所 有 无 
限 多 个 可 能 平移 ;这 个 子 群 也 就 是 所 谓 晶 体 布 拉 维 格子 的 数学 表述 . 完全 的 空 
间 群 由 这 个 子 群 再 加 上 个 旋转 和 反映 的 对 称 元 素 得 到 ,mn 是 相应 晶 类 的 对 称 
变换 数 ; 这 n 个 元 素 将 称 为 旋转 元 素 . 空间 群 的 任何 一 个 元 素 可 以 表示 成 一 个 
平移 元 素 与 一 个 旋转 元 素 的 乘积 %. 

如 果 一 个 空间 群 不 包含 螺旋 轴 和 滑 移 面 (点 式 空间 群 ) , 则 旋转 元 素 只 能 选 
品类 的 个 旋转 和 反映 对 称 变换 . 但 是 ,在 非 点 式 空间 群 中 旋转 元 素 是 旋转 和 
反映 同时 伴 有 某 个 基本 周期 的 特定 分 数 倍 的 平移 . 

为 了 便于 清楚 地 表征 空间 群 的 元 素 , 可 用 符号 (P |) 表示 它们 ,这 里 PP 是 
任何 旋转 或 反映 ,而 t 是 同时 平移 的 矢量 ; 当 作 用 到 任何 一 点 的 径 和 撩 r+r 上 时 : 
(P|t)r=Pr+k 两 个 元 素 的 相 乘 按照 明显 的 法 则 : 

(P’|#t')(P|t) = (P'P|P't +t'). (134.1) 
元 素 (P |11) 的 逆 元 是 
(天 | 从 ”= (CP™ | = .Pp "1); (134.2) 
它 与 (P11) 相 乘 时 ,给 出 群 的 单位 元 (E10)( 式 中 刻 记 恒 等 旋 转变 换 ). 

特别 是 , 纯 平移 表示 为 (E |a) , 式 中 a 是 晶 格 任何 周期 . 点 式 空间 群 的 旋转 
元 素 , 依 上 述 方式 选取 则 形 为 (P10). 在 非 点 式 空间 群 中 ,旋转 元 素 的 形式 为 
(已 | r) , 式 中 是 沿 螺旋 轴 或 滑 移 面 发 生 的 分 数 倍 晶 格 周期 的 平移 . 在 第 一 种 
情形 下 ,旋转 变换 (P10) 的 集合 本 身 形成 空间 群 的 子 群 . 而 在 第 二 种 情形 下 ,元 
素 (P17) 本身 并 不 形成 子 群 ,因为 重复 应 用 它们 导致 的 不 是 恒 等 变 换 , 而 是 某 
个 晶 格 基本 周期 的 平移 . 但 是 , 像 这 样 的 转动 与 反映 已 (也 就 是 说 对 简单 轴 和 螺 
旋 轴 或 是 简单 面 和 滑 移 面 不 加 区 别 ) 总 是 组 成 一 个 群 即 决定 品类 的 点 对 称 群 ; 
就 此 而 言 ,这 个 点 群 可 称 为 晶 格 的 方向 群 2. 

下 面 我 们 来 构造 空间 群 的 不 可 约 表示 久 . 

所 有 这 种 表示 都 可 以 用 如 下 形式 的 函数 集 实 现 

Pia = Wie “， (134. 3) 
式 中 上 是 常 波 和 撩 ,wi。 是 相对 于 平移 不 变 的 函数 ;指标 a =1,2,… 把 具有 相同 上 
的 函数 编号 . 作为 平移 r 一 r +a( 式 中 a 是 品格 的 任何 一 个 周期 ) 的 结果 ,函数 


四 ”必须 指出 ,平移 子 群 是 阿 贝尔 群 ( 它 的 全 部 元 索 可 对 易 ) ,而 且 是 整个 空间 群 的 正规 子 群 :与 平 
移 共 轿 的 所 有 群 元 也 是 平移 (两 个 元 素 4 和 8 称 为 是 共 锯 的 ,如 果 A4=C-'B8C, 而 C 也 是 群 元 ). 

回 在 各 种 情况 下 ,空间 群 与 方向 群 之 间 的 关系 从 群 论 的 观点 看 来 可 以 用 如 下 方式 表述 . 把 空间 群 
的 所 有 元 素 按 mn 个 陪 集 分 解 , 其 中 每 一 个 包含 一 个 旋转 元 素 与 所 有 可 能 平移 的 乘积 的 无 穷 集 合 , 即 给 定 
已 和 rz 下 的 形 为 (P | r+a) 的 全 部 元 素 . 如 果 现 在 把 每 个 陪 集 整体 上 看 成 新 群 的 元 素 , 则 得 到 原 空间 群 的 
所 谓 商 群 . 这 个 商 群 与 方向 群 同 构 . 

图 下 述 推导 由 塞 欧 (F. Seitz,1936) 给 出 . 
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(134.3) 被 乘 以 常数 e。 …“. 换 而 言 之 ,在 函数 (134. 3 ) 实现 的 表示 中 ,平移 矩阵 
是 对 角 的 . 显然 ,相差 任何 一 个 倒 格 子 周 期 5b 的 两 个 矢量 将 导致 函数 gi, 在 平 
移 变 换 下 具有 同样 的 变换 规律 :因为 a b 是 27 的 整数 倍 ,所 以 exp(ia*b) = 
1. 这 样 的 矢量 将 称 为 是 等 效 的 . 如 朵 设想 矢量 是 从 倒 格 子 原 胞 的 项 点 引 到 其 
各 点 ,那么 所 有 不 等 效 的 矢量 只 限于 一 个 原 胞 内 . 

在 旋转 对 称 元 素 (P17) 的 作用 下 ,函数 pie 变换 成 矢量 大 的 不 同 a 值 范 数 
xa 的 线性 组 合 ,这 里 的 k' 由 矢量 上 在 倒 格 子 中 作 给 定 的 旋转 或 反映 得 到 :kk' = 
PKk9. 在 群 的 全 部 n 个 旋转 元 素 的 作用 下 可 以 相互 转换 的 所 有 ( 非 等 效 ) 矢 量 
的 集合 , 称 为 波 矢量 上 的 波 矢 星 . 在 任意 大 的 一 般 情 形 下 , 波 天 星 含 有 个 矢量 
(射线 ). 含有 波 矢 星 的 各 射线 的 函数 全 应 在 不 可 约 表示 的 基 矢 函数 pi。 之 内 : 因 
为 含有 不 等 效 天 的 函数 在 平移 下 乘 了 不 同 的 因子 ,所 以 无 论 怎 样 选择 它们 的 线 
性 组 合作 为 可 相互 变换 函数 , 晒 数 的 数目 都 不 会 减少 . 

对 于 某 些 大 值 , 其 波 矢 星 的 射线 数 可 以 少 于 mn, 因为 可 能 有 些 旋转 对 称 元 素 
并 不 改变 天 或 者 把 它 转变 成 等 效 矢 量 . 例如 ,如 果 矢 量 k 沿 对 称 轴 , 则 在 绕 该 轴 
旋转 时 矢量 不 变 ; 从 原 胞 的 项 点 到 它 的 中 心 的 矢量 k(k=b;/2, 式 中 b; 是 倒 格 
子 的 基本 周期 之 一 ), 在 反 演 时 变 成 与 它 等 效 的 矢量 -k= -b,/2=k-b.. 

包含 在 给 定 空 间 群 内 而 且 不 改变 矢量 上 (或 者 把 它 变 为 等 效 矢量 ) 的 那些 
对 称 旋 转 元 素 ( 全 当 作 简单 旋转 或 者 反映 P) 的 集合 , 称 为 矢量 上 的 “ 纯 对 称 群 ” 
或 就 叫 波 矢 群 ; 它 也 是 通常 的 点 对 称 群 之 一 . 

我 们 首先 考虑 点 式 空间 群 的 最 简单 情形 . 这 种 群 的 不 可 约 表示 的 基 消 数 可 
以 写成 乘积 的 形式 : 

Jin = Uo, (134.4) 
式 中 函数 u。 相对 于 平 动 变换 不 变 , 而 内 是 表达 式 e*“( 取 等 效 的 &) 的 线性 组 
合 ,后 者 在 矢量 上 的 纯 对 称 群 的 所 有 变换 下 不 变 ;(134.4) 中 的 矢量 k 取 自己 波 
矢 星 中 所 有 值 . 在 平移 变换 下 函数 vw。 不 变 , 而 晴 数 y (还 有 gi。) 被 乘 以 exp(ik， 
a). 在 属于 k 群 的 旋转 和 反映 之 下 ,函数 小 不 变 , 而 函数 u。 相互 转换 . 换 句 话 
说 ,函数 4, 实现 了 点 群 的 一 个 不 可 约 表示 (由 于 这 个 缘故 ,可 称 之 为 “小 表 
示 ”). 最 后 ,不 在 大 群 内 的 旋转 元 素 使 具有 不 等 效 上 的 函数 (134.4) 的 集合 彼此 
变换 . 用 这 种 方式 构造 的 空间 群 表示 的 维 数 等 于 大 的 波 矢 星 中 的 射线 数 乘 以 小 
表示 的 维 数 . 

因此 , 求 点 式 空 间 群 的 所 有 不 可 约 表 示 的 问题 完全 归结 为 把 矢量 上 按 其 纯 
对 称 性 进行 分 类 以 及 已 解决 的 寻求 有 限 点 群 不 可 约 表示 问题 . 


QD 对 于 矢量 在 倒 格 子 中 的 变换 ,不 言 而 喻 ,所 有 的 对 称 轴 和 对 称 面 都 应 当 看 成 是 简单 的 , 即 只 应 
当 考 虑 方向 群 . 


* 366 ， 第 十 三 章 ”晶体 的 对 称 性 


现在 我 们 转向 具有 螺旋 轴 或 滑 移 面 的 空间 群 . 如 果 波 矢 上 在 它 的 群 中 所 有 
变换 下 总 不 改变 ( 即 不 转变 为 等 效 矢 量 )8 ,这 些 对 称 元 素 的 存在 仍然 是 非 本 质 
的 . 这 时 相应 的 不 可 约 表示 仍然 由 形 为 (134.4) 的 函数 实现 ,其 中 ze。 形成 拓 量 上 
的 点 群 表示 的 基 . 与 点 式 空 间 群 情况 的 唯一 区 别 就 在 于 :在 旋转 变换 下 ， 
(134.4) 中 的 函数 wx =exp( 达 …r) 不 再 保持 不 变 ,而 被 乘 以 exp( 达 7). 

但 是 ,如 果 有 多 个 等 效 的 矢量 上 可 在 纯 对 称 群 的 变换 下 相互 转换 , 形 为 
(134.4) 的 函数 不 再 适用 . 在 同时 伴 有 平移 7 的 旋转 变换 下 ,k 值 等 效 却 不 相同 


的 函数 exp( 达 ，r) 被 乘 上 不 同 的 因子 人 因为 "5 不 是 整数 】 ,所 以 它们 的 线性 组 


合 yx 不 再 变换 到 自身 . 

这 时 已 不 可 能 将 旋转 元 素 和 平移 分 开 考 虑 . 但 是 ,可 以 只 考虑 平移 的 无 穷 
集合 中 的 有 限 个 ,而 且 仅 须 对 从 倒 格 子 原 胞 的 顶点 引 到 原 胞 内 部 某 些 选 定点 的 
矢量 考虑 ;这 些 点 的 坐标 (全 部 三 个 或 其 中 几 个 ) 可 用 基本 周期 bp,,b,,b, 的 简 
单 有 理 分 数 部 分 2 表示 . 由 旋转 元 素 ( 连 同 与 其 相伴 的 分 数 基 本 周期 的 平移 了 ) 


以 及 写 4 为 有 理 分 数 (小 于 1) 的 平移 所 组 成 的 数 , 称 为 扩展 波 矢 群 ;其 余 平移 


下 
依旧 可 以 认为 是 恒 等 变 换 . 可 对 这 样 构 成 的 有 限 群 给 出 不 可 约 表示 (“小 表 
示 ”) 的 函数 gi。 ,连同 大 的 波 矢 星 其 它 射 线 对 应 的 类 似 函 数 pi ,可 实现 空间 群 
的 不 可 约 表示 . 这 里 指出 ,这些 群 小 表示 的 维 数 可 达到 6( 晶 类 O, 的 群 ) 有 . 

我 们 以 具体 的 例子 说 明 这 种 方法 . 

我 们 考虑 空间 群 Dx , 它 属 于 简单 斜 方 布 拉 维 格子 并 包含 下 列 的 旋转 元 素 2 
(ElO), (C310), (Cc: 10) (C0) ,07 | rs Co, lr)sto, lz) i(o, 17), 
式 中 zx,y,z 轴 沿 晶 格 的 三 个 基本 周期 取 , 而 7=(a, +a, +a;)/2( 对 称 轴 C, 是 简 

单 的 ,而 与 之 垂直 的 平面 c 是 滑 移 面 ). 
QD 具体 说 ,这 总 包括 矢量 上 =0 以 及 恒 等 变 换 为 其 波 矢 群 单位 元 素 的 位 置 一 般 的 矢量 . 
@ 实际 上 这 些 分 数 常常 只 取 -,-, 子 (后 两 种 值 只 出 现在 斜 方 六 面体 蝇 系 与 六 方 蝇 系 的 群 中 )， 





久 ” 如 果 把 扩展 波 矢 群 的 表示 看 成 非 扩展 群 (点 群 之 一 ) 的 表示 , 则 群 元 6 的 表示 阵 E 之 间 的 关系 式 
会 与 群 元 素 本 身 之 间 的 关系 式 不 同 : 假 如 6,6, = 6 , 则 相应 表示 阵 之 间 的 关系 式 一 般 并 非 为 同样 的 等 式 


6 6 = 6 (如 同 通常 的 表示 ) ,而 是 形 为 G, 6, = wiz63, 式 中 wj 是 某 个 相 因 子 , 仅 仅 模 为 1: | ws | = 
这 些 表示 称 为 射影 表示 . 可 以 对 于 每 个 点 群 一 次 性 地 列 出 所 有 实质 上 不 同 的 射影 表示 ,然后 将 之 用 作 小 
表示 去 构造 空间 群 的 不 可 约 表示 . 

射影 表示 理论 的 论述 和 结晶 学 点 群 的 射影 表示 图 表 可 在 下 列 书 中 找到 :Bup T A1, TIxxyc TEE. 
CumMmMeTpua KX nedopMalnoHible 3 中 中 exkTpBI B nonymposonsnkax. — M.: Hayxa, 1972. 

另 有 空间 群 不 可 约 家 示 的 完全 表 , 见 : Kosanes O B. Henpnponumble H HHRYUHPOBaHHPIe 
HPemcTaBmeHH H KOTDpencTaBJeHHH 中 eaopoBCKHX rpymT，~ M. : Hayka，1986;Bradley C J，Cracknell A 了 . 
The mathematical theory of symmetry in solids. Oxford :， Clarendon Press, 1972. 

@@ 空 间 群 通常 用 晶 类 符号 标记 并 附加 上 标记 群 在 该 类 中 的 编号 ， 
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例如 ,我 们 选取 矢量 
= (1/2,0,0), (134.5) 
式 中 括号 内 的 数字 给 出 矢量 沿 倒 格子 轴 的 分 量 并 以 其 原 胞 的 棱 长 (5, = 2m7ai) 
为 量度 单位 . 这 个 波 矢量 的 纯 对 称 含有 点 群 Ds, 的 全 部 对 称 轴 与 对 称 面 ,因此 这 
个 矢量 本 身 组 成 波 矢 星 . 附加 上 满足 “2 = 福 的 平移 (E | a,) ,得 到 扩展 群 . 结 
果 , 我 们 得 到 由 16 个 元 素 分 成 10 类 组 成 的 群 ,如 表 2 的 最 上 一 行 所 示 . 二 元 素 
如 (C; 10) 和 (C; |a,) 的 共 思 性 ( 即 同属 一 类 ) ,可 证 实 如 下 . 我 们 有 


2 
(o, |7)l(0, |7)| (ec, |7) 
(C10)I(c; |0)| (Cr >) 
(E|O(E | a)(C; | OG; a,) (o. |jr|l(o, jl (o,|r 
(Ga)(c | a I | r+a,) 
+a|) +a,) 
2 去 2 
二 党 -了 


(1|r) (C10) (77) = (1| -7)(c 10)(1r) = 
= (1| -7) (CI|Cr) = (C;| -7 + Ci7). 





表 
















但 是 
Cir = 3(- a +a -a), Ci 了 -7T= 一 QI 一 0 =a,- (2a, +03)， 


而 因为 依 a; 和 2a, 的 平移 应 该 看 成 但 等 变换 ,所 以 
(T|1r) "(Ci 10)(1|7) = (GC; |a,). 
根据 群 的 元 素数 与 类 数 ,我 们 求 出 它 有 8 个 一 维 的 和 两 个 二 维 的 不 可 约 表 
示 (8 .1 ”+22 =16). 所 有 的 一 维 表示 可 从 点 群 D,, 的 表示 得 出 ,并 且 赋 予 平 
移 (E1a, ) 特 征 标 1. 然而 ,这 里 生成 的 这 些 表示 是 “虚假 的 ” ,应 舍弃 . 它们 并 不 
对 应 于 这 里 的 问题 :它们 的 基 函 数 相 对 于 所 有 的 平移 不 变 ,而 给 定 大 的 函数 
e “在 平移 (E|a,) 下 必定 改变 . 这 样 ,只 留 下 两 个 不 可 约 表示 ,它们 的 特征 标 已 
在 表 2 中 列 出 . 这 些 表示 的 基 函 数 可 选 
Ti:cosmx, sin TX， 
T， :cos mx sin27y, sinnx sin27y 
(坐标 x*,y,z 分 别 用 相应 的 基本 周期 a, ,ax ,a, 的 长 度 来 量度 ). 
我 们 再 考虑 与 以 下 两 个 矢量 的 波 矢 星 对 应 的 表示 
ks 0、 一 (134.6) 
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它们 具有 纯 对 称 C:( C; 的 轴 沿 > 轴 ) ; 式 中 x 是 0 和 1 之 间 的 任意 数 (但 二 除 


外 ).k 的 扩展 群 包含 分 成 5 类 的 8 个 元 素 ( 表 3).( 这 个 群 的 表示 基 函 数 与 z 的 
依赖 关系 归结 为 共同 的 因子 exp(2mixz) 或 exp( -2mixz) ,它们 在 群 的 所 有 变 
换 下 不 变 ; 因 此 ,不 必用 沿 z 轴 的 平移 来 扩展 群 . ) 该 群 存在 4 个 一 维 的 和 一 个 
二 维 的 不 可 约 表示 . 












表 3 
用 IO Cc: la)| Co,|7) (0,|rta) | (0,|7)(0, |r+a,) 


根据 与 上 述 情形 同样 的 理由 ,应 该 丢弃 一 维 表示 ,因此 只 剩 下 一 个 表示 ,其 特征 
标 在 表 3 中 给 出 . 它 的 基 范 数 可 以 选 为 如 下 形式 

e "CosnTr, esinnx 
指数 中 的 正 负 号 分 别 与 (134.6) 中 的 第 一 和 第 二 矢量 对 应 ;整个 空间 群 完整 的 
不 可 约 表示 为 四 维 , 并 且 用 这 组 全 部 四 个 也 数 实现 . 
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在 对 称 群 理论 的 物理 学 应 用 中 ,通常 还 对 群 表 示 附 加 以 下 要 求 : 表 示 的 基 
函数 必须 是 实 的 (更 确切 地 说 ,可 化 为 实 的 形式 ). 此 要 求 是 时 间 反 演 对 称 的 结 
果 . 在 量子 力学 中 ,由 于 这 种 对 称 性 , 互 为 复 共 轧 的 波 阻 数 必须 对 应 于 量子 系统 
的 同一 个 能 级 ,因此 必须 出 现在 同一 个 物理 不 可 约 表示 的 基 消 数 中 (参看 第 三 
卷 $ 96). 在 经 典 理论 中 这 种 对 称 性 用 运动 方程 对 于 替换 :一 -1 的 不 变性 来 表 
达 ( 方 程式 含有 对 时 间 的 偶数 阶 一 一 2 阶 导 数 ). 正 是 因 这 一 点 ,在 寻求 解 为 复 
数 形式 ( xe “) 的 (69.6) 时 ,原子 在 晶 格 中 位 移 u, 的 方程 仍然 是 实 的 ;于 是 这 
些 表达 式 的 振幅 可 以 取 为 实 的 %. 

当然 实 的 基 函 数 在 所 有 对 称 元 素 作 用 下 仍旧 是 实 的 ; 换 而 言 之 , 群 表示 的 
所 有 和 矩阵 也 都 是 实 的 . 如 果 某 个 不 可 约 表示 不 满足 这 个 要 求 , 则 它 必 须 同 其 复 
共 斩 表 示 联 合成 一 个 维 数 加 倍 的 物理 不 可 约 表 示 . 让 我 们 从 这 个 观点 出 发 , 考 
虑 在 空间 群 表 示 中 可 以 出 现 的 情况 (C. Herring,1937). 

在 这 一 方面 ,最 简单 的 情况 是 当 波 和 撩 上 与 -k 的 波 矢 星 彼此 不 一 致 的 时 候 . 
这 时 从 二 波 矢 星 中 每 一 个 建立 起 来 的 不 可 约 表示 显然 都 是 复 的 . 例如 ,对 于 k 


全 但 是 在 有 磁场 时 或 具有 磁 结 构 的 晶体 中 ,情况 已 经 不 再 是 这 样 . 
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波 矢 星 而 言 ,表示 的 基 函 数 在 平移 (五 |e) 下 应 乘 以 因子 “” ,而 这 些 因子 之 间 
不 相互 复 共 轿 ;因此 很 明显 ,无 论 如 何 选 择 这 些 函 数 的 线性 组 合 , 都 不 能 把 变换 
阵 化 为 实 形式 . 另 一 方面 , 取 这 些 函 数 的 复 共 斩 可 得 到 复 共 斩 的 属于 矢量 -~ 大波 
矢 星 的 表示 . 这 两 种 表示 联合 可 得 实 表示 . 因此 ,为 得 出 物理 不 可 约 表示 ,对 每 
个 大 必须 把 矢量 -大 也 一 起 包括 在 波 矢 星 中 . 换 句 话说 ,为 了 得 到 需要 的 整个 波 
和 拓 星 ,必须 将 方向 群 的 所 有 元 素 并 加 上 对 称 中 心 作 用 于 某 个 原始 的 天 

假如 波 矢 星 已 经 从 一 开始 就 包含 全 部 需要 的 大 值 ,但 是 这 还 是 不 能 保证 在 
其 上 构建 的 不 可 约 表示 是 实 的 . 我 们 用 简单 的 例子 来 说 明 . 

考虑 属于 晶 类 $, 并 具有 简单 四 方 布 拉 维 晶 格 的 点 式 空间 群 5. 在 该 群 中 
取出 与 以 下 两 个 矢量 的 波 矢 星 对 应 的 表示 : 

k= (0,0,x),(0,0, - x), (E35 19 
式 中 z 轴 沿 对 称 轴 5,, 而 x 是 0 和 1 之 间 的 任意 数 [ 但 三 除外 ). 这 两 个 矢量 的 纯 
对 称 群 是 C, ,这 个 点 群 有 两 个 一 维 表示 ,它们 的 特征 标 分 别 为 
E Ca 
A 1 1 
B 1 一 1] 
取 其 中 第 一 个 作为 小 表示 ,我 们 得 到 整个 空间 群 的 一 个 二 维 表示 ,表示 基 可 以 
取 为 复 共 斩 形 式 的 函数 exp( +2mixz); 因 此 这 个 表示 是 实 的 . 与 小 表示 B 对 应 
的 整个 群 的 二 维 表示 由 以 下 基 函 数 实现 : 
exp(2Tixz)cos2TX5， exp( - 2Tmixz)sin2TY. 
在 这 个 表示 中 群 的 旋转 元 素 的 特征 标 为 
(E|0) (S510) (Cc,10) (0S4 10) 
2 0 = Wr 
而 平移 的 特征 标 为 
(Ela) (Ela,) (El|a,) 
2 2 2cos2Tx 

所 有 这 些 特 征 标 都 是 实 的 ,然而 表示 却 是 复 的 : 它 的 基 函 数 不 可 能 转变 成 实 的 
形式 . 这 些 函 数 加 上 其 复 共 堪 , 亦 即 将 等 价 的 (具有 同样 特征 标 ) 两 个 复 共 堪 表 
示 中 联合 起 来 ,可 得 到 物理 上 的 不 可 约 表示 . 

在 已 考虑 的 例子 中 ,对 于 大 空间 中 填 满 直线 (对 称 轴 ) 的 波 矢 值 , 时 间 反 演 
对 称 导致 物理 不 可 约 表示 的 维 数 加 倍 . 这 样 的 加 倍 情况 也 发 生 于 大 值 填 满 大 空 


个 ”值得 提醒 ,在 点 群 中 这 种 情况 不 会 发 生 : 对 于 这 些 群 所 有 具有 实 特 征 标的 不 可 约 表示 都 是 实 的 . 
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间 的 整个 平面 时 ,这 里 说 的 平面 垂直 于 二 重 螺旋 轴 . 

我 们 再 考虑 一 个 非 点 式 空间 群 C; 的 例子 ,这 个 群 属于 唱 类 C, 而 且 具 有 简 
单单 斜 布 拉 维 品格 . 其 中 二 重 轴 ( 取 作 z 轴 ) 是 螺旋 轴 , 带 有 半 个 周期 的 平移 : 
(C, |a;/2). 对 于 这 个 群 考虑 以 下 两 个 波 矢 的 波 矢 星 : 

KE 三 《EX Cx5— A ZY (5 2 


式 中 x 和 入 是 0 与 之 间 的 任意 数 (x 轴 和 y 轴 和 斜 交 ,在 季 直 于 对 称 轴 的 平面 


中 ) ; 波 矢 星 包 含 上 和 -天 在 内 ,因为 矢量 ( -x, 一 A,1/2) 和 (一 x, -入 ,1/2) 是 
等 效 的 . 该 波 矢 星 对 应 于 两 个 等 效 的 (具有 相同 实 特征 标的 ) 二 维 不 可 约 群 表 
示 , 分 别 由 以 下 的 基 消 数 及 其 复 共 思 实 现 : 


t2mil xxr+Ay) ims 


e e 
物理 不 可 约 表示 可 由 联合 这 两 个 复 共 力 表 示 得 到 . 它 的 四 个 基 哨 数 分 成 两 对 ， 
各 对 应 于 波 矢 星 中 两 个 波 失 之 一 : 
ei xxtAy) a > eA) se 


如 果 不 可 约 表示 与 它 的 基 函 数 一 起 已 经 找到 ,关于 它 是 实 是 复 的 问题 , 答 
案 变 得 很 明显 . 然而 在 更 复杂 的 情况 下 (也 为 了 研究 某 些 更 一 般 的 问题 ) ,如 果 
有 一 个 判 据 可 供 从 小 表示 特征 标 直 接 回 答 这 个 问题 ,是 十 分 有 用 的 . 从 以 下 群 
表示 论 的 普遍 定理 出 发 ,能 够 得 出 这 样 的 判 据 %. 
对 于 群 的 每 个 不 可 约 表示 ,以 下 和 式 可 以 取 三 个 值 中 之 一 : 
+1 a) 
pd - 0 (b), (135.3) 
rm 
( 求 和 遍及 所 有 群 元 ,g 是 群 的 阶 ). 根据 这 些 数值 :(a) 表示 为 实 的 ;(b) 表示 
为 复 的 ,并 且 与 其 复 共 示 的 表示 不 等 价 ( 有 复 共 思 特 征 标 ) ;(c) 表示 为 复 的 ,并 
且 与 其 复 共 思 的 表示 等 价 ( 有 同样 的 实 特征 标 ). 
略 去 细节 ,我 们 将 概述 如 何 改 写 这 个 判 据 以 便 用 于 空间 群 . 根据 上 节 所 述 
的 构建 空间 群 不 可 约 表示 的 方法 ,特征 标 可 以 表示 为 
X[(Plr+a)] = Oxil (P|7)Jexp(ik,* a), (135. 4) 


式 中 Xx:[(P1k) ] 是 群 旋转 元 素 的 小 表示 特征 标 , 求 和 遍及 波 矢 星 的 以 P 为 其 
对 称 群 元 素 之 一 的 那些 射线 上, ,k,,…. 把 这 个 公式 用 于 元 素 

(Plr+a) ”= (P|r+Ppr+ia+Pa) = (Pl7)’(E|a+ Pa), 
我 们 有 


钙 ” 它 的 证 明 可 参阅 $ 132 最 后 一 个 和 $ 134 倒数 第 二 个 脚注 所 列 书籍 . 
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Xx[(Plr+a) ] = 2MXu[(Plr) Jexplia. (k, + Pk,)] 


(在 指数 中 已 作 代 换 kPa =aP 大). 这 些 特 征 标 应 该 对 所 有 的 平移 和 所 有 的 旋 
转 元 素 (P |7) 求 和 . 和 式 


> exp[ia (k,+ Pk.)] 


仅 在 k;+P k=0,b 时 不 为 零 . 最 后 注意 到 ,由 于 在 (最 后 应 计算 的 ) 对 i 求 和 
中 波 矢 星 所 有 射线 等 价 , 所 有 各 项 相同 . 
结果 我 们 得 到 以 下 最 终 的 Herring 判 据 : 
+1 (a), 
Sxl(PlT)’] = 骂人 (135..5) 
= 道 鸭 。 
式 中 必 是 小 表示 的 特征 标 , 而 取 求 和 所 遍及 可 将 上 变换 成 -~ 大 的 等 效 矢 量 即 
Pk = -k+b 的 空间 群 旋转 元 素 吕 ;ni 是 波 矢 纯 对 称 群 中 旋转 元 素 的 数目 . 
特别 是 ,假如 空间 群 完全 不 含 具 有 所 指定 性 质 的 旋转 元 素 , 则 和 式 (135. 5) 
中 一 项 也 没有 ,因此 出 现 情况 (b) ,这 与 前 面 讨论 过 的 上 与 -kk 有 不 同 波 和 撩 星 的 
情形 一 致 . 
在 前 面 所 考虑 的 群 5 的 例子 中 ,元 素 (5, 10) 和 (5410) 具 有 所 要 求 的 性 
质 ;它们 的 平方 是 元 素 (C, 10). 所 以 和 式 (135. 5 ) 为 


Hxe[ (S, 10)’] +x[ (S110)*]} =xl (C; 10)]; 


对 于 小 表示 4 它 等 于 +1, 对 于 小 表示 B8 等 于 -1 ,因此 ,有 情况 (a) 和 (c) ,再 次 
与 已 求 出 的 结果 相符 . 
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空间 群 表 示 数 学 工具 的 物理 应 用 之 一 ,是 品格 简 正 振动 按 其 对 称 性 的 分 
类 @. 

值得 注意 的 是 ,对 于 每 个 给 定 的 波 和 撩 kk, 原 胞 含 v 个 原子 的 品格 具有 3z 个 
简 正 振动 ,每 个 有 频率 值 w(K). 在 大 整个 变化 区 域内 ,振动 的 色散 关系 w = 
w( 上 ) 有 3v 个 分 支 wo(K) ;每 个 w,(k) 在 某 个 有 限 区 间 即 声 子 能 带 中 取 值 . 所 有 
本 质 上 不 同 的 波 矢 值 都 在 倒 格子 的 一 个 原 胞 内 ;如 考虑 全 部 无 穷 的 倒 格 子 , 则 
盟 数 w。(K) 在 其 中 是 周期 的 : 


QD 这 时 (P17)? 不 改变 矢量 k( 或 者 把 它 转变 成 等 效 的 ) , 即 显 然 包含 在 矢量 的 纯 对 称 群 内 . 
加 首先 把 空间 群 表 示 用 于 研究 晶 格 的 物理 性 质 的 有 :F. Hund,1936 和 L. P. Bouckaert,R. Smolu- 
chowski,E. P. Wigner,1936. 


. 372. 第 十 三 章 “晶体 的 对 称 性 


w_ (KK+D5) = w (天 ). ( 136. 1. 
晶 格 振动 按 其 对 称 群 不 可 约 表示 分 类 的 物理 原则 ,与 有 限 对 称 系 统 (多 原 
子 分 子 ,参看 第 三 卷 $100) 作 类 似 分 类 的 原则 相同 . 属于 同一 频率 的 振动 简 正 
坐标 ,本 身 可 作为 基 而 实现 品格 对 称 群 的 某 个 不 可 约 表示 . 
空间 群 的 每 个 不 可 约 表 示 ,首先 由 它 的 波 矢 星 指定 . 由 此 立即 得 出 ,来 自 同 
一 波 矢 星 的 只 是 大 值 不 同 的 简 正 振动 ,有 相同 频率 . 换 句 话说 ,每 个 消 数 w。(K) 
都 具有 相关 品类 的 完全 方向 对 称 . 同时 ,如 上 节 指 出 的 ,由 于 对 时 间 反 演 的 对 
称 ,k 的 波 矢 星 必 须 补 上 所 有 的 矢量 -k( 如 果 上 与 -kk 的 波 和 失 星 本 身 不 同 ); 换 
句 话 说 ,始终 有 了 
w,(—k) = w,(k). (136. 2) 
对 于 给 定 的 大 值 ( 即 波 矢 星 的 一 条 射线 ) , 简 正 坐标 可 在 对 应 于 不 同 频率 的 
小 表示 基 之 间 分 配 . 如 果 小 表示 的 维 数 / 大 于 1, 则 在 这 个 大 值 下 有 简 并 :个 分 
支 的 频率 相同 . 
当 矢 量 上 取 倒 格子 中 的 一 般 位 置 时 , 它 不 具有 纯 对 称 ( 它 的 群 只 含有 唯一 
元 , 即 恒 等 变换 ) ;这 时 全 部 的 3v 个 值 w。 (上) 一 般 不 同 . 如 果 波 失 的 纯 对 称 很 
高 ,以致 它 的 群 具有 维 数 f>1 的 不 可 约 表示 , 简 并 可 以 出 现 . 如 果 只 考虑 空间 对 
称 ,这 只 能 发 生 在 倒 格 子 的 孤立 点 上 ,或 是 在 其 中 的 整 条 直线 (对 称 轴 ) 上. 时间 
反 演 对 称 也 可 导致 上 空间 中 整个 平面 上 的 (二 重 ) 简 并 (FF. Hund,1936;C. Her- 
ring,1937 ) ;根据 上 节 所 述 ,这 种 简 并 可 发 生 在 乖 直 于 二 重 螺旋 轴 的 平面 上 ( 参 
看 与 波 矢 星 (135.2) 有 关 的 表示 的 例子 )@. 
为 了 对 具体 品格 的 简 正 振动 分 类 ,首先 必须 求 出 用 所 有 振动 坐标 (原子 的 
位 移 矢 量 ) 实 现 的 空间 群 全 部 振动 表示 . 这 个 表示 是 可 约 的 ,通过 将 之 分 解 成 不 
可 约 部 分 ,可 确定 出 频率 的 简 并 度 及 相应 振动 的 对 称 性 质 . 这 时 可 能 发 生 , 同 一 
个 表示 多 次 出 现在 振动 表示 之 中 :这 表明 存在 着 几 个 不 同 频率 具有 相同 的 简 并 
度 且 对 应 于 同 对 称 性 的 振动 . 
这 个 步骤 与 分 子 振动 分 类 方法 相似 (第 三 卷 §100). 然而 ,有 一 个 重要 的 区 
别 : 晶 格 振动 还 要 用 取 连 续 系 列 数值 的 参数 表征 ,并 且 分 类 必须 对 波 矢 的 每 
个 值 (或 每 类 值 ) 分 别 进行 . 空间 群 不 可 约 表示 的 波 矢 星 取决 于 给 定 的 大 值 . 所 
以 实际 上 只 需 确 定 振动 的 小 表示 并 把 它 分 解 为 不 可 约 小 表示 即 矢 量 & 对 称 群 


DD 从 物理 观点 看 ,品格 振动 的 变换 k 一 -上 与 时 间 反 演 的 联系 是 明显 的 :变换 时 间 的 符号 就 把 波 的 
传播 反 向 (或 用 声 子 语 言说 ,改变 声 子 动 基 p = 让 的 符号 ). 

贸 ” 除了 与 晶 格 对 称 有 关 的 简 并 以 外 ,也 可 能 有 在 大 的 “偶然 " 值 下 的 简 并 ;只 有 真 的 解 了 具体 品格 
中 的 原子 运动 方程 , 才 可 能 从 理论 上 预言 这 种 简 并 的 存在 . 对 这 里 的 可 能 情况 的 研究 ,参看 论文 :Herring 
C. Phys，Rev. 1937 ,52 : 365. (该 文 已 收入 Knox R S, Gold A. Symmetry in the Solid State. Benjamin, New 
York, 1964. ) 
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的 不 可 约 表 示 . 

晶 格 振 动 在 极限 情况 (k 一 0) 下 的 分 类 ,最 为 简单 . 当 上 k=0 时 ,所 有 空间 群 
(简单 的 或 非 简 单 的 ) 不 可 约 小 表示 与 品格 对 称 点 群 或 其 晶 类 的 不 可 约 表示 相 
同 . 为 了 求 振动 表示 (D,,) ,只 需要 考虑 在 一 个 原 胞 中 的 原子 (换言之 ,所 有 平移 
等 效 的 原子 了 必须 看 成 同一 个 原子 ). 我 们 不 再 重 述 分 子 中 的 原子 振动 有 关 的 
全 部 讨论 ,只 指出 求 得 上 =0 时 晶 格 振动 表示 的 特征 标的 下 列 法 则 . 绕 对 称 轴 的 
角度 9 的 旋转 C(g) 或 者 绕 旋转 反映 轴 的 旋转 SCp) 其 特征 标 等 于 

Xin(C) = veXA(C), Xn(5) = vsX,(5), (136. 3) 
式 中 

XA(C) =1+2cosp，X(S) =-1+2cosp 
是 ( 极 ) 矢 量 的 三 个 分 量 所 给 出 表示 的 特征 标 , 而 vc 或 vs 是 在 变换 下 保留 原 位 
置 的 或 变 到 平移 等 效 位 置 上 的 原子 数 多 . 这 同一 组 公式 决定 平面 反映 (变换 
5(0)) 和 对 称 中 心 反 演 (变换 S(7) ) 的 特征 标 . 绕 螺旋 轴 的 旋转 或 滑 移 面 的 反 
映 显然 把 所 有 原子 变换 到 非 平移 等 效 的 位 置 上 ;因此 对 于 它们 总 有 Xe =0. 

我 们 举例 说 明 这 些 法 则 @®. 金刚 石 的 晶 格 属于 非 点 式 空 间 群 0;. 它 具 有 面 
心 立方 布 拉 维 格子 ,在 一 个 单 胞 内 有 两 个 相同 的 原子 ,占据 立方 胞 空间 对 角 线 


上 的 顶 页 点 (0 0 0) 和 点 { 二 二 于 ] 的 位 置 @. 群 O7 的 旋转 元 素 有 一 半 与 点 群 T， 


的 旋转 和 反映 相 一 致 . 这 些 变换 使 这 两 个 原子 留 在 原 位 置 或 者 移 到 平移 等 效 位 
置 ;因此 ,这些 元 素 的 振动 表示 特征 标 为 Ye =2X,. 群 0; 的 其 余 的 旋转 元 素 是 螺 


旋转 动 及 滑 移 面 反映 ,它们 由 群 7 的 元 素 与 += { 于 二 元 } 下 的 反 演 (7| 7) 结 


合 得 到 ;这 些 元 素 使 (0 0 0) 点 的 原子 移 到 非 平移 等 效 点 [地 一 让 因此 它们 


的 特征 标 xs =0. 把 这 样 得 到 的 振动 表示 按 点 群 O, 的 不 可 约 表示 分 解 , 得 
Du = ,+F,,9. 声学 振动 坐标 描述 在 k=0 时 的 胞 整体 运动 ,并 像 矢 量 的 分 量 


QD ”这些 是 等 同 布 拉 维 格子 上 占有 的 格 点 . 

@ 在 分 子 的 情况 下 ,振动 表示 的 特征 标 应 该 减 值 以 消除 与 分 子 整体 平移 和 转动 对 应 的 坐标 . 在 晶 
格 的 情况 下 ,这 些 自由 度 的 个 数 (6) 与 自由 度 总 数 相 比 极 少 ,不 必 作 这 种 碱 值 

@@ “为 避免 误解 ,我 们 指出 , 仅 按照 结晶 学 上 的 晶 格 对 称 对 振动 光学 支 极限 频率 所 作 的 分 类 ,不 适用 
于 离子 晶体 . 离子 晶 格 的 长 波光 学 振动 件 有 晶体 的 宏观 极 化 以 及 相应 的 宏观 电场 的 出 现 ;一 般 说 来 ,这 种 
电场 会 改变 (降低 ) 振动 的 对 称 性 

@ 原子 的 坐标 相对 于 立方 胸 的 杰 长 给 出 (以 术 长 为 单位)- 值得 提醒 ,而 心 立方 胞 的 体积 是 原 胞 体 
积 的 四 售 . 品格 的 基本 周期 是 从 项 点 到 点 { 二 二 9),( 元 0 过 (0 去 却 ) 即 立方 胞 面 心 的 矢量 

点 群 0， 可 以 看 成 直 积 OxC 或 着 7 x C,, 在 这 里 用 其 中 的 第 二 种 . 与 此 相应 ,由 群 7 的 表示 
构建 群 0, 的 不 可 约 表示 . 具体 地 说 ,点 群 0, 的 表示 Pa 和 F, 从 群 Ts 的 表示 Fi 得 出 ,彼此 的 区 别 在 于 
反 演 下 分 别 有 偶 字 称 和 奇 字 称 (参看 第 三 卷 $95 ) 
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一 样 变换 ;因而 ,表示 F,, 与 它们 相对 应 ,在 群 O, 中 矢量 分 量 根据 这 个 表示 变 
换 . 至 于 表示 F,, , 它 则 与 光学 振动 的 三 重 简 并 极限 频率 相对 应 人 0. 

离开 点 k=0 时 ,一 般 说 来 ,光学 振动 的 简 并 消失 . 根据 对 称 性 ,分 裂 的 大 小 
(在 k=0 点 的 附近 ) 像 矢量 大 分 量 的 一 阶 或 二 阶 齐 次 函数 那样 改变 . 用 量子 微 扰 
论 容易 得 到 适当 的 判 据 . 小 波 和 撩 k= 8k 的 晶 格 振动 哈密 顿 算 符 形 为 把 + 了 8K, 式 中 
有 是 k=0 振动 的 哈密 顿 算 符 , 而 7 是 某 个 矢量 算 符 ;75k 这 项 起 产生 分 裂 的 微 扰 
作用 . 如 果 算 符 了 对 属于 相同 简 并 的 振动 频率 的 二 状态 间 的 跃迁 具有 不 等 于 0 的 
矩阵 元 ,分 裂 大 小 是 5k 的 一 阶 , 和 否则 分 裂 是 5k 的 二 阶 . 这 里 应 该 顾及 到 算 符 
在 时 间 反 演 下 是 奇 的 ;这 是 由 于 波 矢 8k 在 时 间 反 演 下 是 奇 的 ,而 乘积 358k( 就 像 
任何 哈密 顿 算 符 一 样 ) 应 该 不 变 . 因此 ,这 个 问题 的 解答 归结 为 对 时 间 反 演 下 为 奇 
的 矢量 算 符 定 出 对 角 ( 按 频率 ) 矩 阵 元 的 选择 定 则 (参看 第 3 卷 $97). 如 果 简 并 的 
频率 对 应 于 某 个 不 可 约 表示 D, 则 这 些 定 则 取决 于 它 跟 自己 的 直 积 | D?| 的 反对 称 
部 分 的 展开 式 ;如 果 这 个 展开 式 含 有 矢量 分 量变 换 的 部 分 , 则 非 零 矩阵 元 存在 . 

如 果 晶 格 的 点 对 称 群 ( 晶 类 ) 含 反 演 中 心 ,分 裂 显然 是 5k 的 二 阶 ; 这 很 明 
显 ,因为 表示 | D*| 的 平方 基 矢 在 反 演 下 显然 是 偶 的 ,而 失 量 的 分 量 改 变 符号 . 假 
如 晶 类 不 含 反 演 , 则 可 能 有 两 种 情况 . 例如 ,对 于 晶 类 O, 二 维 不 可 约 表示 已 和 
三 维 表示 F, 和 F, 的 自身 反对 称 乘 积 为 @ 

tf 
矢量 的 分 量 按 F, 变换 ;因而 ,二 重 简 并 频率 的 分 裂 是 5k 的 二 阶 , 而 三 重 简 并 的 
分 裂 是 一 阶 的 . 

我 们 转向 波 矢 非 零 的 振动 . 在 点 式 空间 群 的 情形 下 ,它们 的 分 类 与 前 面 所 
说 的 大 =0 的 情况 方式 相同 . 不 可 约 小 表示 在 这 里 与 矢量 上 的 点 对 称 群 的 不 可 
约 表示 相同 ,为 了 求 振动 的 小 表示 仍然 应 该 只 考虑 在 一 个 原 胞 内 的 原子 . 

我 们 以 金刚 石 晶 格 的 光学 振动 为 例 说 明 这 个 过 程 . 体 心 立方 体 的 倒 格子 与 
这 种 结构 的 面 心 布 拉 维 格子 相对 应 . 在 大 =0 点 (立方 体 胞 的 顶点 ) 波 矢 的 内 在 
对 称 是 O, ,而 且 (如 上 所 述 ) 存 在 光学 振动 的 一 个 三 重 简 并 频率 与 表示 F,, 相 对 
应 ;这 个 表示 的 特征 标 为 :@ 

下 dC Me We WE 1 RS 3 SD: 66, 
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”声学 振动 的 极限 频率 总 是 简 并 的 :该 振动 的 宏观 特征 导致 所 有 三 支 有 同一 值 w =0, 虽 然 并 非 来 
自 对 称 性 要 求 . 在 这 种 意义 上 这 个 简 并 是 "偶然 的 ”. 

加 ”点 群 的 不 可 约 表示 的 记号 ,参看 第 三 卷 $95. 

图 首先 列举 包含 在 点 群 Ts 中 的 对 称 元 素 , 然 后 是 它们 乘 以 反 演 7 所 得 元 素 . 元 素 3C, 是 以 立方 胞 
的 棱 为 轴 的 角度 7 旋转 ;6C; 是 以 立方 胞 各 面 对 角 线 为 轴 的 角度 站 旋转 ;6c "是 关于 立方 胞 相对 校 所 在 平 
面 的 反射 ;3c 是 关于 胞 面 所 在 平面 的 反射 . 


$137 一 维和 二 维 的 周期 结构 “375。 


我 们 考察 离开 k=0 点 时 这 个 频率 的 分 有 裂 . 
在 位 移 沿 立方 体 胞 的 空间 对 角 线 时 ,矢量 大 具有 内 在 对 称 Cj 对 于 这 个 
群 ,由 同样 三 个 振动 坐标 实现 的 表示 是 可 约 的 : 
E 2C; 30" 
3 0 l=E+A,, 
即 三 重 简 并 的 频率 分 裂 为 一 个 二 重 简 并 的 和 一 个 非 简 并 的 . 这 种 类 型 的 分 裂 也 
发 生 在 位 移 沿 立方 胞 棱 长 时 ,这 时 波 矢 的 内 在 对 称 是 Cs: 
BE :GG 26，25 2 
3 -1 -1 -1l l=E+B,. 
当 位 移 沿 立方 胞 的 一 个 面 的 对 角 线 时 ,矢量 大 的 内 在 对 称 降 低 到 C,,, 并 且 频 率 
的 分 裂 是 完全 的 : 
EB 6 于 CT 
| -1 =A +A +B,. 
对 于 非 点 式 空 间 群 的 晶 格 , 简 正 振动 的 分 类 十 分 复杂 ,我 们 就 讨论 到 此 为 
止 4. 
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扩展 到 无 限 距离 上 的 密度 函数 的 三 维 周期 性 是 固态 晶体 的 特性 . 我 们 考虑 
这 样 一 个 问题 :在 自然 界 中 能 否 存 在 其 密度 函数 只 有 一 维 或 者 二 维 周期 性 的 物 
体 (R. Peierls ,1934; 开 五， 朗 道 ,1937). 

例如 ,一 个 物体 有 密度 p =p(x) ,可 以 认为 是 由 排列 规则 的 彼此 平行 的 平面 
(垂直 于 x 轴 ) 组 成 ,但 原子 在 每 个 平面 内 随机 分 布 . 在 p =p(x*,Y) 时 ,原子 沿 直 
线 (平行 于 z 轴 ) 随 机 排列 ,同时 这 些 线 本 身 规则 地 排列 . 

为 研究 这 一 类 问题 ,我 们 考虑 一 小 块 物体 由 热 涨 落 引 起 的 位 移 . 显然 ,如果 
这 位 移 随 物体 线 度 的 增加 而 无 限 增 大 , 则 必定 会 “ 抹 平 " 葡 数 p, 即 与 所 作 的 假 
设 产生 矛盾 . 换 而 言 之 ,能 够 存在 的 结构 其 平均 位 移 ,无 论 物体 的 线 度 有 多 大 必 
须 总 是 有 限 的 . 

首先 ,我 们 验证 通常 晶体 满足 这 个 条 件 . 用 u(x,y,z) 记 坐标 为 x,yY,z 的 小 
块 的 涨 落 位 移 矢 量 , 并 把 它 表 示 为 傅 里 叶 级 数 

n= Wi18“; CEST, 


矢量 上 的 分 量 同时 取 正 负 值 ,因为 u 是 实 的 ,系数 u 有 关系 式 4 ,= ur . 级 数 
(137. 1) 中 将 只 出 现 波 矢 不 太 大 的 项 (kt<1《Xd,d 是 发 生 位 移 的 小 块 的 线 度 ). 我 


@ 这 一 类 群 的 例子 可 以 在 8$ 137 所 引 的 T. .Bunp 和 T. E. IIwxyc 的 书 中 找到 . 
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们 考虑 恒定 温度 下 的 涨 落 ; 其 概率 这 时 取决 于 公式 
- AP 
w exp| 一 了 )， (137.2) 
式 中 
AF, = [(F - Fydv (137,3 


是 物体 总 自由 能 在 涨 落 时 的 变化 ,而 下 现在 表示 属于 物体 单位 体积 的 自由 能 
(参看 (116.7) ). 

为 了 计算 AF ,必须 把 F-F 按 位 移 的 究 次 展开 . 这 时 进入 展开 式 中 的 并 非 
函数 z&(x*,y,z) 本 身 , 而 只 是 它 的 导数 ,因为 差 忆 -下 在 & = 常数 时 应 该 为 零 ,这 
时 对 应 于 物体 的 整体 简单 平移 . 很 显然 ,在 展开 式 中 不 可 能 有 导数 的 线性 项 :和 否 
则 ,FF 不 可 能 在 w=0 时 有 极 小 值 . 其 次 ,由 于 波 矢量 上 很 小 ,如 果 忽 略 含 高 阶 导 
数 的 项 ,自由 能 的 展开 式 只 需 限 于 w 的 一 阶 导 数 的 二 次 项 . 结果 我 们 求 得 AR 
形 为 

2 FVD ai pal kshy sh), (137.4) 


式 中 实 张 量 元 pi(i,l 是 求 和 所 遍及 的 张 量 指标 ) 是 矢量 分量 的 二 次 函数 呈 . 
根据 (111.9) ,由 此 得 位 移 和 撩 量 传 里 叶 分 量 的 均 方 涨 落 : 


人 下 mm : 
Ci = Pu(k.,k,,k,), (Baln) = 0 ER- (137.5) 


式 中 gp 是 张 量 wp, 的 逆 张 量 的 分 量 2. 为 更 加 明确 起 见 ,把 该 式 表示 为 
人 
VV 二 
式 中 量 4,, 仅 与 矢量 上 的 方向 有 关 (n =k/k). 平 均值 (wu,) 从 (137.6) 式 由 对 上 
求 和 得 到 ;用 通常 的 方式 把 对 大 求 和 转化 为 积分 ,例如 对 均 方 位 移 矢 量 求 得 
2 Au(n) dk dkdo 
人 7| Tan T/Au(n) (20) 
该 积分 在 下 限 ( 帮 0) 收敛 于 大 的 一 次 寡人 . 因此 ,位 移 涨 落 的 均 方 值 理所当然 
是 与 物体 体积 无 关 的 有 限 值 . 
下 一 步 ,我 们 考虑 具有 密度 函数 p =p(x*) 的 物体 . 因为 在 这 样 的 物体 中 在 y 
轴 和 z 轴 方向 上 p= 常数 ,所 以 沿 这 些 轴 的 任何 位 移 都 不 能 “ 抹 平 "密度 函数 而 


不 在 考虑 之 列 . 于 是 ,只 需要 考虑 位 移 u.. 容易 看 出 ,一 阶 导数 2 ,2 





(137.6) 
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@ 含 乘积 wxuuk'exp[i( 大 + 类)，r] 的 诸 项 , 当 大 关 -时 在 对 体积 积分 后 消失 . 

四 为 确定 (137.5) 中 共同 的 数值 系数 ,必须 考虑 到 每 个 乘积 uj ui 有 两 次 ( 二 类) 出 现在 (137.4) 中 ， 
给 出 2Re(uuua ) 而 乘积 waua 的 实 部 本 身 是 两 个 独立 乘积 之 和 . 

辆 ”值得 提醒 ,所 写 的 被 积 式 形式 只 适 于 不 太 大 的 上 值 . 


§137 一 维和 二 维 的 周期 结构 . 377 ， 


现在 自由 能 的 展开 式 中 :如 果 物 体 整体 绕 y 轴 或 z 轴 转动 , 则 这 些 导数 变化 ,然而 
自由 能 显然 保持 不 变 . 这 样 一 来 ,在 展开 式 下 -~ 下 中 需要 考虑 下 列 的 位 移 二 次 项 : 
du, 2 au， du, 97, Ba, i 2 
( 池 ) ， el (a 
为 了 简化 公式 ,我们 假设 yz 平面 内 各 向 同性 ,这 不 影响 最 后 结果 . 于 是 对 y 和 对 


z 的 导数 必须 以 对 称 性 组 合 出 现 . 代入 (137.3) 后 上 述 表 达 式 相应 地 给 出 这 样 一 
些 项 














[al | x. wl 
式 中 x =k + 上 .虽然 后 两 式 比 第 一 式 含有 波 矢 分 量 的 更 高 次 宕 ,然而 它们 可 
能 有 同样 的 数量 级 ,因为 事先 不 知道 与 x 的 相对 大 小 . 
于 是 ,自由 能 的 变化 形 为 





AF, = 了 [5 (137.8) 
式 中 9 是 变量 上 和 x 的 二 次 函数 . 代替 (137.7) 现 在 有 
dk _ Tr dk(x) 
(uw?) er te (137.9) 


但 是 ,在 k-»0 时 该 积分 对 数 发 散 . 均 方位 移 发 散 意 味 着 ,具有 特定 值 p(x) 的 某 
点 可 大 距离 移动 ; 换 而 言 之 ,密度 p(x) 在 整个 物体 中 * 抹 平 ", 因 此 除了 平凡 的 
p = 常数 ,任何 函数 p(x) 都 不 可 能 . 

对 于 物体 具有 p =p(x,y) 的 情况 ,类 似 的 讨论 导致 均 方位 移 的 如 下 表示 式 : 

sy dk,dk, dk, 
eda = pe 

式 中 9 仍 是 其 宗 量 的 二 次 函数 . 容易 看 出 ,该 积分 在 下 限 收敛 ,因此 平均 涨 落 位 
移 保持 有 限 . 于 是 ,具有 这 种 结构 的 物体 能 够 存在 ; 某 种 所 谓 的 “ 盘 状 " 液 晶 看 来 
具有 这 种 结构 . 

直到 目前 为 止 ,在 本 节 已 论 及 的 都 是 三 维 物体 ,只 是 其 中 原子 排列 的 有 序 
性 设想 为 二 维 (或 一 维 ) 的 . 现在 我 们 讨论 在 二 维系 统 中 原子 整齐 排列 的 可 能 性 
问题 ,在 这 种 系统 中 原子 只 占据 某 个 表面 9. 普通 固态 晶体 的 二 维 相似 体 是 薄 
膜 ,其 中 的 原子 以 规则 的 方式 排列 在 平面 晶 格 点 上 . 这 种 排列 能 够 用 密度 函数 
p(x,y) 来 描述 (与 前 面 所 考虑 的 情况 相 比 ,现在 有 另外 的 意义 ,因为 只 考虑 原子 
在 z= 常数 的 一 个 表面 上 ). 然而 ,容易 看 出 , 热 涨 落 “ 抹 平 " 这 种 晶体 ,因此 唯一 
的 可 能 性 是 p = 常数 . 实际 上 , 涨 落 位 移 u( 在 xy 平面 ) 分 量 的 乘积 的 平均 值 仍 
取决 于 形 为 (137.6) ,(137.7) 的 公式 ,只 是 现在 积分 遍及 二 维 k 空 间 : 


(137. 10) 


中 ”如 位 于 两 个 各 向 同性 相 界 面 土 的 单 分 子 吸 附 膜 (参看 8$ 159). 
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A,(n) dk,dk, 
ke (2T) 








(wu) = 7| (137. 11 ) 


并 且 k 一 0 时 积分 对 数 性 发 散 . 

但 是 ,在 这 里 必须 作 下 列 附带 说 明 . 严格 地 说 ,所 得 的 结果 只 意味 着 :二 维 
系统 的 尺度 (面积) 无 限 增 大 时 , 涨 落 位 移 成 为 无 穷 大 (而 允许 考虑 任意 小 的 波 
矢 ). 但 是 ,由 于 积分 发 散 的 缓慢 性 ( 对 数 性 ) 特征, 涨 落 还 很 小 时 薄膜 的 尺度 可 
以 已 经 很 大 2. 在 这 种 情况 下 ,有 限 大 小 的 薄膜 在 实际 上 可 能 显现 “固态 晶体 ” 
的 性 质 ,并 且 对 于 它 可 以 近似 地 讨论 二 维 晶 格 . 在 下 节 我 们 会 看 到 ,二 维系 统 的 
这 种 性 质 低温 下 表现 得 更 突出 . 


§138 二 维系 统 的 关联 函数 


表达 式 (137. 11) 决 定 二 维 晶体 系统 在 每 个 给 定点 的 均 方 涨 落 位 移 . 通过 考 
虑 在 系统 不 同 点 的 涨 落 之 间 的 关联 函数 ,可 以 更 深刻 地 理解 这 样 系统 的 性 质 . 

首先 指出 ,在 7 了 =0 下 ,二 维 晶 格 完全 能 够 以 任意 大 小 存在 :积分 (137. 11 ) 
的 发 散 正 是 由 热 (Tz0) 涨 落 引 起 ; 设 po(r) 是 该 系统 在 7T=0 下 的 密度 函数 2. 
现在 我 们 来 确定 在 有 限 的 却 是 足够 低 ( 与 德 拜 温度 相 比 很 小 ) 的 温度 下 密度 涨 
落 的 关联 明 数 . 在 这 些 条 件 下 ,品格 中 只 有 长 波 振动 被 激发 ; 换 而 言 之 ,密度 函 
数 的 变化 主要 取决 于 长 波 的 涨 落 . 

设 在 品格 r 点 的 原子 的 涨 落 位 移 为 u(r). 如 果 在 品格 常数 数量 级 的 距离 上 
销 数 u(r) 变 化 很 小 (这 相应 于 我 们 感 兴趣 的 小 波 矢 涨 落 ) , 则 在 空间 每 一 点 密 
度 的 变化 可 以 看 成 只 是 由 于 晶 格 有 等 于 位 移 矢 量 局 部 值 的 移动 . 换 而 言 之 , 涨 
落 中 的 密度 可 记 为 p(r) =po[r-a&(Cr)] ,而 在 不 同 点 mm 和 7, 的 涨 落 之 间 的 关联 
取决 于 平均 值 

(pl(ri)p(r)) = 《por — u(r) Jpolr, - u(r,)]). (138. 1) 
周期 性 函数 p(r) 可 展开 为 傅 里 时 级 数 ( 参 看 (133.2) ) : 
po(r) = 万 + 之 Ze。 (138.2) 


式 中 4b 是 (平面 的 ) 倒 格 和 撩 ;常数 项 Pp 已 从 和 式 中 分 出 . 把 这 些 级 数 代 人 (138.1) 
并 求 平均 ,下 面 将 会 看 到 ,b' 承 -b 的 乘积 ppr 项 都 消失 . b' = -2 的 乘积 对 
(138. 1) 给 出 贡献 

|ps| exp [ib: (r, -r,)](exp[-ib: (u, -uwu,)]) (138.3) 
(为 简便 起 见 , 记 w(r,) =u, ,u(r,) =w,). 


@ 具有 一 维 周期 性 的 三 维 物体 也 类 似 , 这 时 积分 (137.9) 对 数 发 散 . 
@@ 在 本 节 的 这 里 和 下 面 r= (x,y) 是 系统 平面 中 的 二 维 径 矢 . 
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位 移 矢 量 涨 落 的 概率 分 布 由 公式 (137.2) 给 出 ,其 中 AF, 是 与 u(r) 有 关 的 
二 次 泛 函 . 如 果 把 u(r) 在 空间 不 同 ( 离 散 的 ) 点 的 值 看 成 不 同 的 涨 落 量 x。(a = 
1,2,…) , 则 表示 它们 的 概率 分 布 是 高 斯 分 布 . 于 是 (138. 3 ) 中 的 求 平 均 可 以 利 
用 公式 
《exp(aw。x。)》 = exp( asas (xu ) ] 
(参看 $111 习题 ) ,这 给 出 
(exp[ -ib:.(u,—-u,)]» = exp| = bo] (138.4) 


式 中 

Ma(r) =《 (一 ua)(in -ua))》=24uu》 — haun) — (uzun) 
(r=r, -7,). 最 后 就 是 将 形 为 展开 式 (137.1) 的 wu, 和 w, 代入 . 这 时 注意 到 平均 
值 (wun.) 在 k' 承 -kk 时 为 零 ,而 在 k'= -大 时 由 (137.11) 式 给 出 ,得 

A,(n) dk.dk, 
We (27)™ 

在 很 小 时 该 积分 收敛 ,因为 在 k 一 0 时 因子 (1 -cosk，r) x kD. 积分 在 大 天 
一 侧 对 数 发 散 . 实际 上 ,这 种 发 散 性 仅仅 因为 在 大 大 值 下 所 用 的 近似 不 再 适用 : 
在 kk,,,，jhck。, ~ 了 时 (ce 是 声速 ;参看 8110) , 涨 落 不 再 是 经 典 的 (在 低温 下 ， 
这 个 条 件 在 k>>1/a 之 前 被 破坏 ,此 处 a 是 品格 常数 ). 另外 注意 到 ,在 上 很 大 时 
被 积 式 中 含 快速 振荡 因子 cosk*r 的 项 可 以 忽略 ,我 们 求 得 


X(T) = Aa In( kaoer) (138.6) 
(4, 上 的 横 线 表示 对 平面 内 的 矢量 k 的 方向 求 平均 )， 


把 (138.6) 代 人 (138.3)、(138.4) 并 对 5 求 和 ,可 得 所 求 的 关联 函数 ;这 个 
函数 随 距 离 " 增 大 而 减 小 的 渐 近 规律 取决 于 和 式 中 减 小 最 慢 的 项 : 


(p(ri)p(r)) -Pp « 世上 cosb:r, ay = bibiAa, (138.7) 
式 中 所 选 出 项 的 矢量 b 应 使 a, 具有 最 小 的 值 . 


由 此 可 见 ,在 二 维 晶 格 中 ,虽说 在 r 一 w 时 关联 函数 趋 于 0( 与 三 维 唱 格 不 
同 ,那里 趋 于 有 限 值 ) ,但 只 是 按 寡 律 ,而 且 温度 愈 低速 度 愈 慢 2. 


“2(1 —- cosk:r) 





(138.5) 


中 追 滴 该 因子 的 来 源 可 知 , 它 起 因 于 (138.3) 中 的 等 式 b'= -4b. 容易 证 明 , 在 b' -b 时 ,被 积 式 
中 的 相 消 不 发 生 , 积 分 将 发 散 . 因为 这 些 积分 出 现在 指数 宗 量 中 (参看 (138.3) ) ,所 以 它们 的 发 散 性 导致 
对 关联 函数 的 相应 贡献 变 为 零 . 

加 ”这 种 形式 的 关联 函数 已 由 Rice(T. M. Rice,1965 ) 对 别 的 二 维 物体 {二 维 超导体 ) 求 得 ,也 由 
RHKoays(B. Jancovici ,1967 ) 和 B. 几 . Bepesyaekxg(1971 ) 对 二 维 晶 格 求 得 ， 
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为 了 比较 值得 指出 ,在 普通 的 液体 中 关联 函数 按照 快 得 多 的 指数 律 减 小 
(参看 $ 116). 

我 们 强调 指出 ,根据 本 身 的 力学 特性 ,我 们 所 讨论 的 二 维 物体 属 固态 晶体 . 
这 一 点 从 以 下 事实 可 以 看 出 :它们 用 几 个 弹性 模 量 表征 ,而 不 像 液体 那样 只 用 
单个 的 体 压 缩 模 量 . 同样 值得 注意 ,关联 函数 (138.7) 是 各 向 异性 的 . 

对 于 密度 函数 为 p(x) 的 三 维系 统 的 关联 函数 ,相似 而 稍为 繁杂 的 计算 也 导 
致 同样 类 型 的 规律 . 


$139 ”分子 取向 的 对 称 性 


条 件 p = 常数 是 物体 呈 各 向 同性 的 必要 条 件 ,但 绝 不 是 充分 条 件 . 这 从 下 面 
例子 可 以 明显 看 出 . 我 们 设想 物体 由 长 形 分 子 构成 ,并 且 分 子 作 为 整体 ( 它 的 质 
心 ) 在 空间 的 所 有 位 置 都 是 等 概率 的 ,但 是 分 子 轴 取 向 显著 偏 于 一 个 方向 . 显 
然 , 这 样 的 物体 是 各 何 异 性 的 ,虽然 对 于 构成 分 子 的 每 一 个 原子 而 言 p = 常数 . 

对 于 这 里 将 要 讨论 的 对 称 性 ,有 关 性 质 可 以 用 不 同 原子 的 位 置 之 间 的 彼此 
关联 予以 表述 . 设 pad: 是 给 定 原子 1 的 位 置 后 原子 2 处 于 体 元 dV, 中 的 概率 
(这 时 通常 涉及 不 同类 型 的 原子 ) ;p1, 是 依赖 于 两 个 原子 的 坐标 r, 和 7, 的 函数 ， 
而 且 这 个 盟 数 的 对 称 性 质 决 定 物体 (有 P = 常数 ) 的 对 称 性 . 

密度 函数 p 为 常数 意味 着 ,物体 各 部 分 的 相对 位 置 改变 (体积 不 变 时 ) 并 不 
引起 物体 平衡 状况 的 任何 改变 , 即 不 引起 它 的 热力 学 量 有 任何 改变 . 这 正好 是 
表征 液体 (和 气体) 的 性 质 . 因此 ,可 将 p= 常数 有 旦 关联 函数 pi, 为 各 回 异 性 的 物 
体 归于 特殊 一 类 即 液晶 或 各 向 异性 的 流体 . 分 子 空间 取向 分 布 各 向 异性 的 物体 
应 归 到 这 里 . 

就 这 种 分 布 的 对 称 性 而 言 ,有 两 类 可 能 的 情形 . 其 中 之 一 (所 谓 丝 状 相 液 
晶 ) 关 联 函 数 仅 依赖 于 差 nm: =r, -7,; 当 矢量 ma 的 长 度 改变 而 方向 不 变 时 ,不 显 
示 任 何 周期 性 (虽然 可 有 随 mm 的 增 大 而 衰减 的 振荡 ). 换 而 言 之 ,这 种 函数 没有 
平移 对 称 ,而 且 它 的 对 称 群 只 可 能 由 各 种 旋转 与 反映 组 成 , 即 点 群 中 的 某 一 个 . 
从 纯 几 何 的 观点 看 来 , 它 可 以 是 具有 任意 阶 次 对 称 轴 的 任何 点 群 . 然而 , 绝 大 多 
数 已 知 的 向 列 相 液晶 看 来 都 有 完全 对 称 的 轴 , 沿 该 轴 的 两 个 方向 是 等 价 的 . 点 
群 C.,,D。 ,D., 有 这 种 性 质 2. 但 是 ,在 下 节 我 们 会 看 到 ,D. 的 对 称 性 (不 含 任 
何 对 称 面 ) 导致 液晶 状态 不 稳定 ,因而 自动 出 现 某 种 "次 级 "周期 结构 表征 液晶 
的 另 一 种 类 型 即 所谓 的 螺 状 相 液晶 . 

除了 列举 的 两 种 类 型 以 外 ,还 存在 另外 一 些 各 向 异性 的 具有 各 种 层 状 结构 
的 液态 物质 ,通常 把 它们 合 归 一 组 即 近 晶 相 液 最 . 看 起 来 ,至少 其 中 有 一 些 物体 


@ 在 其 余 的 轴 对 称 群 (C。,C。,) 中 , 轴 的 两 个 方向 不 等 价 . 一 般 说 来 ,这 样 的 一 些 液晶 是 热 释 电 的 . 
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其 密度 p(x) 仅 在 一 个 方向 上 是 周期 性 的 . 这 些 物 体 可 以 想像 为 由 彼此 可 自由 的 
相对 移动 的 等 间隔 平面 层 所 组 成 . 每 一 层 分 子 以 有 序 方式 取向 ,但 是 它们 的 质 
心 位 置 无 序 . 

在 $137 中 已 经 证 明 ,密度 函数 的 一 维 周 期 结构 可 被 热 涨 落 抹 平 . 然而 这 些 
涨 落 的 发 散 只 是 对 数 性 的 . 尽管 这 排除 了 一 维 周期 性 延伸 到 任意 大 距离 的 可 能 
性 ,但 是 并 不 排除 (正如 $ 137 末尾 已 经 指出 的 ) 它 有 可 能 存在 于 不 太 大 的 但 仍 
然 是 宏观 的 空间 区 域内 . 

最 后 ,应 当 提醒 ,在 普通 的 各 向 同性 的 液体 内 ,也 存在 两 种 不 同类 型 的 对 称 . 
如 果 构 成 液体 的 物质 没有 立体 异 构 体 ,那么 这 种 液体 不 仅 相对 于 绕 任 何 轴 的 任何 
角度 旋转 对 称 ,而 且 相 对 于 任何 平面 反映 都 是 完全 对 称 的 ; 换 而 言 之 , 它 的 对 称 群 
是 绕 一 点 旋转 的 完备 群 再 加 上 一 个 对 称 中 心 (K, 群 ). 如 果 液 体 物质 有 两 种 立 
体 异 构 体 ,并 且 液 体 所 含 这 两 种 异 构 体 的 分 子 数 不 等 , 则 液体 没有 对 称 中 心 ( 因 
而 不 会 允许 平面 反映 ), 它 的 对 称 群 就 只 是 绕 一 点 旋转 的 完备 群 (K 群 ). 
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丝 状 相 液晶 的 方向 对 称 性 是 单 轴 的 :在 液体 的 每 一 点 只 存在 一 个 唯一 的 分 
子 取向 即 轴 对 称 的 轴 向 . 所 以 这 种 物体 的 宏观 状态 可 以 通过 在 每 一 点 给 定 一 个 
用 以 规定 取向 的 单位 矢量 n(r) 来 描述 ;这 个 矢量 称 为 指向 矢 . 在 完全 平衡 状态 
下 物体 是 均匀 的 , 即 n= 常数 . 非 均匀 分 布 的 m(r) 描 述 液晶 的 各 种 不 同 的 形变 
在 宏观 的 形变 下 ,n(r) 跨 物体 缓慢 地 变化 (形变 的 特征 尺度 比分 子 尺 度 大 
得 多 ). 因此 ,函数 m(r) 对 坐标 的 导数 是 小 量 , 导 数 阶 次 愈 高 ,小 量 的 阶 次 也 愈 


高 . 把 液晶 形变 的 总 自由 能 写成 积分 形式 F = [FdV 后 , 我 们 将 自由 能 密度 按 


mr) 的 导数 的 寡 次 展开 (C. 双 .0Oseen,1933 ;F. C. Frank ,1958 ) . 
标量 FF 的 展开 式 只 可 能 含有 矢量 n 的 分 量 及 其 导数 的 标量 组 合 . 总 共存 在 
着 两 种 关于 一 阶 导 数 的 线性 标量 组 合 : 真 标量 Y. n 和 寿 标 量 n* YY xn. 其 中 
第 一 种 在 对 体积 积分 时 变 为 对 物体 表面 的 积分 ,因此 ,在 考虑 物质 的 体 性 质 时 
并 不 重要 . 
呈 一 阶 导 数 二 次 的 真 标 量 可 以 通过 写 下 四 阶 张 量 
on, 9n, 
xi gxm 
并 由 它 用 缩 并 一 对 指标 或 者 乘 以 矢量 的 分 量 的 方法 构成 不 变量 得 到 . 这 时 还 
应 该 考虑 到 矢量 n 是 单位 矢量 ,因此 
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用 这 种 方法 我 们 求 得 不 变量 : 
2 on, on, . On on, 
[(n. V)n], En dn (CW = Dy Be 
但 是 最 后 两 式 彼此 仅 差 一 散 度 ; 
Le 扣 和 本 -部 9m 9nmi 
ax Ox, Ox, Ox, ls 8xz Bi | 


所 以 它们 对 总 自由 能 的 贡献 只 相差 意义 不 大 的 物体 面积 分 (J. 上. Ericksen， 
1962). 因此 ,不 变量 ? 
9mk On 2 2 
Fr =(n.: Vxn) +(V:.n)., 
以 及 (ny xn) 可 以 选 作 独立 不 变量 . 最 后 ,还 可 以 构造 一 阶 导 数 的 二 次 厢 标 
量 :(n :Vxn)V: no. 
呈 二 阶 导数 线性 的 标量 也 属于 同 阶 小 量 ; 但 是 ,所 有 这 些 量 都 可 以 通过 分 
部 积分 归结 为 一 阶 导 数 的 二 次 项 . 
因此 ,我 们 得 到 液晶 自由 能 密度 的 如 下 表达 式 


F =Fo+tbn Vxnt+ (Vn) +F(n Vxn)’ + 


+ [ne Va] +as(n: Vxn) Vn, (140. 1) 


式 中 ba ,aa ,ai ,ai 为 常数 (温度 的 上 函数 ). 

正如 上 节 已 经 指出 的 ,在 所 有 已 知 的 这 种 类 型 的 液晶 中 方向 于 与 -于是 等 
效 的 ;为 满足 这 一 要 求 必须 设 ac =0. 其 次 ,如 果 在 晶体 的 对 称 元 素 中 有 平面 对 
称 , 则 应 该 有 28 =0. 实际 上 ,因为 na: Y xn 是 寿 标 量 . 而 自由 能 是 真 标量 ,所 以 
系数 尹 必 须 是 厦 标 量 . 但 是 具有 平面 对 称 的 介质 不 可 能 用 尾 标 量 来 表征 ,因为 
平面 反映 会 导致 等 式 b= -4b. 因而 , 丝 状 相 液 晶 的 自由 能 为 


F = 到 + 村 ( 双 . 1) + 2(n ‘Vxn)’ + [(n . V)n]’. (140.2) 


所 有 的 三 个 系数 al ,az ,ai 都 应 该 是 正 的 . 于 是 n = 常数 对 应 于 平衡 态 . 
假如 液晶 不 具有 对 称 面 , 则 4 天 0@. 我 们 可 把 (140.1)( 其 中 a, =0) 式 改写 
成 


@ 选 一 个 坐标 轴 (z 轴 ) 沿 空间 给 定点 的 方向 (这 时 9n,/9x; =0) ,并 把 表达 式 展开 为 分 量 形 式 , 容 
易 证 明 该 式 . 

名 乘积 [(m.)n] .只 xnmn=0, 因 为 从 只 要 =0 得 出 (mV)n= -mx(Wxn). 

国 由 间 一 种 非 镜像 对 称 分 子 的 立体 异 构 体 物质 组 成 的 液晶 (包括 所 有 螺 状 相 液晶 ) ,总 有 这 种 对 称 
性 . 由 同一 种 物质 的 两 种 不 同 立 体 异 构 体 组 成 的 晶体 ,常数 5 的 符号 不 同 . 
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FP =F +3( Vn + Vxn+g) +2[(n. V)n]’, 


(140.3) 
式 中 g。=b/a,( 而 常数 -b /2a, 已 包含 在 Po 内). 这 种 物质 的 平衡 态 对 应 于 指 
向 矢 的 方向 分 布 ,这 时 
Vn=0, (nn V)n=0, nVxXxn=- qo. 
这 些 方程 有 解 
mn。 =0, n, = cosgox， 有 = sin gox. (140.4) 
这 种 结构 ( 即 螺 状 相 液 晶 ) 可 以 想像 成 由 如 下 过 程 得 来 : 线 型 介质 最 初 以 
n= 常数 沿 yz 平面 的 某 个 方向 定向 ,然后 绕 x 轴 均 匀 旋 转 . 螺 状 相 晶体 的 取向 对 
称 沿 空间 的 某 个 方向 (x 轴 ) 是 周期 性 的 (因此 关联 函数 p,, =pa(xz,ra)). 矢量 
n 沿 x 轴 每 经 过 长 度 为 27/g。 的 间隔 就 返回 原 值 ;但 是 由 于 方向 m 和 -=- 严 在 物 
理 上 等 价 ,真正 的 结构 重复 周期 等 于 m/go. 这 样 的 结构 , 常 称 作 螺旋 型 的 . 
当然 ,仅仅 在 螺旋 型 结构 的 周期 远大 于 分 子 尺度 的 条 件 下 ,上 述 的 理论 才 
成 立 . 实际 上 , 螺 状 相 液晶 总 满足 该 条 件 ( 周 期 nm/g。~10 cm). 
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本 节 考 虑 在 丝 状 相 液晶 中 指向 矢 严 的 方向 涨 落 (P. G. de Gennes,1968). 

把 n 表示 成 n=n,。 +v, 式 中 mo 三 元 是 跨 整 个 体积 不 变 的 平衡 方向 ,而 = 
An 是 偏离 该 值 的 涨 落 . 因为 到 =mo =1, 所 以 mm .zz=0, 即 矢量 > 垂直 于 mo. 与 
此 相应 , 涨 落 的 关联 函数 

人 (141. 1 ) 

是 垂直 于 mu 的 平面 中 的 二 维 张 量 (a,B 是 该 平面 内 的 矢量 的 指标 ). 在 均匀 但 
各 向 异性 的 液体 中 ,这 个 函数 不 仅 与 矢量 r= 疡 -六 的 大 小 有 关 , 而 且 也 与 它 的 
方向 有 关 . 

磁场 对 指向 矢 的 涨 落 有 强烈 影响 . 这 种 效应 与 液晶 的 自由 能 密度 中 出 现 的 


F =- (nH)’. (141.2) 


magn 


此 项 与 撩 量 n 本 身 有 关 , 而 不 是 像 (140.2) 那 样 与 n 的 导数 有 关 ?. 如 果 X。>0， 
则 平衡 方向 rn 与 场 的 方向 一 致 ;如 果 xX。<0, 则 它 在 垂直 于 场 的 平面 内 . 为 明确 
起 见 , 令 X >0, 因 此 no/H. 这 时 (n* 及 )*~=H (1 -vy ); 略 去 与 v 无关 的 项 ,我 
们 有 

@ ”在 单 轴 各 向 异性 的 介质 中 ,磁化 率 是 形 为 Xa =Xo8u +X。nins 的 张 量 ,而 介质 磁化 对 自由 能 有 和 贡 
献 -XuH,H,/2. 量 (141.2) 是 该 贡献 的 与 a 有 关 的 部 分 . 
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X。 
a Hv. (141.3) 


根据 (140.2) 和 (141.3) 取 FF 并 且 只 保留 v 的 二 阶 量 , 我 们 得 到 涨 落 中 总 
自由 能 变化 的 如 下 表达 式 


AF., = z/[a(v py)’ +a(V xz) + ae) +x,Hv’ |av 


F 


(141.4) 
( 取 x 轴 沿 me 方向 ). 应 该 着 重 指出 ,一旦 用 了 晶体 形变 能 表达 式 (140. 2) ,我 们 
就 局 限于 考虑 波长 远大 于 分 子 尺度 的 涨 落 . 
现在 ,类似 于 $116 那样 把 涨 落 量 zw(r) 表 示 为 在 体积 了 中 的 傅 里 叶 级 数 : 
z = Di 3 区 (141. 5 ) 
把 此 级 数 代入 之 后 , 式 (141.4) 变 成 (AF,)， 项 之 和 ,其 中 每 一 项 都 仅仅 与 特定 
值 上 的 分 量 y, 有 关 . 选取 xy 平面 使 之 过 方向 k( 和 五 ) ,我 们 得 到 
ER 二 7[ (ai 了 


由 此 (参看 §116) 我 们 求 得 均 方 涨 落 : 


i Hi)’ 
| Bp; Sn Xa 
V(ask, + ask. +xXH ) 
《Ze 三 念 : 


我 们 看 到 ,没有 场 时 傅 里 叶 分 量 v 的 涨 落 在 k 一 0 时 无 限 地 增 大 (然而 , 决 
定 矢量 > 本 身 均 方 值 的 对 d 丰 的 积分 仍 是 有 限 的 ). 施加 磁场 压制 了 在 波 矢 上 < 
有 (XY。/a)“ 处 的 涨 落 ( 这 里 a 是 系数 ci ,ai ,ai 的 数量 级 ) 人. 

关联 函数 (141. 1) 可 以 由 (141.6) 按 照 以 下 公式 计算 : 


(00)》 = | Cr) ta 


(参见 (116. 13)). 我 们 不 在 这 里 写 出 元 长 的 积分 结果 多 , 仅 指 出 ,不 存在 场 时 关 


(141.7) 


@ 涨 落 的 这 种 特征 类 似 于 通常 的 液体 密度 在 临界 点 附近 的 涨 落 行为 或 者 序 参 量 在 二 级 相 变 点 附 
近 的 涨 落 行 为 (参看 下 面 的 §146、§152). 虽然 在 这 里 提 到 的 情形 中 ,到 临界 点 的 距离 "是 压制 涨 落 的 
因素 ,而 在 这 里 是 与 温度 无 关 的 因子 外 磁场 . 我 们 注意 到 , 正 是 因为 当 上 很 小 时 r 的 涨 落 增 大 , 才 可 以 认 
为 这 些 涨 落 与 别 的 涨 落 量 无 关 . 就 此 而 言 最 重要 的 是 ,我 们 不 考虑 二 级 相 变 点 的 附近 . 在 那里 ,表征 相 变 
的 其 它 量 的 涨 落 也 增 大 ,一般 已 经 不 能 再 认为 n 的 涨 落 与 其 它 量 的 涨 落 无 关 . 还 必须 强调 , 涨 落 的 增 大 并 
不 给 公式 (141.6) 的 应 用 范围 带 来 任何 限制 ,可 是 ,例如 公式 (146. 8) 的 适用 性 受 不 等 式 (146.15) 限 制 . 

名 ”推导 中 表达 式 (141.6) 当然 应 该 改写 成 与 坐标 轴 的 具体 选择 无 关 的 形式 . 
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联 函 数 随 距 离 r = |r, -r | 增加 如 1xr 一 样 减 小 . 在 有 场 的 情况 下 , 减 小 成 为 指 
数 型 ,关联 半径 mr ~ (a/x。)“H-. 

类 似 的 方法 也 可 以 处 理 螺 状 相 液晶 的 指向 矢 方 向 涨 落 ,这 里 只 作 简 要 评 
述 . 

在 胆 省 型 介质 中 ,能 够 区 别 出 螺 旋 状 结构 的 局 部 轴 向 的 涨 落 与 相位 即 矢 量 
n 绕 该 轴 转 角 的 涨 落 . 这 两 种 中 第 一 种 类 型 的 涨 落 是 有 限 的 . 相位 涨 落 的 均 方 值 
(无 磁场 时 ) 在 k 一 0 的 情形 下 呈 对 数 性 发 散 . 在 这 方面 ,具有 一 维 周期 性 取向 结 
构 的 介质 中 的 涨 落 完 全 类 似 于 具有 一 维 周 期 性 粒子 构 形 的 介质 中 的 涨 落 
(§137). 严格 地 说 ,在 任意 大 的 介质 中 这 种 周期 性 本 来 就 是 不 可 能 的 . 但 是 ,由 
于 螺 状 相 液 晶 螺旋 结构 的 周期 很 大 , 涨 落 的 发 散 性 仅仅 出 现在 很 大 的 尺度 上 ， 
以 致 整个 问题 变 为 纯粹 抽象 的 . 

关于 由 规则 排列 的 平面 层 所 构成 的 近 晶 相 液晶 中 的 涨 落 ,可 以 说 几 句 . 正 
如 在 $ 139 中 指出 的 ,这 种 结构 会 被 热 涨 落 “ 抹 平 " ,因此 只 能 出 现在 有 限 体积 
中 . 然而 ,有 趣 的 是 这 些 涨 落 会 受 磁场 压制 . 我 们 要 解释 这 种 效应 的 来 源 . 

在 每 一 层 中 ,分子 都 以 指向 矢 n 为 主导 方向 有 序 地 取向 ; 设 该 方向 垂直 于 
层 表 面 . 在 涨 落 时 ,发 生 层 表面 的 形变 及 指向 矢 的 转动 ; 设 x 是 层 上 各 点 的 位 移 
矢量 ,而 v 仍 为 指向 矢 的 改变 (m = ms +z). 在 长 波形 变 下 ,可 以 把 层面 看 作 几 何 
面 ,而 且 这 时 小 量 v 与 w 彼此 以 关系 式 y= -了 (wu: n,) 相 联系 (方向 的 改变 垂 
直 于 表面 ) ;对 其 傅 里 时 分 量 有 :mw = -ix (wu,: n。), 式 中 x 是 上 在 层 平面 内 的 
分 量 . 在 有 磁场 时 ,指向 矢 的 方向 改变 给 AF, 带 来 正比 于 w 的 附加 贡献 
(141.3). 这 又 导致 决定 均 方 涨 落 位 移 的 积分 (137. 9) 中 被 积 式 的 分 母 出 
现 ~x 的 项 (以 及 ~x' 的 项 ) ;结果 积分 不 再 发 散 . 

最 后 ,我 们 考虑 存在 丝 状 相 二 维系 统 ( 薄膜) 的 可 能 性 问题 . 在 这 种 系统 中 ， 
分 子 的 取向 由 置 于 薄膜 平面 内 的 指向 和 撩 n 指定 . 如 果 考 虑 它 的 涨 落 (具有 在 薄 
膜 平面 内 的 波 和 撩 ) , 则 可 得 到 与 (141.6) 相 似 的 式 子 :在 没有 场 时 , (wi)〉x 
1/g(k,,k,) , 式 中 p(k,,k,) 是 矢量 的 分 量 的 二 次 函数 . 但 是 为 了 求 得 总 的 涨 
落 《w ) 必须 把 这 个 式 子 对 kc kdk 积分 ,并 且 积 分 对 数 性 发 散 . 因此 , 热 涨 落 
抹 平 二 维 丝 状 相 结 构 . 然而 ,就 像 固态 晶体 二 维 结构 (§137) 的 情形 一 样 ,对 数 
性 发 散 并 不 排除 在 有 限 区 域内 存在 这 种 结构 的 可 能 性 . 
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在 §83 中 曾经 指出 :具有 不 同 对 称 的 两 相 ( 唱 态 和 液态 .不 同型 的 晶 态 ) 之 
间 ,不 能 像 液 态 和 气态 之 间 所 可 能 的 那样 以 连续 的 方式 发 生 相 变 . 在 每 一 种 状态 
下 ,物体 具有 这 种 或 者 另 一 种 对 称 ,因此 总 是 可 以 说 出 它 属 于 两 相 中 的 哪 一 相 . 

不 同型 晶 态 之 间 的 转变 通常 通过 相 变 实现 , 相 变 
中 蝇 格 突然 重 构 , 而 物体 的 状态 经 历 四 变 . 但 是 除了 
这 种 跃 变 以 外 ,还 可 能 有 另外 一 类 与 对 称 的 改变 有 关 
的 相 变 . 为 了 阐明 这 种 相 变 的 性 质 ,我 们 举 一 个 具体 
例子 .在 高 温 下 ,BaTi0, 具有 立方 唱 格 ,其 品 胞 如 图 
60 所 示 (Ba 原子 在 项 点 ,0 原子 在 面 心 ,Ti 原子 在 胞 
的 体 心 ). 当 温 度 降 到 某 一 确定 值 时 ,Ti 原子 和 0 原 
子 开始 沿 着 立方 体 某 一 条 棱 的 方向 相对 于 Ba 原子 移 
动 . 显然 ,只 要 这 种 位 移 一 开始 发 生 , 唱 格 的 对 称 就 立 
刻 改变 :从 立方 对 称 变 到 四 方 对 称 . 

这 个 例子 的 特征 在 于 :物体 的 状态 并 不 发 生 任 何 跃 变 . 晶 格 中 原子 的 位 形 2 
以 连续 的 方式 变化 .但 是 ,原子 偏离 它们 原始 对 称 位 形 的 位 移 不 管 多 么 小 ,都 足 
以 使 晶 格 对 称 立 刻 改 变 . 以 这 种 方式 实现 的 从 一 种 晶 型 到 另 一 种 唱 型 的 转变 ， 





@ 为 了 简化 讨论 起 见 ,我 们 约定 谈 及 原子 的 位 形 及 其 对 称 时 , 视 原子 如 同 静 止 . 实际 上 ,应 该 讲 原 
子 在 空间 不 同位 置 的 概率 分 布 和 这 种 分 布 的 对 称 . 
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称 为 二 级 相 变 ,以 区 别 于 通常 的 相 变 ,相应 地 后 者 称 为 一 级 相 变 2. 

因此 ,说 二 级 相 变 是 连续 的 , 指 物体 的 状态 以 连续 的 方式 变化 . 然而 应 当 强 
调 ,在 相 变 点 对 称 的 变化 自然 是 跳 获 的 ,而 在 每 一 时 刻 可 以 说 出 物体 属于 两 相 
的 哪 一 相 . 但 是 ,在 一 级 相 变 点 ,两 种 不 同 状态 的 物体 处 于 平衡 ,而 在 二 级 相 变 
点 两 相 的 状态 等 同 . 

除了 物体 对 称 的 改变 由 原子 位 移 引 起 (如 以 上 所 举 的 例子 ) 的 情形 以 外 ,在 
二 级 相 变 过 程 中 对 称 的 改变 也 可 由 晶体 排序 上 的 变化 而 引起 .在 $64 中 已 经 指 
出 ,如 果 某 种 给 定 类 型 的 原子 所 可 能 占有 的 格 点 数目 超过 该 种 原子 本 身 的 数 
目 ,那么 出 现 排 序 的 概念 .我 们 把 该 种 原子 在 完全 规则 晶体 中 所 处 的 位 点 称 为 
“本 座 ” ,相应 地 , 当 晶 体 “ 无 序 化 "时 这 种 原子 的 一 部 分 所 转移 到 的 位 点 称 为 
“ 异 座 ”. 在 我 们 感 兴趣 的 许多 二 级 相 变 问题 中 “本 座 "” 和 * 异 座 " 在 几何 上 是 完 
全 相似 的 ,其 区 别 只 在 于 该 种 原子 处 于 这 两 种 格 点 上 的 概率 不 同 2. 现在 如 果 在 
本 . 异 座 的 概率 相等 ( 当然 它们 不 会 等 于 1) ,那么 所 有 这 些 格 点 都 变 成 等 效 的 ， 
因而 出 现 新 的 对 称 元 素 , 也 就 是 说 晶 格 对 称 性 提高 . 这 样 的 晶体 称 为 无 序 晶 体 . 

我 们 就 以 上 所 述 举例 说 明 . 完全 有 序 的 CuZn 合金 具有 立方 晶 格 ,其 Zn 原 
子 辟 如 说 位 于 立方 胞 的 顶点 ,Cu 原子 位 于 体 心 (图 6la; 简 立方 布 拉 维 格子 ). 当 
温度 升 高 而 发 生 “ 无 序 化 ”时 ,Cu 原子 和 Zn 原子 改变 位 置 ,这 就 是 说 ,两 种 原子 
在 所 有 格 点 上 出 现 的 概率 都 不 等 于 零 . 只 要 Cu( 或 Zn) 原子 处 于 胞 顶点 和 体 心 
的 概率 不 一 样 ( 晶体 不 完全 无 序 ) ,那么 这 些 格 点 仍旧 不 是 等 效 的 ,而 晶 格 仍旧 
保持 原来 的 对 称 . 但 是 这 些 概率 一 旦 相等 ,所 有 的 格 点 就 变 成 等 效 的 ,因而 晶体 
的 对 称 提 高 ,出 现 新 的 平移 周期 (从 胞 顶点 到 体 心 ) ,因而 晶体 具有 体 心 立方 的 
布 拉 维 格子 (图 61b)@. 











@ 二 级 相 变 点 也 称 为 居 里 点 (特别 是 与 物体 的 磁 结 构 变 化 有 关 的 相 变 点 ). 

加 ”应 当 注 意 ,这 里 总 可 以 认为 :原子 处 于 “本 座 " 的 概率 大 于 处 于 “" 异 座 " 的 概率 ,只 不 过 因为 否则 
就 应 当 颠 倒 叫 法 . 

图 原则 上 可 能 发 生 如 下 情况 :有 序 化 的 出 现 并 不 引起 晶体 对 称 的 改变 . 在 这 种 情形 下 二 级 相 变 是 
不 可 能 的 :即使 有 序 晶体 会 以 连续 方式 过 渡 到 无 序 , 比 热 也 不 会 发 生 任何 牙 变 ( 见 后 ). 当然 ,在 这 种 情形 
下 一 级 相 变 是 可 能 的 . 
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以 上 我 们 只 讨论 了 不 同 晶 型 之 间 的 转变 . 但 是 二 级 相 变 未 必 就 应 该 涉及 唱 
格 中 原子 位 形 的 对 称 变化 . 以 不 同 的 别 种 对 称 性 质 描述 的 两 相 之 间 , 也 可 通过 
二 级 相 变 实现 相互 转变 . 铁 磁 或 反 铁 磁 物质 居 里 点 就 是 例子 ;在 这 种 情况 下 ,我 
们 考虑 物体 中 基本 磁 甜 排列 对 称 的 改变 (更 确切 地 说 ,物体 中 电流 j 的 消失 , 参 
看 $128 第 一 个 脚注 ). 金属 转变 为 超 导 状 态 ( 没 有 磁场 时 ) 和 液态 氨 转变 为 超 
流 态 也 都 是 二 级 相 变 . 在 这 两 种 情形 下 ,物体 的 状态 都 以 连续 的 方式 变化 ,但 是 
在 相 变 点 ,物体 都 获得 全 新 的 性 质 . 

因为 在 二 级 相 变 点 两 相 的 状态 完全 一 致 ,显然 ,正好 在 相 变 点 时 物体 的 对 
称 总 应 该 包含 两 相 的 全 部 对 称 元 素 . 以 后 将 证 明 : 相 变 点 处 的 对 称 与 该 点 一 便 
的 对 称 即 两 相 中 一 相 的 对 称 处 处 一 致 . 因此 ,在 二 级 相 变 时 物体 对 称 的 改变 具 
有 如 下 非常 重要 的 共同 性 质 :两 相 中 的 对 称 彼此 联系 ,一 相对 称 较 高 ,而 另 一 相 
较 低 @. 必须 着 重 指出 :在 一 级 相 变 时 ,物体 对 称 的 改变 不 受 任何 限制 ,两 相 的 对 
称 可 以 彼此 毫 无 共同 之 处 

在 绝 大 多 数 已 知 的 二 级 相 变 情形 下 ,对 称 较 高 的 相 , 对 应 于 较 高 的 温度 ,而 
对 称 较 低 者 对 应 于 低温 度 . 特别 是 ,从 有 序 态 到 无 序 态 的 二 级 相 变 总 是 在 温度 
升 高 时 发 生 . 然而 ,该 规则 不 是 热力 学 的 规律 ,因此 容许 有 例外 

为 简便 起 见 ,以 下 约定 把 更 对 称 的 相称 为 对 称 的 ,而 把 欠 对 称 的 相称 为 非 
对 称 的 . 

为 了 定量 地 表征 物体 在 经 过 相 变 点 时 结构 的 变化 ,可 引入 所 谓 的 序 参 量 7， 
它 的 定义 方式 应 使 得 它 在 非 对 称 相 中 取 非 零 值 ( 正 或 负 ) ,而 在 对 称 相 中 等 于 
零 . 因而 ,对 于 与 原子 偏离 其 对 称 相 中 位 置 有 关 的 相 变 ,n 可 理解 为 该 偏 移 量 . 
对 于 和 晶体 排序 改变 有 关 的 相 变 (如 上 述 的 CuZn 合金 例 ) ,参数 了 可 以 定义 为 


Wie, Ee Wy 





n = ， 
Wrie, + W7n 


式 中 we, 和 wz 分别 为 Cu 和 Zn 原子 处 于 任 一 给 定格 点 的 概率 . 对 于 磁 相 变 ,7 
可 取 作 铁 磁 体 的 单位 体积 宏观 磁 矩 或 者 反 铁 磁体 的 子 品格 磁 和 矩 . 
我 们 再 次 强调 :物体 对 称 的 改变 (增加 ) 只 发 生 在 精确 地 变 成 零 的 时 刻 ; 
只 要 序 参 量 不 等 于 零 ,不 管 多 小 都 导致 对 称 降 低 . 在 过 二 级 相 变 点 时 ,7 连续 地 
在 二 级 相 变 点 不 存在 状态 的 跃 变 ,这 就 使 得 物体 状态 的 热力 学 函数 ( 烂 .能 


@ 必须 提醒 ,这 里 所 说 的 高 对 称 应 包含 男 一 较 低 对 称 的 所 有 元 素 { 转动 .反映 ,平移 周期 ), 以 及 此 
外 的 附加 元 素 . 

上 述 要 求 是 二 级 相交 可 能 发 生 的 必要 条 件 ,但 绝 非 充 分 ;下 面 将 看 到 ,在 这 种 相 变 下 对 称 的 可 能 变化 
还 服从 进一步 的 限制 . 

@@ ” 罗 澳 尔 盐 的 低 居 里 点 便 是 一 例 , 在 该 点 以 下 晶体 属于 斜 方 晶 系 ,而 该 点 以 上 属 单 斜 晶 系 . 
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量 .体积 等 ) 在 过 相 变 点 时 保持 连续 . 因此 ,二 级 相 变 不 同 于 一 级 相 变 ,不 伴 有 放 
热 或 吸 热 . 但 是 下 面 将 要 看 到 :上 述 这 些 热 力学 量 的 导数 ( 即 比 热 、 热 膨胀 系数 、 
压缩 率 等 ) 在 二 级 相 变 点 处 有 了 暑 变 . 
值得 注意 :从 数学 上 看 ,二 级 相 变 点 是 热力 学 量 特别 是 热力 学 势 @ 的 某 种 
奇 点 (这 种 奇 点 的 特性 将 在 §148, §149 讨论 ). 为 阐明 这 一 点 ,首先 提醒 一 级 
相 变 点 并 不 是 奇 点 , 它 只 是 两 相 热 力学 势 B,(P,T) 和 @B,(P,7T) 彼 此 相等 的 点 ， 
并 且 相 变 点 两 侧 的 隧 数 B, 和 更 , 中 的 每 一 个 对 应 于 物体 的 某 一 平衡 态 (虽然 
可 能 是 亚 稳 的 ). 然而 ,在 二 级 相 变 中 ,如果 形式 地 从 相 变 点 的 另 一 侧 看 任 一 相 
的 热力 学 势 ,那么 它 根本 不 对 应 于 任何 平衡 态 ,也 就 是 说 ,不 对 应 于 更 的 任何 极 
小 值 (在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 :对称 相 的 热力 学 势 在 相 变 点 的 另 一 侧 甚至 会 对 
应 于 外 的 极 大 值 ). 
根据 以 上 所 述 ,在 二 级 相 变 中 不 可 能 有 过 热 或 过 冷 的 现象 (它们 可 以 出 现 
在 通常 的 相 变 中 ). 在 这 种 情况 下 ,两 相 中 的 任 一 相 都 不 可 能 越过 相 变 点 而 在 另 
一 侧 存 在 (当然 ,这 里 没有 考虑 建立 原子 平衡 分 布 所 需要 的 时 间 , 它 在 固态 晶体 
中 可 以 很 长 ). 
习 题 
设 c 是 二 元 固溶体 一 种 成 分 的 原子 浓度 ,而 co 是 该 原子 “本 座 ” 的 浓度 . 如 
果 c 关 co ,晶体 不 可 能 完全 有 了 序 . 假定 差 c -co 很 小 而 且 吕 体 几乎 是 完全 有 了 序 的 ， 
确定 原子 在 “ 异 座 "的 浓度 入 ,并 将 之 用 c=c, 时 入 该 有 的 值 A,( 对 于 给 定 的 PP 
和 T) 来 表示 (C. Wagner,W. Schottky ,1930 ) . 
解 :我 们 总 是 只 考虑 一 种 成 分 的 原子 ,引入 原子 在 蜡 座 的 浓度 入 及 本 座 不 
为 该 原子 占有 的 浓度 人 ;浓度 相对 于 晶体 中 全 部 原子 总 数 而 定义 . 显然 ， 
c—e = 二 入 一 入 . (1) 
把 整个 晶体 看 成 是 “溶液 "溶质 "为 处 于 异 座 的 原子 与 不 为 原子 占有 的 
本 座 , 而 处 于 本 座 的 粒子 起 溶剂 的 作用 . 于 是 ,原子 从 异 座 过 渡 到 本 座 , 可 以 看 
成 是 溶质 (具有 小 浓度 入 和 A') 之 间 发 生 “ 化 学 反应 ”生成 溶剂 (浓度 二 1). 对 这 
种 “反应 "运用 质量 作用 定律 ,我 们 得 到 AA' = 天 ,此 处 天 仅 与 已 和 7 有 关 . 在 c= 
co 时 应 该 有 入 = 和 A' 三 Ao, 所 以 K=As, 结 果 
NA 安 凑 呈 (2) 
从 (1) 和 (2) 可 得 所 求 的 浓度 


入 = 3[(e-e) 中 ACE 一 +4Ao]， 
A = 1[-(e-e) + Ve -oe) +4A]. 
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二 级 相 变 定 量 理论 的 出 发 点 ,在 于 考虑 在 相对 于 对 称 态 有 一 定 的 偏离 时 
( 即 在 给 定 的 序 参 量 m 下 ) 物体 的 热力 学 量 ; 例 如 ,把 物体 的 热力 学 势 表 示 为 P， 
TT 和” 的 函数 . 当然 ,这 里 必须 注意 ,在 函数 B(P,T,n) 中 ,变量 在 某 种 意义 
下 与 变量 P,7T 并 不 同等 ;压强 与 温度 可 以 任意 给 定 ,而 实际 出 现 的 7 值 本 身 必 
须 由 热平衡 条 件 即 (在 给 定 P,T 下 ) 的 极 小 值 条 件 来 决定 . 

在 二 级 相 变 过 程 中 状态 变化 的 连续 性 ,在 数学 上 表示 为 在 相 变 点 附近 ,7 
可 以 取 任 意 小 的 值 . 在 考虑 相 变 点 的 邻 域 时 ,我 们 把 B(P,7T,”n) 按 的 帘 展 开 
为 级 数 : 

BD(P,T,n) = PB +ant+An +Cy +Bn +…, (143.1) 

式 中 系数 w,4,B,C,… 都 是 已 和 7 的 函数 ， 

然而 ,必须 着 重 指 出 :把 B 记 为 正则 展开 (143. 1) 并 没有 考虑 到 已 经 指出 
的 情况 即 相 变 点 是 热力 学 势 的 奇 点 ;后 面 把 (143. 1) 中 的 系数 按 温度 的 宪 次 展 
开 时 也 有 这 个 问题 . 本 节 与 后 面 的 $144 一 $146 涉及 的 理论 都 假定 这 种 展开 成 
立 @; 展 开 的 适用 性 条 件 问题 ,将 在 8$ 146 中 讨论 . 

可 以 证 明 ( 参 看 下 节 ) ,如 果 %=0 和 mm 关 0 的 
状态 有 不 同 的 对 称 ( 正 如 所 假设 的 ) , 则 展开 式 
(143. 1) 中 的 一 次 项 恒 为 零 :a=0. 至 于 二 次 项 中 
的 系数 4(P,7) , 则 很 容易 看 出 :在 正好 相 变 点 处 
它 必须 变 为 零 . 事实 上 ,在 对 称 相 中 值 n=0 应 该 
对 应 于 @ 的 极 小 值 ;为 此 ,显然 必须 有 4 >0. 然 
而 ,在 相 变 点 另 一 侧 的 非 对 称 相 中 ,与 稳定 态 ( 即 7 
$ 极 小 ) 对 应 的 必须 是 非 零 的 n 值 ;这 只 有 在 4A < 
0 时 才 有 可 能 ;图 62 图 示 了 4 >0 和 4<0 时 函数 图 62 
(mn) 的 形状 . 既然 在 相 变 点 的 一 侧 4 为 正 的 ,而 
在 另 一 侧 为 负 ,那么 正好 在 该 点 处 4 必须 为 零 . 

但 是 ,如 果 相 变 点 本 身 是 稳定 态 , 即 画作 为 7 的 函数 在 这 一 点 (7 =0) 有 极 
小 值 ,那里 的 三 次 项 必须 为 零 ,而 四 次 项 为 正 . 因此 ,必须 有 

RP TY Si. ‘CitpP, Ry) A BAPTY 0， (143.2) 

式 中 下 标 c 表示 相 变 点 . 系数 正在 相 变 点 处 为 正 ,当然 在 该 点 邻 域 也 为 正 . 

这 里 存在 两 种 可 能 情况 . 由 于 物体 的 对 称 性 三 次 项 可 能 恒 为 零 : 
C(P,T) =0. 这 时 在 相 变 点 只 剩 下 一 个 条 件 4( 忆 ,7T) =0; 它 决定 P 和 7 了 彼此 之 





@ 这 个 理论 由 .A. 朗 道 (1937) 提 出 ,他 也 首先 给 出 了 二 级 相 变 与 物体 对 称 变化 之 间 的 普遍 联系 . 
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间 的 函数 关系 . 因此 ,( 在 PT 平面 内 ) 存 在 二 级 相 变 点 的 整 条 曲线 呈 . 

假如 C 不 恒 为 零 , 则 相 变 点 由 两 个 方程 决定 :4(P,7T) =0,C(P,7) =0. 因 
此 ,在 这 种 情形 下 ,连续 相 变 点 只 可 能 是 孤立 点 @. 

当然 ,连续 相 变 点 构成 一 条 线 的 情形 更 有 意思 ,以 下 说 二 级 相 变 也 就 指 这 
种 情况 . 其 中 一 个 特例 是 与 磁 结 构 的 出 现 或 消失 有 关 的 相 变 . 这 种 情况 是 时 间 
反 演 对 称 的 结果 . 在 这 个 变换 下 磁 矩 (在 这 里 起 序 参量 的 作用 ) 变 号 ,而 物体 的 
热力 学 势 却 不 会 改变 . 因此 ,显然 这 时 ® 的 展开 式 通 常 不 含 任何 奇 次 项 . 

于 是 ,我们 假定 C=0 ,而 热力 学 势 的 展开 式 具 有 形式 

$B(P,T,n) = BP,T) + A(P,T)Y + B(P,T)n. (143.3) 

式 中 B >0, 而 在 对 称 相 中 4 >0, 在 非 对 称 相 中 4 <0; 相 变 点 取决 于 方程 4(P， 
T)=0. 


在 这 里 的 理论 中 已 假定 函数 4(P,T) 在 相 变 点 没有 奇 点 ,因此 在 其 附近 也 
数 可 按 偏 离 该 点 “距离 ”的 整数 帘 展 开 
ACP- TY =0C BIT FY (143.4) 


式 中 7T. = 7T.(P) 是 相 变 温度 . 系数 B(P,T) 可 以 用 B(P) =B(P,7.) 代 蔡 . 因 此， 
热力 学 势 的 展开 式 取 如 下 形式 
BP,T) = $B(P,T) +a(P)( 了 -7T)7 +B(P)n, (143.5) 
并 且 B(P) >0. 
在 非 对 称 相 中 ,在 相 变 点 附近 7 对 温度 的 依赖 关系 ,取决 于 更 作为 了 的 郴 
数 是 极 小 值 的 条 件 . 令 偏 微 商 3@/am 等 于 零 ,我 们 得 到 7?(4+2B7 ) =0, 因 此 


7 =- 各 = 二 (7 -7). (143.6) 
(4<0 时 的 根 7 =0 对 应 于 更 的 极 大 值 ,而 不 是 极 小 值 . ) 应 该 注意 到 ,两 相 在 温 
度 标 尺 上 的 排列 与 a 的 符号 有 关 : 当 oa>0 时 ,温度 了 < 了 T. 对 应 于 非 对 称 相 ;而 
a <0 时 温度 7T>7@. 

忽略 7 的 高 次 各 , 求 得 炉 


(由 于 3@/9n =0,7 对 温度 的 导数 项 消失 ). 在 对 称 相 中 ,n=0, 而 5=5。; 在 非 对 
称 相 中 


D 但 是 该 条 件 需要 精确 化 ,参看 $145 第 六 个 脚注 . 

加 ”可 以 证 明 : 对 于 各 向 同性 液体 和 固态 晶体 之 间 的 相 变 ,展开 式 中 的 三 次 项 总 存在 . 参看 .1. 
Jataay// 冰 3T@. 1973.T. 7. C. 627. (文集 一 第 一 卷 .第 29 篇 论文 ,一 M. :Hayka,1969. ) 

图 “为 明确 起 见 , 以 下 总 是 认定 对 称 相 位 于 T> T. ,这 也 是 绝 大 多 数 的 情况 . 相应 地 , 取 a >0. 
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2 
站 (143.7) 


正好 在 相 变 点 上 该 式 变 为 5, ,因此 炉 理所当然 地 保持 连续 
最 后 ,我 们 确定 两 相 在 相 变 点 的 热 容 C, = 7 (88/97),. 对 于 非 对 称 相 ， 
(143.7) 式 求 微 商 得 


& 0 el. 143.8 
= tr (143.8) 
就 对 称 相 而 言 ,S$ = So, 所 以 C, = Cw. 这样 ,在 二 级 相 变 点 热 容 经 历 距 变 . 由 于 


B >0, 在 相 变 点 C, > Co ,也 就 是 说 ,从 对 称 相 转 变 到 非 对 称 相 时 热 容 增 加 (不 问 
它们 的 温度 顺序 ). 

除 C, 以 外 ,经 受 跃 变 的 还 有 其 它 一 些 量 :C,、 热 膨胀 系数 、 压 缩 率 ,等 等 . 不 
难 推导 所 有 这 些 量 跃 变 间 的 关系 . 首先 ,我们 注意 到 体积 和 焙 在 相 变 点 连续 , 即 
它们 的 跃 变 A 与 AS 为 零 ， 

AV =0, AS = 0. 

假定 沿 相 变 点 曲线 压强 是 温度 函数 ,把 这 两 个 等 式 沿 该 曲线 对 温度 微分 . 因为 
(8S/8P), = - (9V/97),, 结 果 得 





A( 5) 5 二 于 (143. 9) 
= -A() = 0. (143. 10) 


这 两 个 方程 把 热 容 C, ,热膨胀 系数 和 压缩 率 在 二 级 相 变 点 的 路 变 联 系 起 来 (W. 
Keesom ,P. Ehrenfest ,1933 ). 

以 温度 和 体积 作为 独立 变量 , 沿 相 变 点 曲线 求 AS =0 和 AP =0( 相 变 时 压 
强 不 变 ) 的 微 商 , 可 得 


(57) sh) 和 0 
(22 = 0. (143. 12) 
我 们 注意 到 ， 
AC, = uy al s 3 (143. 13) 
AC, = =: A( - 弛 ) ， (143. 14) 


因而 热 容 的 路 变 与 压缩 率 的 路 变 同 号 . 从 上 述 关 于 热 容 由 变 的 结论 得 出 :由 非 
对 称 相 到 对 称 相 压缩 率 牙 变 地 减 小 . 


§144 外 场 对 相 变 的 影响 “393 。 


在 本 节 最 后 ,我 们 再 次 回 到 开头 并 考虑 函数 B(P,T,7n) 的 含义 问题 . 

在 形式 上 引入 了 任意 值 n 下 的 这 个 涌 数 ,这 一 般 并 不 要 求实 际 上 存在 与 这 
些 值 对 应 的 宏观 状态 ( 即 不 完全 平衡 态 ). 然而 ,必须 强调 ,在 二 级 相 变 点 附近 ， 
这 样 的 态 事实 上 存在 . 实际 上 , 随 着 允 近 相 变 点 时 ,@ 作为 n 的 消 数 ,其 极 小 变 
得 越 来 越 平 . 这 表明 使 物体 达到 有 平衡 值 7 状态 的 “回复 力 ” 变 得 越 来 越 弱 , 因 
而 关于 序 参 量 的 平衡 建立 弛 列 时 间 无 限 增 大 ( 而且 总 是 长 于 物体 建立 均等 压强 
的 时 间 ). 


习 题 
求 溶液 二 级 相 变 中 比 热 突变 与 溶解 热 突变 之 间 的 关系 (HH. M. 采 后 席 族 ， 
1950). 
解 : 单 溶质 分 子 的 溶解 热 定 义 为 
aW ,， 
gq i 
式 中 琴 是 溶液 的 烩 ,而 1 是 纯 溶 质 的 单 分 子 烩 . 由 于 wo 不 受 溶液 中 相 变 所 影 
响 , 对 于 9g 的 跃 变 有 
9B _ oP 


oW _ 光 ， 9 加 _ _ 
Ag A Am(s-T7 097 
(这 里 已 用 到 化 学 势 凡 ' = dg@/on 在 相 变 时 连续 ). 另 一 方面 ,把 方程 A(9®B/9T) =0 


( 炉 的 连续 性 ) 沿 相 变 温度 作为 浓度 c 函数 的 曲线 (在 压强 不 变 下 ) 求 微 商 ,得 








A. a 澳 9 
Me oe 
由 此 得 出 所 求 的 关系 式 : 
d7 
NAg = —AC,. 


dc 
应 该 指出 ,在 推导 这 个 关系 时 没有 对 溶液 的 浓度 作 任 何 假设 . 
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现在 我 们 考虑 : 当 物 体 受 到 外 场 作 用 且 外 场 效应 依赖 于 参量 7 时 , 相 变 的 
性 质 如 何 变 化 . 我 们 不 指定 这 种 场 的 物理 本 性 ,只 以 普遍 形式 来 表示 对 场 的 假 
设 . 这 就 导致 , 场 的 作用 可 描述 为 在 物体 的 哈密 顿 算 符 中 出 现 了 如 下 形式 的 微 
扰 算 符 


H, = - Dhy, (144.1) 
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该 算 符 与 场 的 “强度 "hh 和” 量 的 算 符 5 成 线性 关系 ;VY 是 物体 的 体积 9, 假如 把 
热力 学 势 定义 为 已 ,了 和 上 玉 的 函数 ,根据 参量 微 商 定理 (参看 (11.4),(15.11) )， 
7 的 平均 (平衡 ) 值 由 如 下 公式 给 出 
y= 2 _ 3B(P,T,h) 
本 ah 
为 了 保证 朗 道 理论 中 这 些 关 系 式 成 立 , 展 开 式 (143.5) 必 须 附 加 上 一 项 
— nhV: 


(144.2) 


DB(P,T,n) = Bo(P,T) +atn + By - nhy, (144.3) 
式 中 引信 了 记号 :=T-7.(P)@. 
首先 ,我 们 注意 到 , 场 无论 多 弱 都 导致 在 整个 温度 范围 内 参量 7 变 得 不 为 
零 . 换 句 话说 , 场 降 低 了 高 对 称 相 的 对 称 , 以 致 两 相 之 间 的 差别 消失 . 相应 地 , 孤 
立 相 变 点 也 消失 ; 相 变 被 "消解 ”. 特别 是 比 热 不 再 路 变 ,而 是 在 一 整个 温度 区 间 
内 出 现 反常 . 该 区 间 的 数量 级 可 以 从 条 件 nhV ~atm 估计 出 来 ,n 取 (143.6) 后 ， 
得 
| 
a 
为 定量 地 研究 相 变 ,我 们 写 出 平衡 条 件 (3@B/9n)r, =0%9: 
2atm + 4B7 = hyV. (144.4) 
高 于 和 低 于 7. 的 温度 下 ,” 与 场 h 的 依赖 关系 不 同 ®. 
在 t>0 时 ,方程 (144.4) 的 左边 随 ” 单调 增加 (图 63a). 因此 在 每 一 个 给 定 
的 h 值 下 ,方程 只 有 一 个 ( 实 ) 根 , 它 在 hh=0 时 变 为 零 . 函数 nm(h) 是 单 值 的 ,并 
且 7 的 正 负 与 完全 一 致 (图 64a). 
如 果 1<0, 则 方程 (144. 4 ) 的 左边 不 是 ? 的 单调 函数 (图 63b) ,因此 在 h 值 
的 一 定 区 间 内 ,方程 具有 三 个 不 同 的 实 根 , 遇 数 m(4) 不 再 是 单 值 的 (如 图 64b 
所 示 ). 这 个 区 间 的 边界 ,显然 取决 于 条 件 


(2atn + .48 = 2ai + 12872 = 0, 
人 


也 就 是 不 等 式 -h,<h<h,, 式 中 


2 hh 


四 ”例如 ,在 铁 磁体 的 居 里 点 ( 顺 磁 相 的 相 变 点 ) 附 近 ,参量 了 是 单位 体积 中 的 宏观 磁 矩 ,而 场 上 是 磁 
场 ;在 铁 电 体 中 , 参 基 7 是 物体 单位 体积 的 电 偶 极 和 矩 ,而 关 是 电场 . 在 其 它 的 情况 下 , 场 h 可 能 并 没有 直接 
的 物理 含义 ,但 是 ,形式 地 引入 场 有 助 于 加 深 理解 相 变 的 性 质 . 

四 在 朗 道理 论 中 ,平衡 值 nm(P,7) 取 决 于 该 展开 式 的 极 小 值 , 即 条 件 3@$(P,T,n)/3n =0. 当然 , 关 
系 式 (144.2) 也 满足 : 

39 39) ,3B) 有 39) 

ah “Em 有 (有 要 
仿 ”我 们 只 考虑 在 给 定 压 强 下 的 相 变 :为 简单 起 见 , 略 去 表示 在 求 微 商 时 压强 不 变 的 下 标 P. 
多 ”值得 提醒 ,我 们 约定 了 a >0, 因 此 对 称 相 ( 当 关 =0 时 ,m=0) 对 应 于 温度 :>0( 了 > 7。). 
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2amy+4BJ -2a tr4By 


3 
局 


(a) 


S 


i>0 





(a) 


图 64 


,=| ye 
k VB 
但 是 容易 看 出 ,(3n/9h); <0 的 整 段 曲线 BB', 对 应 于 热力 学 不 稳定 态 . 实际 上 ， 
方程 (144.4) 对 大 求 微 商 ,得 
(如 人 = Vi; (144. 6) 

由 此 看 到 , 当 (9m/94); <0 时 ,(9 /9% )r <0, 即 在 这 里 $B 有 极 大 ,而 非 极 小 . 

在 曲线 段 48 和 4'B' 上 ,热力 学 势 为 极 小 ,但 是 这 种 极 小 值 分 别 大 于 曲线 段 
A'D' 和 AD 对 应 的 极 小 值 ; 这 由 直接 计算 容易 证 实 , 然 而 结果 也 显然 可 以 预见 : 
因为 场 hh 以 -nhV 项 出 现在 中 ,n 与 h 同 号 必定 在 热力 学 上 有 利 . 换 而 言 之 ， 
曲线 段 4B 和 4'B8' 对 应 于 物体 的 亚 稳 态 . 因此 ,函数 n(4) 的 真实 平衡 行为 由 图 
64b 所 示 的 连续 线段 D44'D' 给 出 , 线 上 所 有 的 点 对 应 于 热力 学 稳 态 . 如 果 在 给 
定 的 温度 :<0 下 改变 场 , 则 在 经 过 值 h =0 时 出 现 一 级 相 变 : 值 反 号 的 n= 


+ [228 的 两 相 在 该 点 彼此 处 于 平衡 


(144.5) 
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物体 的 磁化 率 定 义 为 导数 


， 


144.7 
ah ( ) 


T;h—s0 
对 等 式 (144.4) 求 微 商 ,得 
0 
oh 2at + 12Bn”" 


当 hh 一 0 时 对 于 1>0 有 7 =0 且 对 于 :<0 有 w= -让 , 代 人 上 式 得 


V 
2 当 上 > 0 时 ， ee 3 才 时， (144. 8 ) 


当 tix0 时 x 变 为 无 穷 大 ,这 个 结果 很 自然 :正如 在 上 节 最 后 所 述 , 随 着 相 变 点 的 
趋 近 , 函 数 @B(7) 的 极 小 变 得 越 来 越 平 ; 正 因为 如 此 ,即使 不 大 的 微 扰 也 强烈 地 
影响 7 的 平衡 值 . 

如 果 场 的 大 小 取 以 下 值 

bh 
VB 

则 场所 诱发 的 参量 mi ~xh 与 自发 的 (无 场 ) 特 征 量 mm, ~ (a 11|1/B)“ 同 样 数 
量 级 . 场 h <<h, 是 “ 弱 的 ” ,意味 着 在 一 级 近似 下 场 不 影响 物体 的 热力 学 量 . 场 
h > 形成 “ 强 场 "区 ,其 中 热力 学 量 的 值 在 一 级 近似 下 取决 于 场 ;显然 当 =0 
时 ,任何 场 在 此 意义 下 都 是 强 场 . 

在 强 场 区 , 序 参 量 


p> 


173 
2 ; (144.9) 


= (gp 


容易 验证 :在 此 区 热 容 C, 与 场 的 大 小 无 关 . 
$145 二 级 相 变 中 对 称 的 改变 


在 上 几 节 所 讨论 的 理论 中 ,我 们 考虑 了 物体 的 对 称 发 生 一 定 改变 的 二 级 相 
变 ,预先 假定 这 样 的 相 变 是 可 能 的 . 但 是 ,这 样 的 理论 不 可 能 回答 ,对称 的 改变 
实际 上 究 竞 是否 通过 二 级 相 变 发 生 . 本 节 将 细 述 的 理论 就 是 为 了 这 个 目的 , 它 
的 出 发 点 是 问题 的 另 一 种 提 法 :物体 在 相 变 点 处 的 特定 对 称 给 定 后 ,回答 在 该 
点 两 侧 可 能 有 何 种 对 称 ， 

为 了 明确 起 见 ,我 们 讨论 由 晶 格 结构 改变 亦 即 唱 格 中 原子 位 形 对 称 的 改变 
所 引起 的 相 变 . 设 p(x,y,z) 为 (在 $128 中 引入 的 ) 密 度 函 数 , 它 决定 品 体 中 原 
子 在 不 同位 置 的 概率 分 布 . 晶 格 的 对 称 是 那些 使 函数 p(x,y,z) 保 持 不 变 的 坐标 
变换 的 集合 ( 群 ). 自然 ,这 里 是 指 唱 格 的 全 部 对 称 ,包括 旋转 、 有 反映 以 及 所 有 可 
能 平行 位 移 ( 平 移 ) 的 无 限 ( 离 散 ) 集 合 ; 换 句 话说 ,是 230 个 空间 群 中 的 一 个 . 
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设 G。 为 品 体 在 相 变 点 处 的 对 称 群 . 由 群 论 知道 ,任意 函数 p(xz,y,z) 可 以 用 
某 些 函数 gp, ,p; ,… 的 线性 组 合 来 表示 ,这些 陋 数 具 有 可 在 给 定 群 的 所 有 变换 下 
相互 转换 的 性 质 . 在 一 般 情形 下 ,这 些 了 肾 数 的 数目 等 于 该 群 元素 的 数目 ;但 是 如 
果 被 展开 的 函数 p 本 身 具 有 一 定 的 对 称 ,那么 项 数 w, 的 数目 也 可 能 较 少 . 

考虑 到 这 一 点 ,晶体 的 密度 函数 p(x,y,z) 可 表示 成 和 式 

p= 2 iP: 

式 中 函数 p, 在 群 Cu 的 所 有 变换 下 相互 变换 . 这 些 变换 的 矩阵 构成 群 Cu 的 所 
谓 表示 . 函数 w, 的 选择 不 唯一 ;显然 ,可 以 用 它们 的 任何 线性 组 合 来 代替 它们 
本 身 . 大 家 知道 ,总 是 可 以 适当 选择 函数 wp,, 以 使 得 它们 可 分 成 几 组 ,每 组 包含 
数目 尽 可 能 少 的 函数 ,并且 在 群 Gu 的 所 有 变换 下 构成 每 组 的 藉 数 只 在 组 内 相 
互 变换 . 这 些 组 中 每 组 函数 的 变换 矩阵 是 群 Cu 的 不 可 约 表示 ,而 这 些 函 数 本 身 
是 表示 的 基 . 因此 ,可 与 

p= 2,2,.n" ein ， (145. 1 ) 


式 中 是 不 可 约 表示 的 编号 ,i 是 它 的 基 函 数 编号 . 以 下 假定 函数 w!” 已 以 某 种 
方式 归 一 化 了 . 

在 函数 gp!” 中 ,总 有 一 个 它 本 身 在 群 C, 的 所 有 变换 下 不 变 ( 构 成 群 的 单位 
表示 ). 换 句 话说 ,这 个 函数 ( 记 作 pe 来 代表 ) 具有 G。 的 对 称 . 把 p 的 其 余部 分 
用 ip 来 表示 ,可 写 


p=potip, p= ,2m" ps (145. 2) 


式 中 已 经 把 群 的 单位 表示 排除 在 求 和 之 外 (这 用 带 撤 的 求 和 号 表示 ). 

函数 ip 具有 比 G。 低 的 对 称 , 因 为 即使 ip 在 这 个 群 的 某 些 变换 下 保持 不 
变 , 也 总 不 会 在 所 有 变换 下 都 如 此 . 我 们 注意 到 ,函数 p 的 对 称 G( 显然 同 5p 的 
对 称 一 致 ) ,严格 地 说 ,从 一 开始 就 假定 低 于 对 称 Gu ,否则 ,整个 和 式 (145. 11 ) 
就 会 只 有 一 项 即 构成 单位 表示 的 函数 p 本 身 了 . 

因为 物理 量 ip 是 实 的 ,而 且 在 所 有 的 变换 下 仍 应 如 此 ,说 到 不 可 约 表示 ， 
显然 应 该 指 物理 上 的 不 可 约 表示 ,其 基 函 数 可 以 取 实 函数 ($135) ;与 此 相应 ， 
以 后 假定 函数 gp!” 总 是 实 的 . 

晶体 的 热力 学 势 B 是 密度 函数 p 的 泛 函 ,并 且 以 参量 的 形式 依赖 于 压强 P 
和 温度 了 7: 

oS = 机 

换 句 话说 ,更 是 诸 系 数 四” 的 函数 (当然 依赖 于 函数 p;” 本 身 的 具体 形式 ). 


@ 对 于 磁 相 变 ,代替 密 度 p(x,y,z) 必 须 考虑 物体 中 的 电流 密度 j(x,y,z). 在 顺 磁 相 中 j=0, 而 在 相 
变 点 的 另 一 侧 了 = 对 很 小 . 
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n'” 作 为 P 和 TT 的 函数 的 实际 取 值 由 热力 学 平衡 条 件 即 B 为 极 小 条 件 来 决定 . 
于 是 ,晶体 的 对 称 G 也 被 确定 ,因为 函数 (145.2) 的 对 称 显然 取决 于 函数 p!” 
线性 组 合 中 系数 的 值 , 而 p!” 的 变换 规律 已 知 . 

为 保证 晶体 在 相 变 点 处 具有 对 称 G。 ,必须 使 全 部 的 mn'” 在 该 点 变 为 零 , 即 
sp =0,p =po: 因为 晶体 在 二 级 相 变 时 状态 的 变化 是 连续 的 ,所 以 5p 在 相 变 点 也 
应 该 连续 而 无 跳跃 地 变 为 零 , 即 系数 人 ”必须 趋 于 零 且 在 相 变 点 附近 可 取 任 意 
小 的 值 . 因而 ,热力 学 势 B(P,T,n:" ) 在 相 变 点 附近 可 展 成 mn” 的 竹 级 数 . 

我 们 首先 指出 ,在 群 G6。 的 变换 下 函数 p!” 相互 变 换 (在 每 个 不 可 约 表示 的 
基 函 数 内 ) ,因此 可 以 用 另 一 种 方式 表示 这 些 变 换 ; 仿 佛 是 系数 n'” 按 同样 规律 
被 变换 ,而 不 是 函数 pg'". 其 次 ,因为 物体 的 热力 学 势 显然 不 会 依赖 于 坐标 系 的 
选择 ,所 以 它 相 对 于 坐标 系 的 任何 变换 一 定 是 不 变 的 . 

如 果 某 个 变换 把 pe 变 为 pi ,而 5p 变 为 5p', 则 

Blp, + Hp| = 四 ipo+5p |. 

由 此 可 见 , 如 果 把 势 看 成 在 给 定 p。 下 只 是 5p' 的 泛 函 , 则 对 于 不 改变 p 的 变换 即 
G。 群 的 变换 , 是 不 变 的 . 因此 在 @ 的 mm” 窜 展 开 中 ,每 一 项 应 该 只 包含 适当 
军 次 的 mn'” 的 不 变 组 合 . 

按照 群 的 不 可 约 表示 ( 非 单 位 表示 ) 变换 的 量 , 构 不 成 线性 不 变 式 ?. 然而 ， 
每 个 表示 却 有 唯一 的 二 次 不 变 式 , 即 四 ”的 正定 二 次 型 , 它 总 可 以 化 成 平方 和 . 

因此 ,更 展开 式 始 于 如 下 形式 : 

= (145.3) 


式 中 4 是 PP 和 了 的 函数 . 

在 相 变 点 上 ,晶体 必须 具有 对 称 Gu ,就 是 说 , 值 nm”=0 应 该 对 应 于 平衡 
态 . 显然 ,只 有 在 所 有 的 4" 非 负 时 ,$ 才 可 能 当 全 部 n+”=0 时 有 极 小 值 . 

如 果 在 相 变 点 处 所 有 的 4'%” >0, 则 在 相 变 点 附近 它们 也 是 正 的 ,也 就 总 有 
n'”=0, 因 而 根本 不 会 发 生 任何 对 称 变化 . 为 使 非 零 的 wm” 出 现 ,系数 4" 之 一 必 
须 变 号 ;因此 在 相 变 点 处 这 个 系数 应 该 变 为 零 . (两 个 系数 4" 同时 变 成 零 的 情 


@ ”否则 意味 着 在 给 定 的 表示 中 含有 单位 表示 , 即 表示 是 可 约 的 . 

加 ”更 确切 地 说 ,这 个 条 件 应 该 表述 如 下 . 诸 系数 44") 当然 依赖 于 函数 wp!” 的 具体 形式 ,它们 是 这 
些 以 P 和 了 7 作为 参量 的 函数 的 二 次 泛 函 . 在 相 变 点 的 一 侧 ,所 有 这 些 泛 函 4 | gp! ;P,T| 实质 上 是 正 
的 . 相 变 点 可 定义 为 这 样 一 点 :在 该 点 ( 随 着 P 或 了 的 缓慢 改变 ) ,4'" 之 一 可 以 为 零 :4 和 |p!" ;P,Ti > 
0. 这 个 为 零 条 件 对 应 于 特定 的 一 组 函数 pg'” ,原则 上 它们 可 以 由 求解 适当 的 变 分 问题 来 确定 . 这 些 函 数 
也 是 确定 在 相 变 点 处 变化 5p 的 函数 gp!" . 把 它们 代入 泛 函 4" | pl”;P,T| ,正好 得 到 函数 4'"(P,7)， 
后 者 在 相 变 点 处 满足 条 件 4'"，(P,T) =0. 此 后 可 以 认为 函数 pg!" 已 经 给 定 , 后 面 也 总 这 样 假定 . (允许 
pt" 随 P 和 7 了 变 ,会 导致 阶 次 比 这 里 考虑 各 项 高 的 修正 项 . ) 
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况 只 能 发 生 在 PT 平面 的 孤立 点 上 . 这 样 的 点 是 多 条 二 级 相 变 曲线 的 交点 . ) 

于 是 ,在 相 变 点 的 一 侧 , 所 有 的 4 ”>0, 而 在 另 一 侧 系 数 4'" 之 一 为 负 . 与 
此 相应 ,在 相 变 点 的 一 侧 ,总 是 所 有 的 办”=0, 而 在 另 一 侧 出 现 非 零 的 m;”. 换 
而 言 之 ,可 以 下 结论 :在 相 变 点 的 一 侧 ,晶体 具有 较 高 的 对 称 G。 ,这 种 对 称 维持 
至 相 变 点 处 ,而 在 相 变 点 的 另 一 侧 ,对 称 降低 ,因而 群 G 是 群 G。 的 子 群 . 

由 于 4 之 一 变 号 ,出现 了 属于 相应 的 第 ”个 表示 的 非 零 nm;". 因此 ,具有 
对 称 G。 的 品 体 变 成 密度 为 p =po + 5p 的 晶体 ,此 处 


ip = Sn" pg!" (145.4) 
是 群 Cu 的 单个 不 可 约 表 示 ( 任 何 非 单 位 表示 ) 基 郴 数 的 线性 组 合 . 以 下 略 去 不 


可 约 表 示 编 号 的 角 标 mn, 而 总 是 指 恰巧 出 现在 所 考虑 相 变 中 的 那个 . 
我 们 引入 记号 


n= Dn = 0 (145. 5) 
(因而 多 六 =1) ,并 把 和 的 展开 式 写成 


$ = (PT) + WA(P,T) + > CAP TI (Y) + 


ry SB CP Te (Cy) ts, (145.6) 


式 中 f/f， ,1 ,… 是 由 诸 y, 构成 的 三 次 ,四 次 等 阶 次 不 变 式 ;对 于 每 一 阶 次 由 7y， 
可 以 构成 多 少 个 独立 的 不 变 式 , 则 相应 的 对 a 求 和 就 有 多 少 项 . 在 热力 学 势 的 
这 个 展开 式 中 ,系数 4 在 相 变 点 必须 变 成 零 . 为 使 相 变 点 本 身 是 稳 态 ( 即 在 n, = 
0 时 $B 在 该 点 具有 极 小 值 ), 三 次 项 必须 为 零 ,而 四 次 项 必须 实质 上 为 正 . 在 
$ 143 中 已 经 指出 ,只 有 在 @B 的 展开 式 中 三 次 项 恒 为 零 的 条 件 下 ,二 级 相 变 曲 
线 ( 在 PT 平面 中 ) 才 能 够 存在 . 现在 可 以 把 上 述 条 件 表述 为 :如 果 7, 按照 群 C。 
的 给 定 不 可 约 表 示 变 换 , 用 这 些 量 不 可 能 构成 三 次 不 变 式 . 
假设 这 个 条 件 被 满足 ,精确 到 四 次 项 的 展开 式 可 写成 
Bb = 8 ACP TN + > BCP TO Ci). (145.7) 


因为 二 次 项 不 含 y;, 所 以 这 些 量 直接 由 四 次 项 即 (145.7) 中 的 系数 为 极 小 的 
条 件 来 决定 2. 把 这 个 系数 相应 的 极 小 值 直 接 记 为 B(P,T) (根据 以 上 所 述 , 它 
必须 为 正 ) ,我 们 得 到 形 为 (143.3) 的 更 展开 式 , 而 将 更 看 作 只 是 了 的 函数 , 像 


@ ”用 表示 论 的 语言 说 ,这 表明 给 定 表 示 T 的 所 谓 对 称 立 方 [T? ] 本 身 不 应 该 含有 单位 表示 . 对 于 空 
间 群 的 不 可 约 (字面 意义 上 ) 表 示 ,三 次 不 变 式 不 可 能 多 于 一 个 (其 证 明 参 看 :IIyp M.C.// 冰 3T@. 1966. 
T.51. C.1260). 把 两 个 表示 合并 为 一 个 物理 上 不 可 约 表示 时 ,可 能 出 现 两 个 三 次 不 变 式 . 

多 有 可 能 四 次 不 变 式 只 一 个 ( 》 台 )*= Wh. 这 种 情形 下 ,四 次 项 不 依赖 于 7, ,必须 用 依赖 于 yi 的 
高 次 项 来 定 y,. 在 某 些 情形 下 ,如 果 依 赖 于 y, 的 四 次 项 求 极 小 后 变 为 零 , 也 有 必要 计算 高 次 项 . 
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在 $143 中 所 做 的 那样 ,由 更 为 极 小 的 条 件 可 决定 n. 这样 求 出 的 y, 值 决 定 函 
数 sp 的 对 称 : 
5p = 7 2 YP, (145. 8) 
即 确定 了 对 称 为 G。 的 晶体 在 二 极 相 变 后 所 形成 的 对 称 G0. 
在 上 述 形式 下 ,mn; 这 些 量 的 集合 起 序 参 量 的 作用 ,描述 非 对 称 相 偏离 对 称 
相 的 程度 . 我 们 看 到 ,这 个 参量 一 般 是 多 分 量 的 ,并 且 比 值 y =7m 确定 非 对 称 
相 的 对 称 ,而 公 因 子 7 定量 地 度量 对 给 定 对 称 的 偏离 . 
但 是 ,所 得 出 的 条 件 还 不 足以 保证 二 级 相 变 能 够 存在 . 如 果 考 虑 到 与 空间 
群 表 示 的 分 类 性 质 有 关 的 事实 名 (至 今 有 意 未 提 到 ) ,还 有 一 个 重要 的 条 件 需要 
阐明 .在 8$134 中 已 看 到 ,这 些 表示 不 仅 按 离散 的 特征 (如 小 表示 的 编号 ) 分 类 ， 
而 且 还 按 取 一 系列 连续 值 的 参量 分类. 因而 在 展开 式 (145.3) 中 系数 4” 应 
该 不 仅 依赖 于 离散 编号 n, 而 且 也 依赖 于 连续 变量 大 
设 相 变 与 系数 4”(K)( 作 为 已 和 了 7 的 函数 ) 变 为 零 有 关 ,这 个 系数 具有 确 
定编 号 n 和 确定 值 上 = 如 . 但 是 ,为 使 相 变 实际 上 发 生 ,必须 使 4 ”作为 大 的 函 
数 在 k=k。 处 (从 而 在 和 如 波 矢 星 的 所 有 矢量 处 ) 有 极 小 值 , 即 4”(&) 在 k, 的 附 
近 按 上 -kk。 的 展开 式 应 不 含 线性 项 . 否则 , 某 些 系 数 4'”(k) 必定 会 先 于 
A"(k,) 变 为 零 , 所 考虑 类 型 的 相 变 便 不 可 能 发 生 . 根据 以 下 讨论 ,可 以 得 到 这 
个 条 件 的 方便 表述 . 
值 k, 确定 函数 yg; 的 平移 对 称 ,因而 也 确定 函数 5p(145. 8 ) 的 平移 对 称 即 
新 相 的 品格 周期 . 这 个 结构 应 该 比 k 值 在 ,附近 的 结构 稳定 . 但 是 天 = 大 +x 
(x 为 小 量 ) 的 结构 与 上 = 如 的 结构 相差 一 个 后 者 周期 的 空间 “调制 ”, 即 在 比 唱 
格 周 期 ( 胞 线 度 ) 大 许多 的 距离 ( ~1/x ) 上 出 现 不 均匀 性 . 这 种 不 均匀 性 的 宏观 
描述 ,是 将 序 参 量 7 当 作 组 变 的 坐标 范 数 (而 mw, 在 原子 间 的 距离 上 振荡 ). 因 
而 ,我 们 得 出 晶体 状态 相对 于 宏观 均匀 性 破坏 的 稳定 性 要 求 . 
量 7, 在 空间 上 非 恒定 时 , 品 体 热 力学 势 密 度 不 仅 依赖 于 m, ,而且 还 依赖 于 
其 坐标 微 商 (在 一 级 近似 下 依赖 于 一 阶 微 商 ). 与 此 相应 ,在 相 变 点 附近 ,必须 把 
$B( 每 单位 体积 ) 在 相 变 点 附近 按 7 及 其 梯度 Vn, 的 帘 展 开 . 如 果 ( 整 个 晶体 
的 ) 热 力学 势 在 常数 ,下 应 取 极 小 ,这 个 展开 式 中 梯度 一 次 项 应 恒 为 零 ( 微 商 
中 在 §143 中 ,我 们 考虑 了 具有 给 定 对 称 变化 的 相 变 . 用 这 里 所 引信 的 概念 ,可 以 说 我 们 事先 假定 
了 Y, 这 些 量具 有 给 定 的 值 (因而 函数 5p 有 给 定 的 对 称 ). 在 这 样 表 述 问 题 时 ,在 展开 式 (143.3) 中 不 出 现 
三 次 项 ,这 不 会 是 保证 存在 二 级 相 变 点 曲线 的 充分 条 件 , 因 为 它 并 不 排除 在 用 几 个 yi 展开 的 普遍 式 中 出 


现 三 次 项 的 可 能 性 (如 果 给 定 的 不 可 约 表示 非 一 维 ). 例如 ,如 果 有 三 个 mi 量 , 并 且 乘 积 y,yY2Y3 是 不 变 
式 , 则 旬 的 展开 式 会 三 次 项 ,然而 , 当 函 数 5p 具有 特定 对 称 从 而 要 求 一 个 或 两 个 yi 为 零 时 这 个 三 次 项 变 


和 零 . 
@ 本 节 下 面 所 叙述 的 结果 与 例子 由 下 .M,. 栗 弗 席 效 (1941 ) 得 出 ， 
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的 二 次 项 应 该 是 正定 的 ;但 是 这 个 情况 对 m; 并 不 施加 任何 限制 ,因为 对 于 按照 
任何 不 可 约 表示 变换 的 m 这 样 的 二 次 型 存在 ). 
在 微 商 的 线性 项 中 , 较 重 要 的 只 是 正比 于 am/ox,… 的 项 以 及 含 乘积 


7,am,Xax,… 的 项 . 高 次 项 显然 不 重要 . 整个 晶体 的 热力 学 势 即 全 体积 积分 [adr 


应 取 极 小 . 但 是 多 中 所 有 的 全 微 商 在 积分 后 给 出 常数 ,对 积分 极 小 的 决定 无 影 
响 ; 因 而 可 以 略 去 B 中 只 与 5; 的 微 商 成 正比 的 所 有 项 . 在 含 乘 积 mo9mki/oxr,… 
的 项 中 ,可 以 略 去 所 有 对 称 组 合 


i 和 
nD Ox 7 Ox dx lt? » 
只 保留 反对 称 的 部 分 
97; On, 
on 145.9 
Mr a ( ) 


在 多 的 展开 式 中 只 能 有 (145.9) 量 的 不 变 线性 组 合 . 所 以 ,出 现 相 变 的 可 
能 性 条 件 是 不 存在 这 样 不 变量 %. 
梯度 VW 7n, 的 分 量 , 像 矢量 分 量 与 m; 的 乘积 一 样 变 换 . 因此 , 差 (145.9) 变 换 
时 如 同 矢量 分 量 再 乘 以 量 7, 的 反对 称 积 . 于 是 ,要 求 由 (145.9) 量 不 可 能 构成 
一 个 线性 标量 ,等 效 于 要 求 不 可 能 由 反对 称 积 
Xa = pipi~ Pips (145. 10) 
构成 任何 组 合 而 可 像 一 个 矢量 分 量 那样 变换 (这 里 g;,w: 是 相应 不 可 约 表示 的 
同样 基 函 数 , 为 避免 差 恒 等 于 零 ,它们 取 在 两 个 不 相同 的 点 *,y,z 和 x',y',z 
上 ).@ 用 两 个 指标 ka 标记 表示 的 基 函 数 ( 如 8$ 134) ,我 们 把 差 (145. 10) 写 成 
Nkat'p = PraP kp — Pia Pp (145.11) 
式 中 此,k',… 是 同一 波 矢 星 的 矢量 . 
设 矢量 上 占据 最 一 般 的 位 置 而 且 没 有 任何 纯 对 称 . 按照 旋转 群 元 的 数目 ， 
波 矢 星 上 含有 nn 个 矢量 (如 果 空 间 群 自身 不 含 反 演 , 则 为 2n 个 ) ,并 且 每 个 上 都 
伴 有 与 之 不 同 的 矢量 -k. 相应 的 不 可 约 表示 由 相同 数目 的 函数 pg, (每 k 一 个 ， 
因而 略 去 角 标 a) 来 实现 . 量 
Nik = PrP kk PEP-E (145. 12) 
在 平移 下 不 变 . 在 旋转 元 素 的 作用 下 ,这 n( 或 2n) 个 量 相互 变 换 , 实 现 相应 点 群 
( 晶 类 ) 的 表示 ,其 维 数 等 于 群 阶 . 但 是 这 样 的 表示 ( 所谓 正则 表示 ) 含 有 全 部 的 
不 可 约 群 表示 ,其 中 包括 矢量 分 量变 换 的 表示 . 


全 这样 不 变量 称 为 栗 弗 席 冀 不 变量 . 
加 ”在 表示 理论 中 这 表明 ,给 定 表示 下 的 反对 称 平方 1T | 不 应 该 包含 矢量 分 其 变换 所 遵从 的 不 可 
约 表 示 . 


* 402 ， 第 十 四 章 ”二 级 相 变 与 临界 现象 


类 似 的 讨论 指出 ,矢量 的 群 含 有 一 根 对 称 轴 和 过 该 轴 的 对 称 平面 时 ,有 
可 能 由 X,。_ws 量 构造 出 一 个 矢量 . 

但 是 ,如 果 矢 量 的 群 含 有 彼此 相交 的 对 称 轴 或 与 对 称 面相 交 的 对 称 轴 ， 
或 者 含有 反 演 (我 们 说 这 样 的 群 具有 中 心 点 ) , 则 上 述 讨论 不 适用 了 . 在 这 种 情 
况 下 ,是 否 可 由 (145. 11 ) 量 构成 矢量 的 问题 ,必须 就 具体 情况 分 别处 理 . 特别 
是 ,如 果 大 的 群 含有 反 演 (因而 上 与 -大 等 效 ) ,只 有 一 个 函数 p, 对 应 于 波 矢 星 
的 每 个 k, 则 肯定 不 可 能 构造 这 样 的 矢量 :这 时 不 存在 x 是 平移 不 变 的 ,而 矢量 
分 量 却 总 必须 这 样 . 

由 此 可 见 , 所 提出 的 要 求 大 大 限制 了 在 二 级 相 变 时 可 能 的 对 称 变化 . 所 有 
无 穷 多 个 不 同 的 不 可 约 群 表 示 G。 中 ,只 需要 考虑 为 数 不 多 的 有 中 心 点 的 大 矢 
量 群 . 

当然 ,只 有 在 倒 格 子 中 占据 某 些 特殊 位 置 的 矢量 ,可 能 有 这 类 纯 对 称 ; 它 


们 的 分 量 等 于 倒 格 子 基本 周期 的 菜 几 个 简单 分 数 [ 方 , 子 ,万 ). 这 表明 ,在 二 级 
相 变 下 晶体 平移 对 称 ( 即 布 拉 维 格子 ) 的 变化 只 可 能 是 某 几 个 基本 周期 增加 不 
大 的 倍数 研究 证 实 ,在 大 多 数 情况 下 , 布 拉 维 格子 可 能 发 生 的 改变 是 周期 加 
信 . 此 外 ,在 体 心 ( 斜 方 .四 方 立方 ) 晶 格 和 面 心 立方 晶 格 中 某 些 周期 可 能 有 四 
们 的 改变 ;而 在 六 方 品格 中 增 到 三 信 . 同时 , 原 胞 的 体积 可 能 增 到 2,4,8 售 ;在 
面 心 立方 品格 中 还 有 增 到 16 或 32 倍 的 情形 ,而 在 六 方 唱 格 中 增 到 3 或 6 信 ， 

自然 , 布 拉 维 格子 不 变 的 相 变 也 是 可 能 的 (k=0 的 不 可 约 表示 相应 于 此 ). 
这 时 对 称 的 变化 在 于 旋转 元 素数 目的 减少 , 即 改 变 晶 类 . 

我 们 指出 如 下 普遍 的 定理 :对 于 对 称 变换 数目 减 半 的 任何 结构 变化 ,二 级 
相 变 都 可 能 存在 ;出 现 这 种 变化 的 方式 ,或 是 晶 类 不 变 而 晶体 原 胞 增 大 一 倍 ,或 
是 原 胞 不 变 而 旋转 和 反映 的 数目 减 半 . 证 明 的 依据 在 于 :如 果 群 G。 有 阶 数 碱 半 
的 于 群 G, 则 在 G。 的 不 可 约 表示 中 总 有 一 个 一 维 表示 ,而 实现 该 表示 的 函数 对 
于 子 群 G 的 所 有 变换 不 变 ,但 在 G。 群 的 所 有 其 余 变 换 下 变 号 . 显然 ,在 这 种 情 
况 下 没有 奇 次 不 变 式 ,而 (145. 11 ) 型 的 量 完 全 不 可 能 由 一 个 函数 构成 . 

可 以 看 出 ,下 面 的 定理 也 成 立 :对 于 对 称 变换 数目 减 为 三 分 之 一 的 结构 变 
化 ,二 级 相 变 不 可 能 出 现 ,因为 @ 的 展开 式 中 存在 三 次 项 . 

最 后 ,作为 上 述 一 般 理论 的 应 用 实例 ,我 们 考虑 合金 中 有 序 的 出 现 ,在 无 序 
态 中 合金 具有 体 心 立方 晶 格 ,原子 位 于 立方 胞 的 顶点 和 体 心 (如 图 61b 所 
示 ) 0. 问题 在 于 决定 二 级 相 变 时 这 种 晶 格 可 出 现 的 可 能 排序 类 型 ( 即 结晶 学 中 
的 所 谓 超 晶 格 ). 


@ 这 种 晶 格 属于 点 式 空间 群 0%. 
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对 于 体 心 立方 唱 格 , 倒 格子 是 面 心 立方 . 选取 正 格子 立方 胞 的 棱 作 为 长 度 
单位 , 则 倒 格 子 立 方 胞 的 棱 长 等 于 2 2". 在 这 个 倒 格 子 中 ,下 列 矢 量 大 有 含 中 
心 点 的 纯 对 称 群 : 

(a) (0 0 0) 0,, 

1 

(bh) (3 
4 


1 
2 
(e) | 二 二 ,|( -天 -元 -也 LT,, (145. 13) 


和 
这 里 所 列 的 是 矢量 上 在 沿 倒 格 子 立 方 胞 三 条 棱 方 向 (x,y,z 轴 ) 上 的 分 量 , 以 棱 
长 为 单位 度量 ;如 果 用 上 面 所 选单 位 写 出 矢量 上 ,这 些 数 字 必 须 乘 以 2，2m = 
4T. 在 (145. 13 ) 中 ,只 列 出 不 等 价 的 矢量 , 即 每 个 波 矢 星 大 的 矢量 . 
解决 所 提出 的 问题 时 不 必 考 虑 所 有 的 小 表示 ,这 大 大 简化 了 下 一 步 研究 . 
理由 在 于 我 们 感 兴趣 只 是 形成 超 唱 格 时 可 能 出 现 的 对 称 变化 ,这 时 原子 在 现 有 
的 格 点 上 有 序 排 列 而 无 相对 位 移 . 这 种 情况 下 ,无 序 晶 格 的 原 胞 只 含 一 个 原子 . 
因而 , 超 唱 格 的 出 现 只 能 是 由 于 不 同 原 胞 格 点 不 再 等 价 . 这 意味 着 ,密度 分 布 函 
数 所 产生 的 变化 5p 相对 于 大 群 的 所 有 旋转 变换 (不 伴 有 平移 ) 应 该 不 变 ; 换 名 
话说 ,只 允许 单位 小 表示 . 与 此 相应 ,在 基 函 数 (134.3) 中 可 以 用 1 代替,. 
现在 我 们 依次 考虑 在 (145. 13 ) 中 列举 的 波 矢 星 大 . 
a) 大 =0 的 函数 有 完全 的 平移 不 变性 . 换 句 话说 ,在 这 种 情况 下 原 胞 不 变 ， 
而 因为 每 胞 只 含 一 个 原子 ,不 发 生 任何 对 称 改变 ， 
b) 与 这 个 大 对 应 的 函数 是 exzp[2mi(x +y +z)]. 这 个 函数 以 及 由 之 通过 所 
有 的 旋转 和 反映 所 得 到 的 函数 可 组 成 线性 组 合 
p = cos2TxXcos2TYycos2Tz， (145. 14 ) 
它 具 有 群 大 的 对 称 O,. 生成 相 的 对 称 是 密度 函数 p =p。 + 5p 的 对 称 , 此 处 ip = 
7p 岂 . 函数 g 对 于 晶 类 O, 的 所 有 变换 以 及 沿 立 方 胞 任意 一 条 棱 的 平移 都 是 不 


变 的 ,而 对 于 沿 空间 对 角 线 一 半 { 了 元 却 ) 的 平移 却 不 是 . 因此 ,有 序 相 有 简单 


立方 的 布 拉 维 格子 且 原 胞 中 有 两 个 不 等 效 点 :(0 0 0) 和 [万 亏 亏 ), 由 不 


@ 当然 ,这 并 不 意味 着 在 实际 晶体 中 变化 5p 就 是 由 函数 (145. 14 ) 给 出 , 在 表达 式 (145. 14 ) 中 重 
要 的 只 是 它 的 对 称 性 ， 
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同 原子 占据 . 能 够 按 这 种 形式 完全 排序 的 合金 ,其 组 成 为 AB( 如 8 142 中 所 述 的 
合金 CuZn). 
c) 与 这 些 矢 量 上 对 应 的 是 对 称 为 T, 的 函数 : 

PI = cos TXCOS TYCOS M2, Hp) = Sin mxsin mysin mz. (145.15) 
从 这 两 个 可 以 构成 两 个 四 次 不 变 式 :( gi +p:) ”和 (gl + ys). 因此 的 展开 式 
(145.7) 形 为 

$ = GB +An +Bn +B,n (y+). (145.16) 

这 里 必须 区 分 两 种 情况 . 设 B, <0, 那 么 @ 作为 y, 和 Y, 的 函数 ,在 附加 条 件 
Xi+7? =1 下 有 极 小 点 y =1,y, =0. 函数 ip = np, 有 面 心 布 拉 维 格子 的 晶 类 
0; 对 称 , 该 晶 格 立方 胞 的 体积 为 原来 晶 格 立 方 胞 的 8 售 . 原 胞 含有 四 个 原子 
(而 立方 胞 含 16 个 原子 ). 把 同 种 原子 放 在 等 效 格 点 上 , 借 此 可 以 得 出 ,这 种 超 
品格 对 应 于 组 成 为 ABC; 的 三 元 合金 ,其 原子 位 置 为 : 


4A (000) ,(0 广 广 ) 和 循环 置换 ， 


8 mmr 
8C (地 刻本 '( 堵 直 可! 十 媳 二! 和 锋 环 时 换 ,( 万 韦 并 和 备 环 置换 
(这 里 给 出 的 原子 坐标 ,其 单位 取 新 立方 胞 的 棱 长 ,为 原始 胞 校长 的 两 倍 ;参看 
65). 如 果 原 子 B 和 C 同 种 ,得 到 组 成 为 AB, 的 有 序 品 格 . 

现在 , 设 B, >0. 这 时 在 y? =y; =1/2 处 有 极 小 ,因此 5p =7(P +92)/N2 
(或 者 ip =7(p, - p; )/V2 ,结果 相同 )@. 该 函数 的 对 称 ,与 前 一 种 情况 同样 , 属 
于 面 心 布 拉 维 格子 的 晶 类 O, ,但 是 只 有 两 套 等 效 格 点 ,可 分 别 被 A,B 两 种 原子 


占据 : 
8A (000),( 


(参看 图 65b). 
d) 与 这 些 矢 量 上 对 应 的 是 下 列 函 数 
pi = cosm(y -2), 3 = cosm(x-Y), ps = cosm(% -72), 


op，= cosT(y +2), 9P, = cosmT(X+Y), pe = cosT(X +2). 


它们 具有 所 要 求 的 对 称 Dx ,由 这 些 函 数 可 以 构成 一 个 三 次 不 变 式 和 四 个 四 次 


四 ”在 两 种 情形 下 y， 和 》 只 不 过 是 数 , 这 是 由 于 下 中 只 有 一 项 (依赖 于 y ,yz ). 如 果 有 多 个 不 同 
的 四 次 不 变 式 , 则 使 @ 取 极 小 的 一 组 y; 中 某 些 会 依赖 于 P,T. 
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不 变 式 ,因此 展开 式 (145.6) 取 形式 
DB = + An + Cn (VYsYs + YY3Ye + YY475 + Vy4ys) + Bn + 
+ Bm (Yt + ys +7Y + y+ Ys + yy) + Bn (YIy2 + Y3ys + ysy6) + 
+ Bon (YY2Y3Ye + YY4Ys Ye + YY2Yys Ye)- 
由 于 有 立方 项 ,在 这 种 情况 下 二 级 相 变 不 可 能 出 现 . 要 考察 孤立 的 连续 相 变 点 
(参看 $ 150) 是否 存 在 及 其 性 质 如 何 , 则 必须 研究 函数 更 在 其 极 小 值 附 近 的 行 
为 ,我 们 不 在 此 继续 探讨 . 
从 上 一 例子 我 们 看 到 ,热力 学 理论 对 二 级 相 变 的 可 能 性 加 了 非常 严格 的 限 
制 ; 对 于 例子 中 的 情形 ,只 能 通过 形成 三 种 超 唱 格 而 实现 相 变 . 
值得 指出 以 下 的 细节 :在 情形 (C) 中 ,8B8, <0 时 密度 画 数 的 实际 改变 5p = 
np1 只 涉及 出 现在 热力 学 势 (145. 16) 中 的 两 个 参量 y, 和 y, 之 一 . 这 体现 了 上 
述 理论 的 一 个 重要 特征 :在 研究 唱 格 在 二 级 相 变 中 的 具体 改变 时 ,也 必须 考虑 
“几乎 可 能 ”的 其 它 改 变 . 
到 目前 为 止 ,我 们 考察 了 结构 对 应 于 矢量 大 位 于 倒 格 子 中 某 个 具有 有 理 指 
标的 对 称 点 时 的 二 级 相 变 . 这 时 非 对 称 相 像 对 称 相 一 样 有 严格 的 周期 性 . 
另 一 种 情况 发 生 于 相 变 到 无 公 度 相 时 ,这 种 相 在 $ 133 的 末尾 曾 提 及 . 在 这 
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种 情形 下 ,k 并 不 对 应 于 倒 格子 中 某 个 对 称 点 . 该 矢量 可 能 占据 某 个 对 称 轴 或 对 
称 平面 上 的 普通 位 置 ,或 者 空间 中 的 普通 位 置 . 对 于 这 种 相 变 ,不 存在 导数 线性 
不 变 式 的 要 求 可 以 放宽 . 

假定 位 于 某 个 对 称 轴 上 . 于 是 问题 中 存在 附加 的 自由 参量 一 一 矢量 党 
着 这 个 轴 的 分 量 .. 假如 对 称 性 容许 在 该 轴 上 存在 最 多 一 个 的 由 (145. 9 ) 量 构 
成 的 不 变 式 , 则 相 变 到 这 种 状态 的 二 级 相 变 可 能 出 现 . 实际 上 ,这 个 不 变 式 通过 
某 个 系数 g 含 在 四 的 展开 式 中 . g 变 为 零 的 条 件 (g(P,7T,k,) =0) 决 定 上 .的 值 . 
应 该 注意 到 ,这 个 值 与 温度 和 压强 有 关 . 

类 似 地 ,有 可 能 相 变 到 上 在 对 称 面 上 的 相 , 只 要 在 面 上 的 相应 不 变 式 最 多 
只 有 两 个 ;而 也 有 可 能 相 变 到 空间 的 普通 点 ,如果 不 变 式 最 多 三 个 . 

在 热力 学 势 中 导致 无 公 度 的 项 往往 很 小 . 在 这 些 情况 下 ,无 公 度 性 表现 为 
基本 结构 的 长 波 “ 调制 ".“ 螺 旋 面 " 磁 结构 可 以 作为 一 个 例子 ,这 在 第 八 卷 中 讨 
论 . 
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已 经 多 次 指出 ,二 级 相 变 点 实际 上 是 物体 热力 学 肾 数 的 奇 点 . 这 种 奇异 性 
的 物理 本 质 在 于 序 参量 涨 落 的 反常 增 大 ,这 又 与 已 经 提 到 的 热力 学 势 极 小 在 相 
变 点 处 变 平 有 关 . 容易 求 出 这 种 增 大 的 规律 (在 所 考虑 的 朗 道理 论 的 框架 内 )， 
这 里 我 们 将 假设 相 变 时 的 对 称 变化 只 由 一 个 序 参量 7 描述 . 
在 给 定 的 常数 值 的 压强 与 温度 下 ,使 系统 偏离 平衡 态 所 需 的 最 小 功 等 于 系 
统 热力 学 势 的 改变 AZ 有,2. 所 以 ,在 恒定 的 P 和 7T 下 涨 落 的 概率 为 
w cc exp| 去 全 中 (146. 1 ) 
在 本 节 参 量 7 的 平衡 值 将 记 为 了 . 在 偏离 平衡 不 远 时 ， 
AB, = 本 地 
根据 定义 (144.7) ,借助 于 (144.6) 可 用 物质 在 弱 场 中 的 响应 率 表示 导数 9 @,/ 
am .于 是 涨 落 的 概率 (在 相 变 点 温度 7T. 附近 ) 可 写成 


WwW CC exp| 一 mo]. 





-由 此 得 到 均 方 涨 落 


@ 已 经 提 过 ,对 于 沿 对 称 轴 的 大 总 能 由 (145.9) 量 至 少 构成 一 个 不 变 式 . 也 可 证 明 : 面 上 不 变 式 至 
少 两 个 . 在 空间 一 般 点 上 总 有 三 个 不 变 式 . 在 这 种 情况 下 ,对 称 对 于 相 变 不 加 限制 . 

加 在 本 节 加 角 标 “+t" 记 整个 物体 的 热力 学 势 ( 史 和 下 文中 的 2) ,无 角 标 的 字母 用 于 单位 体积 的 势 
值 . 
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((An)’》= 


根据 (144.8) , 它 在 7 一 7T. 下 像 17i 一样 增长 2. 

为 了 进一步 阐明 这 个 发 散 的 特征 和 涵义 ,我们 计算 序 参量 涨 落 的 空间 关联 
果 数 . 这 里 我 们 感 兴趣 的 是 长 波 涨 落 ,其 中 的 涨 落 量 跨 物体 扩 度 上 缓慢 变化 ;我 
们 在 后 面 将 会 看 到 , 正 是 这 些 涨 落 在 相 变 点 附近 反常 地 增 大 . 

对 于 非 均 匀 物 体 (顾及 了 跨 体 积 的 不 均匀 涨 落 的 物体 就 是 这 样 ) 应 该 通过 


作为 物体 中 的 点 坐标 函数 的 势 密度 ,将 热力 学 势 表示 成 积分 BB，= ear 但 是 


用 势 @ 描述 热力 学 状态 时 ,给 定 的 是 物体 中 的 粒子 数 入 ,而 不 是 体积 (依赖 于 P 
和 了 ). 所 以 ,在 介质 中 选 出 指定 的 某 个 含 可 变 粒 子 数 六 的 体积 了 ,用 与 之 有 关 的 
别 的 势 来 描述 较为 有 利 . 这 样 的 函数 可 取 温 度 和 化 学 势 六 (在 给 定 的 YY 下 ) 的 函 
数 2,(T,n) ;这 里 具有 类 似 性 质 的 变量 j 起 变量 P 的 作用 (与 P 一 样 ,其 值 在 平 
衡 系 统 内 恒 等 ). 

在 相 变 点 附近 函数 B(P,T,n) 的 展开 式 (144.3) 中 依赖 于 ”的 项 是 B,(P， 
7) 上 的 小 增 量 ( 取 极 小 定 出 了 后 ,剩余 项 有 同一 数量 级 ). 所 以 ,根据 小 增 量 定 
理 可 以 立刻 写 出 势 2(j,7T,n) 的 类 似 展开 式 : 

Np,T,n) = pp,T) + atn + bn - nh, (146.3) 

它 具 有 相同 的 系数 ,但 用 不 同 的 变量 表示 即 以 代替 了 (这 里 的 势 2 是 单位 体 
积 的 ,因而 其 中 的 系数 a =a/V,b =B/V®. 

展开 式 (146. 3 ) 对 应 于 均匀 介质 . 在 非 均匀 物体 中 , 它 不 仅 含 自身 的 不 同 
次 寡 , 而且 也 含 它 对 坐标 的 不 同 阶 导数 . 这 里 对 于 长 波 涨 落 在 展开 式 中 可 限于 
只 取 最 低 阶 导数 (及 其 最 低 寡 次 ) 项 . 一 阶 导数 的 线性 项 形 为 /( nm) 3m/9x;, 在 对 
体积 积分 后 变 为 对 物体 表面 的 积分 ,代表 在 这 里 不 重要 的 表面 效应 8, 形 为 党 
数 .9*n/9x;9xs 的 项 也 是 如 此 . 因此 ,在 2 的 展开 式 中 必要 考虑 的 前 几 个 导数 
项 是 正比 于 下 式 之 项 ; 


二 
es (146. 2) 


2 
= 
OX, OX, 0x, Ox, 


@ 值得 指出 ,表达 式 (146.2) 也 可 以 直接 从 涨 落 耗 散 定理 得 到 . 为 此 只 需 指出 :如 果 将 场 上 等 同 于 
这 个 定理 表述 中 提 到 的 频率 w =0 的 外 来 作用 所 $124), 则 量 x 对 应 于 AnY, 而 广义 响应 率 (0) 为 乘积 
XV. 于 是 从 (124. 14 ) 得 到 公式 (146.2). 

@ 但 是 ,这 时 必须 注意 到 ,系数 4=at 现在 应 该 按 差 +=7T-T.(p) 而 不 是 按 T-7T.(P) 的 器 次 展开 ; 
在 这 种 意义 上 系数 的 值 a = a/V 是 变化 的 . 

@” 当 相 变 用 几 个 序 参 量 描述 时 ,一 阶 导 数 的 一 次 项 在 的 展开 式 中 也 不 出 现 . 在 这 种 情况 下 论证 
该 结论 还 要 用 到 物体 在 相 变 点 的 稳定 条 件 ( § 145). 
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并 且 ,前 者 在 对 体积 积分 后 化 为 后 者 . 最 后 我 们 求 出 ,前 面 所 写 的 函数 12 必须 加 
形 如 下 式 之 项 : 
TO 97 . (146. 4) 


Dxi; Ox,” 

仍 约定 对 重复 的 矢量 下 标 求 和 如 前 . 以 下 只 限于 最 简单 的 gx = g6i 情 况 ( 对 应 
于 ?7 =0 时 的 立方 对 称 ) ;这 种 情况 已 经 显现 出 关联 函数 的 所 有 特征 . 因此 ,热力 
学 势 密度 可 写成 


gu lk, 


2 
0 = 0, + at + bn' +e( 也 | 一 nh. (146.5) 


很 显然 ,要 使 均匀 物体 稳定 ,应 该 g>0; 否 则 9, 在 ?7 = 常数 时 不 会 有 极 小 . 
在 给 定 久 和 7T 下 考虑 涨 落 时 ,必须 将 其 概率 写成 
w cc exp( — Af2/T), 
因为 在 这 些 条 件 下 使 系统 偏离 平衡 状态 所 需 的 最 小 功 是 R,, = - AQ,%. 
现在 具体 考虑 对 称 相 中 (没有 场 h 时) 的 涨 落 ;此 时 和 =0, 因 而 An = 准 
至 涨 落 的 二 次 项 , 势 2, 的 改变 可 写成 2 


2 2 aAn\’ 
AT = [| a an) ol) |av. (146.6) 
然后 ,下 步 处 理 类 似 于 $116. 把 涨 落 量 Am(r) 展 开 为 体积 了 中 的 傅 里 叶 级 数 : 
An = Ame’, An = An. (146.7) 


它 的 梯度 为 
9An -_ i Wor 
i 2 kAme . 
把 这 些 表 达 式 代 人 (146.6) ,除了 含有 乘积 Am.A7n_， = | An | 的 项 以 外 ,所 有 
各 项 对 体积 积分 后 都 等 于 零 . 结果 得 到 
AN, = V> (eh +oat) |A7 | ， 
进而 
《|Anm | = T/[2V(gk + at)] (146. 8) 


众 看 从 (116. 10) 到 (116. 12) 的 推导 ). 我 们 看 到 , 当 : 一 0 时 ,实际 上 正 是 上 ~ 


@ ”指定 所 选 体 积 中 的 九 值 ,这 并 不 妨碍 在 这 个 体积 和 "环境 "之 间 有 粒子 (或 能 量 ) 交 换 . 因而 ,可 
以 在 给 定 的 上 (和 了) 下 考察 刀 的 涨 落 ;参看 $ 115 的 开头 . 

四 ”基于 这 种 形式 表达 式 的 涨 落 理论 首先 由 奥 恩 斯 坦 和 策 尼 克 (L. S. Omstein,F. Zemicke,1917 ) 提 
出 (应 用 于 临界 点 附近 的 涨 落 ). 
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Vat/g 的 长 波 涨 落 增 大 了 @. 我 们 着 重 指出 ,公式 (146. 8) 本 身 只 适用 于 足够 大 
的 波长 1/£, 在 任何 情况 下 它 都 应 比 原子 间距 大 得 多 . 
待 求 的 关联 函数 可 引入 如 下 : 
G(r) = (An(r)An(r)), r=r, -rr;, (146.9) 
它 的 计算 用 以 下 和 式 : 
G(r) = > | Am | De 


或 者 变换 到 上 空间 的 积分 








G(r) = Ik |-Am: [eo Dt (146. 10) 
利用 8$117 习题 3 的 脚注 给 出 的 健 里 叶 变 换 公 式 , 求 得 (r 半 0 时 ) 
G(r) = sexp( —- r/r.), (146.11) 
式 中 
r。= Vg/at. (146. 12 ) 


这 个 量 称 为 涨 落 的 关联 半径 ; 它 决定 了 关联 作用 显著 减 小 的 距离 的 数量 级 . 在 


趋 近 相 变 点 时 ,关联 半径 增 大 如 1At ,而 在 该 点 上 关联 函数 减 小 如 1/r 

当 r=0 时 ,积分 (146. 10) 决 定 在 无 穷 小 体 元 内 参量 ? 的 均 方 涨 落 ; 在 大 很 
大 时 积分 发 散 . 但 是 ,这 种 发 散 只 不 过 是 因为 表达 式 (146.8) (对 应 于 长 波 涨 落 ) 
在 该 区 不 适用 ,并 且 只 表明 在 ((A7) 中 存在 不 依赖 于 上 的 项 . 

为 避免 误解 ,我 们 强调 ,前 面 所 写 的 表达 式 (146. 2) 决 定 在 线 度 1>>7. 的 体 
积 Y 中 参量 7 的 平均 涨 落 ; 可 以 把 这 个 量 记 为 ((A7) ;函数 An(r) 对 体积 V 
的 平均 值 恰好 是 傅 里 时 分 量 Am =0; 所 以 ,很 自然 ,k =0 时 的 表达 式 (146. 8 ) 与 
(146. 2 ) 一致. 后 者 也 可 以 根据 以 下 显而易见 的 公式 从 关联 函数 得 到 : 


《Ca 页 (An(r)An(m) dy dy, = 二 |c(r)ay，(146.13) 


上 式 适 用 于 任何 有 限 体积 中 我 们 注意 到 ,正好 在 上 =0 点 上 (有 Celvr) 该 积分 
正比 于 1/, 式 中 ! 是 所 考虑 涨 落 的 区 域 线 度 . 这 里 的 均 方 ((A7) )y 不仅 依赖 
于 体积 ,而 且 还 依赖 于 区 域 的 形状 . 
现在 我 们 能 够 对 于 在 这 里 所 建立 的 基于 展开 式 (146. 5 ) 的 涨 落 理 论 , 表 述 
@ 当然 ,在 相 变 点 的 另 一 侧 即 非 对 称 相 中 ,也 有 类 似 的 结果 . 那里 亏 =( - at20): ,代替 (146.6) 
式 , 势 2, 的 变化 ( 仍 准 至 ~ (Am7)) 为 
AD，= /[ -2at( An)’ + sl( 249) Jar. 


显然 ,这 里 的 关于 ( | Am 上 ) (和 下 面 的 关联 函数 ) 的 结果 与 前 面 的 相 比 ,区 别 仅 在 于 用 2a | :| 取代 at. 
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决定 其 适用 范围 的 条 件 . 作为 这 个 条 件 , 应 该 要 求 参量 7 对 关联 体积 求 平均 的 
均 方 涨 落 ,与 特征 值 5” ~a|t|/b 相 比 很 小 . 这 个 量 在 V~r 下 由 (146.2) 给 出 ， 
从 而 求 得 条 件 


Tx/re < (alt|)/%, (146. 14) 
或 者 (由 (144.8) 和 (146. 12) 取 Xx 和 7.) 得 
ali| > Th /pg (146. 15) 


( A. II. JeapHiok ,1959;B. 1. TusH36ypr( 金 效 堡 ) ,1960) 中 . 

确定 以 上 所 得 到 的 这 些 公式 中 温度 依赖 关系 也 需要 按 上 = 了 -了 . 的 医 次 展 
开 ( 在 按 n 的 展开 系数 中 ). 作 这 种 展开 的 可 能 性 要 求 满足 条 件 上 << 7.; 为 保证 
这 与 条 件 (146. 15 ) 在 任何 情况 下 相 容 ,必须 有 

Tb 

条 件 (146. 14) 一 (146. 16 ) 确保 涨 落 足够 小 ,同时 也 确保 在 上 几 节 所 叙述 的 
整个 朗 道 相 变 理论 可 用 . 我 们 看 出 ,只 有 当 不 等 式 (146. 16 ) 满足 时 ,这 个 定理 成 
立 的 温度 范围 才 存 在 . 在 这 种 情况 下 ,对 于 相 变 时 可 允许 对 称 变化 的 选择 定 则 ， 
理论 的 结论 仍然 成 立 2. 然而 ,对 于 热力 学 量 的 温度 依赖 关系 ,不 可 避免 在 7. 附 
近 有 个 窗 区 ,那里 朗 道理 论 并 不 适用 . 因而 这 个 理论 的 结论 应 该 只 涉及 该 温度 
区 外 的 两 相 状态 . 那么 ,在 8$8143 中 所 得 到 的 热力 学 量 跃 变 的 表达 式 , 应 该 理解 
为 在 该 区 两 端的 两 相 值 之 差 . 紧 靠 T. 点 的 邻 域 , 对 应 于 不 等 式 (146. 15 ) 的 相 肥 
式 , 称 为 涨 落 区 域 ; 在 那里 涨 落 起 决定 性 作用 . 

在 上 述 的 计算 中 ,并 未 考虑 区 分 固体 和 液体 的 弹性 性 质 @ ,或 是 物体 由 于 排 
序 而 出 现 的 形变 效应 ( 称 为 伸缩 ). 在 朗 道理 论 的 框架 内 ,这 些 效应 不 影响 上 几 
节 所 述 的 结论 . 但 是 这 两 种 因素 的 联合 作用 会 强烈 影响 序 参量 的 涨 落 ,进而 影 
响 相 变 的 特征 . 研究 这 个 问题 需要 运用 许多 弹性 理论 ,所 以 超出 本 卷 的 范围 . 在 
这 里 ,我 们 只 是 限于 指出 某 些 结果 . 

依 晶体 对 称 的 不 同 ,伸缩 形变 按 序 参量 可 以 呈 线 性 的 或 者 二 次 的 . 在 这 两 
个 情形 下 物体 的 弹性 性 质 对 相 变 可 有 不 同 的 影响 . 

在 线性 伸缩 的 情形 下 ,以 字母 y 表示 应 变 张 量 分 量 u 与 序 参 量 之 间 的 比例 
系数 的 数量 级 :us ~ yn. 这 种 效应 对 涨 落 的 影响 出 现在 w 三 y /A 的 相 变 点 邻 域 
内 (A 为 物体 弹性 模 量 的 数量 级 ). 在 很 多 情况 下 ,伸缩 是 弱 效 应 ,在 这 种 意义 下 





<< 1. (146. 16 ) 


”这 个 条 件 也 可 由 直接 计算 物体 比 热 在 相 变 点 附近 的 涨 落 修正 而 得 以 证 实 ( 参 看 147 的 习题 )- 

图 ”但 是 ,对 于 由 几 个 序 参量 描述 的 相 变 ,建立 朗 道理 论 的 所 有 适用 条 件 ,需要 更 详细 的 研究 ， 

轩 ”这 里 最 重要 的 不 在 于 这 些 性 质 为 各 向 异性 的 事实 本 身 ,而 在 于 形变 不 可 化 为 单个 的 全 方向 压缩 
形变 . 在 这 种 意义 下 ,以 下 的 讨论 与 切 变 模 最 非 零 的 各 向 同性 固体 有 关 . 
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Yy 值 很 小 . 那么 ,上述 温 度 区 很 窗 且 位 于 涨 落 区 内 ， 
长 波 的 涨 落 (上 = Vy /Ag) 在 这 里 受 压制 ,并 且 关 联 半径 不 会 增 大 而 超过 值 
r. ~ VB8A/Yy . 结果 在 相 变 点 热 容 只 经 受到 有 限 的 牙 变 ,就 像 朗 道理 论 中 一 样 2. 
平方 伸缩 导致 不 同 的 结果 @. 这 种 效应 也 压制 涨 落 ,然而 程度 更 弱 . 如 果 不 
考虑 伸缩 , 比 热 在 相 变 点 会 变 为 无 穷 大 (参阅 $148) , 则 平方 伸缩 就 会 与 先前 不 
同 而 导致 粮 的 小 路 变 , 即 相 变 成 为 一 级 但 接近 于 二 级 ;这 时 比 热 仍旧 有 有限, 虽然 
值 反 常 地 高 久 . 


习 题 
试 确 定 在 外 场 h 中 当 T=T. 时 序 参 量 涨 落 的 关联 半径 . 
解 : 平 衡 值 丰 由 (144.9) 式 给 出 ,而 热力 学 势 的 密度 为 


pp i 07n 2 
F173 (7 — 7) + gl | 


对 于 关联 函数 又 得 到 以 前 的 结果 (146. 11) ,有 关联 半径 


176 17 
g 2 





Q= 0 +bn +e(m) -hn= n+ 


中 演 
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在 转 到 叙述 朗 道理 论 适 用 范围 以 外 ( 即 相 变 点 邻 域内 ) 的 相 变 性 质 之 前 ,我 
们 看 看 如 何 表 述 有 关 研 究 这 些 性 质 的 统计 学 问题 9 
根据 (35.3) ,热力 学 势 中 由 配 分 函数 定义 为 


n=-ThnS ee ee ar (147. 1) 
N 


式 中 积分 遍及 NN 粒子 系统 的 整个 相 空 间 . 假如 只 对 与 序 参量 的 某 个 给 定 分 布 
n(r) 对 应 的 部 分 相 空间 求 积分 , 则 由 公式 (147. 1) 所 决定 的 泛 函 QLn(7) ] 可 以 
看 成 是 对 应 于 该 分 布 的 势 . 连续 分 布 n(r) 在 这 里 用 复 变 量 的 离散 集合 mw = 
74 +ims 即 傅 里 叶 展 开 式 (146. 7) 的 分 量 来 代替 较为 方便 . 于 是 Q[7] 的 定义 写成 


N[n(r)] =- TIn >， "ik 
x [exp( - 于 人 全] TT BCom mpsgsN)) Bn p93N) dT 147. 2) 
不 


中 ”参看 :JJeaaBlogk A, I. ,Co6nHmH A,.A,V/IIcbMa B 冰 3TQ@. -1970. -T. .~- 第 540 页 . 

加 ”这 种 情形 的 特例 是 顺 磁 态 到 铁 磁 态 的 相 变 ,在 这 里 晶体 的 磁化 强度 矢量 是 序 参量 . 形变 与 磁化 
强度 间 的 线性 关系 排除 了 时 间 反 演 下 的 对 称 性 要 求 (这 时 形变 保持 不 变 ,但 磁 和 矩 变 号 ). 

加 ”参看 :JIapxnn A.M. ,Tnknn C. A.// 冻 3T@. -1969. -T.56. -第 1664 页 . 

@ ”关于 二 级 相 变 问题 的 这 种 提 法 由 1. 几 . 朗 道 提 出 (1958 ) . 
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式 中 mx(p,qg;N) 是 量 7 作为 相 空 间 点 p,9 的 函数 . 显然 ,在 这 种 定义 下 了 
人 2 = 一 TIn [exp| 2 公交 [] (Vdnidn ). (147.3) 


在 上 一 节 就 已 经 证 明 ,只 有 小 波 和 撩 上 的 涨 落 在 相 变 点 附近 会 有 反常 增 大 ; 
因而 ,热力 学 函数 的 奇异 性 特征 也 正 是 取决 于 这 些 涨 落 . 同时 ,物质 的 定量 特征 
如 相 变 温度 7, 本 身 , 却 主要 取决 于 物质 中 的 原子 近 距 离 相互 作用 ,短波 分 量 从 
与 之 对 应 . 这 个 物理 上 显而易见 的 事实 ,在 配 分 函数 中 表现 为 较 大 的 相 体积 与 
较 大 值 的 对 应 . 

设 (截断 参量 ) 是 比特 征 原子 线 度 的 倒数 小 得 多 的 某 个 上 值 . 分 布 n(7) 
的 长 波 部 分 由 以 下 和 式 给 出 : 

TD) = > mie (147. 4) 

而 与 该 分 布 对 应 的 热力 学 势 Q[ 忆 ] 由 公式 (147. 2) 给 出 ,其 中 按 上 的 乘积 应 该 
只 遍 取 k< 的 值 . 相应 地 ,2f 书 ] 与 22 的 联系 由 公式 (147.3) 给 出 ,其 中 的 积分 
只 对 下 < 人 的 nx 求 . 

在 相 变 点 附近 , 泛 函 2[ 广 ] 可 以 按 函数 5(7) 的 备 次 展开 ;因为 这 个 函数 组 
变 , 所 以 在 展开 式 中 可 只 取 其 最 低 阶 导数 项 ,同时 ,这 个 展开 式 还 必须 体现 相 变 
存在 这 一 事实 ,因为 7, 的 值 取决 于 不 在 5 中 的 短波 分 量 . 这 表明 ,展开 式 2[ 性] 
应 该 恰好 具有 (146. 5 ) 的 形式 

A[5] = 0, + [Lorn + 6 +e( Vi)? - hi]dV. 

最 后 ,去 掉 记号 ~ ,我 们 得 出 热力 学 势 的 如 下 表达 式 


在 二 f 好 
-=- TIn exp| 了 Ll Vdnidns ) ， (147. 5 ) 
式 中 
H, = {Lam + bn + g( Vn)’ - hn]dy (147.6) 
充当 相 变 系统 的 有 效 哈密 顿 量 . 


在 朗 道 理论 的 适用 范围 内 , 涨 落 很 小 . 这 表明 ,在 配 分 函数 (147. 5 ) 中 起 重 
要 作用 的 ?了 值 有 很 窗 的 范围 ,位 于 使 有 效 哈密 顿 量 取 最 小 的 了? = 了 7 了 附近. 用 鞍点 
法 ( 即 指数 宗 量 用 最 小 点 附近 的 展开 式 取代 ) 求 积分 后 ,应 该 回 到 朗 道理 论 的 热 


@ 在 连 乘 号 下 引 人 了 归 一 因子 Y 以 使 得 势 2 与 体积 成 正比 ,也 该 如 此 . 


@ 为 简化 讨论 , 设 物理 量 ? 是 经 典 的 . 这 种 假设 是 非 本 质 的 ,因为 长 波 变量 二 在 任何 情形 下 都 是 经 
典 的 . 但 是 对 于 量子 系统 ,类 似 献 ou < 了 7 的 条 件 必 须 满足 ,此 处 “是 序 参量 振荡 的 特征 传播 速度 . 
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力学 势 ; 所 以 ,有 效 哈密 顿 量 中 的 系数 与 朗 道理 论 的 热力 学 势 中 的 系数 应 该 完 
全 一 致 . 然而 ,与 通过 差 上 4*=7- 7 而 出 现在 (147.6) 中 的 7” 值 相 比 , 涨 落 修 
正 这 时 导致 相 变 温度 T, 有 某 种 移动 。 

由 (147.4) 用 7 取代 ?7(r) ,将 有 效 哈 密 顿 量 通过 这 些 变量 表示 之 后 ,积分 
(147.5) 到 在 变量 ,的 无 穷 集 合 上 . 假如 会 算 这 个 (所 谓 连 续 型 的 ) 积 分 , 便 可 
解释 函数 2(j,7T) 在 相 变 点 附近 的 奇异 性 质 . 但 是 ,这 做 不 到 . 

对 于 奇异 性 的 形成 , 波 矢 取 上 丰 ~ Lvre 的 涨 落 , 起 关键 作用 . 当 1 一 0 时 ,关联 
半径 r. 一 wm ,于 是 很 小 的 上 值 变 得 重要 . 因此 ,极为 可 能 ,奇异 性 的 特征 并 不 依 
赖 于 截断 参数 值 的 选取 . 如 果 可 认为 这 种 奇异 性 在 于 热力 学 势 中 出 现 了 温度 
上 和 场记 的 非 整 数 次 寡 项 , 则 以 上 推断 意味 着 这 些 守 指 数 ( 所 谓 临 界 指数 ) 与 is 
无 关 . 

由 此 又 应 该 得 出 ,这 些 指数 与 有 效 哈密 顿 量 中 的 系数 上 和 8 的 具体 值 无 
关 ,进而 与 系数 所 依赖 的 凡 或 者 尸 无 关 . 实际 上 ,如 一 ko/A 的 改变 相当 于 坐标 标 
度 变化 r 一 Ar, 所 以 后 者 不 应 该 改变 临界 指数 . 另 一 方面 ,变换 r 一 Ar 改变 有 效 
哈密 顿 量 中 的 系数 g, 但 不 改变 系数 b; 所 以 临界 指数 不 应 该 依赖 于 g. 类 似 地 ， 
在 变换 r-»Ar 的 同时 也 变换 连续 型 积分 的 变量 mn 一 An, 则 我 们 改变 6 而 不 改变 
g, 因 此 ,临界 指数 也 与 5 无关. 通常 系数 a 的 变化 并 不 重要 ,因为 它 可 通过 不 影 
响 指 数 的 上 的 相应 标 度 变化 消去 . 

这 样 ,应 该 预料 ,临界 指数 对 于 有 效 哈密 顿 量 形 如 (147.6) 的 所 有 系统 都 是 
相同 . 然而 ,它们 也 可 能 不 同 ,假如 系统 的 对 称 使 得 ( 仍 假 定单 个 序 参量 ) 有效 哈 
密 顿 量 中 导数 的 二 次 项 具有 更 普遍 的 形式 (146. 4). 

继续 这 种 思路 可 以 预料 ,在 更 一 般 的 情况 下 , 当 相 变 中 对 称 的 变化 用 多 分 
量 的 序 参 量 描述 时 ,临界 指数 仅仅 与 有 效 哈 密 顿 量 的 结构 有 关 而 与 其 系数 的 具 
体 值 无 关 . 这 里 所 说 的 哈密 顿 量 结构 ,包括 四 次 不 变 式 的 数目 与 形式 (还 有 其 系 
数 间 不 等 式 的 符号 与 关系 ) ,以 及 序 参量 导数 平方 项 的 形式 . 

最 后 ,关于 如 何 计算 配 分 函数 (147.5) ,(147.6) 按 瞩 的 宪 次 展开 的 逐 阶 项 ， 
再 说 几 句 . 设 h=0,t>0, 由 此 =0; 当 4=0 时 ,有 效 哈 密 顿 量 为 

H's = V2 (at + gk) lml; (147.7) 


它 分 解 为 若干 项 的 和 ,各 项 只 依赖 于 me 中 的 一 个 . 这 时 配 分 函数 很 容易 计算 
(参看 习题 ). 展开 式 的 后 继 项 (对 应 于 计 及 不 同上 的 涨 落 间 的 “相互 作用 ”) 是 
各 个 不 同 m 的 乘积 按 高 斯 分 布 [ < exp( - Her /7T.] 的 平均 . 这 样 的 积分 可 用 下 
面 的 一 个 定理 计算 :若干 个 mx 的 乘积 的 平均 ,等 于 将 该 乘积 的 因子 按 所 有 可 能 
方式 配对 后 的 配对 平均 值 乘积 之 和 . 每 一 个 配对 平均 值 是 涨 落 的 关联 函数 ( 波 
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矢 上 ) ,因而 计算 按 ， 寡 次 展开 的 各 阶 项 归结 为 计算 关联 函数 的 乘积 的 各 种 积 
分 了 . 趋 近 相 变 点 时 ,这 些 积分 发 散 ,但 是 不 可 能 从 中 分 离 出 可 求 和 的 一 组 “最 发 
散 " 积分 2. 

在 以 上 的 问题 提 法 中 ,假定 了 奇异 性 的 特征 并 不 依赖 于 在 有 效 哈密 顿 量 按 
nd i me 很 有 理由 假设 实际 上 的 确 如 此 ,因为 这 些 项 
导致 的 积分 发 散 弱 于 ~w 项 . 

习 题 

在 朗 道 理论 的 适用 范围 内 , 求 热 容 的 一 级 涨 落 修正 (A.IIL. JesaHrok ,1963 ) , 

解 : 计 算 对 无 外 场 的 对 称 相 进行 . 在 一 级 近似 下 ,有 效 哈密 顿 量 由 (147.7) 
式 给 出 . 由 公式 (147.5) 计 算 配 分 函数 ,给 出 

we m (at + gk ) 2mk dk 
2 -2， = er = TV| 有 
(积分 对 半 个 空间 求 ,因为 n; 与 7 并 非 独立 ). 作为 势 肥 的 小 修正 ,该 表 式 
也 给 出 对 势 更 的 修正 . 将 该 式 两 次 对 上 求 微 商 , 给 出 对 热 容 的 修正 
汪 = 一 由 上 1 
(at +&F) 16Trg VE 
如 果 要 求 该 修正 项 比热容 的 跃 变 (143.8) 小 很 多 ,可 再 次 得 出 朗 道理 论 
(146. 15 ) 适用 条 件 形 如 


(1) 


(2) 
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现 有 的 二 级 相 变 理论 基于 某 些 未 经 严格 证 明 却 十 分 合理 的 假设 之 上 ,当然 
也 基于 对 这 些 假 设 用 实验 数据 及 具体 简单 模型 上 的 数值 计算 结果 所 作 的 验证 . 

这 些 数据 支持 我 们 假设 , 当 7 一 7T. 时 ,导数 39C,/97T 总 是 变 为 无 穷 大 ,而 且 在 
许多 情况 下 热 容 C, 本 身 也 是 如 此 . 由 此 已 经 能 够 对 其 它 一 些 热 力学 量 的 行为 
下 许多 结论 . 这 里 由 热 容 本 身 变 为 无 穷 大 这 一 假设 出 发 讨论 ( A. B. Pippard， 
1956 ). 


@ 上 述 定 理 在 这 里 的 作用 类 似 于 量子 电动 力学 中 的 威 克 定 理 , 级 数 中 的 每 一 单项 都 可 以 用 类 似 于 
费 曼 图 的 图 来 表示 . 关于 用 这 样 建立 起 来 的 “图 技术 "来 计算 配 分 函数 的 叙述 , 见 专著 :Tiaraurrackxg A. 
3. ,IIokpoacKHR 也 ， 刀 ， 中 my7KxTyaIHOHHaR TEOPHR 中 a30BbIX repexonoB. — M. ;Hayka,1982. 

四 ”如果 形式 地 讨论 四 维 空间 中 (那里 积分 在 :一 0 时 旦 对 数 发 散 ) 的 相 变 问题 ,这 种 分 离 能 做 到 . 以 
此 为 基础 ,威尔逊 (K.，G，Wilson ,1971) 提 出 了 估算 临界 指数 的 方法 :对 “4 - e 维 空间 " (se 为 小 量 ) 计 算 
它们 ,然后 将 结果 外 推 至 a=1. 
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物体 C, =T(35/37)。 趋 于 无 穷 大 ,表明 炉 可 以 表示 为 
3 (TP =.P(T}) 
( 式 中 已 =P.(7) 是 PT 平面 中 的 相 变 点 曲线 方程 ) ,并 且 这 个 函数 对 其 第 二 个 
宗 量 的 导数 , 当 P - P. 一 0 时 趋 于 无 穷 . 把 对 这 个 宗 量 的 微 商用 ' 号 表示 而 且 只 
保留 发 散 项 ,我 们 有 


-0 上 
人 
由 此 得 
强 - 工 叶 (区 当 了 一 了 时 ， (148. 1) 


即 热膨胀 系数 按照 与 C， 同样 的 规律 变 为 无 穷 

容易 看 出 ,所 作 的 推导 在 于 使 5 沿 相 变 点 曲线 的 导数 的 发 散 部 分 等 于 零 . 
因此 ,很 自然 , 式 (148. 1) 在 形式 上 应 与 方程 (143. 10)( 对 AS =0 沿 同 一 条 曲线 
求 微 商 得 到 ) 完 全 一 致 ,区 别 只 在 于 没有 记号 A. 因此 ,与 (143.9) 类 比 ,可 以 立 
即 写 下 男 一 关系 : 

. (3 = ( 芍 挟 了 -到 ( 显 (148. 2) 

即 等 温 压 缩 率 也 变 为 无 穷 (但 由 于 (16. 14) 绝 热 压 缩 率 仍旧 有 限 ). 至 于 热 容 
C,, 它 仍旧 有 限 , 并 且 从 (143. 14) 可 以 看 出 ,在 相 变 点 它 也 没有 突变 : 式 
(143. 14) 的 右边 由 于 (9V/3P); 为 无 穷 大 而 等 于 零 ,所 以 AC, =09. 导数 (3P/ 
37)y 也 是 如 此 ;把 (148.2) 代 人 (16. 10) 可 以 证 明 ,在 相 变 线 上 


a 3 (148. 3) 


值得 强调 ,上 述 的 结果 实质 上 与 二 级 相 变 点 在 PT 平面 上 占据 整 条 线 (并 且 
该 线 的 斜率 有 限 ) 有关. 
记 在 涨 落 区 内 热 容 的 温度 关系 为 
本 | (148.4) 
( 仍 记 := 了 -了 7.). 本 节 下面 会 看 到 ,有 理由 假定 指数 a 在 相 变 点 两 侧 的 值 相等 
(下 面 引 入 的 其 它 指 数 也 是 这 样 ). 当然 ,规律 (148.4) 中 的 比例 因子 在 两 侧 不 
同 . 


因为 热量 | C,d7 在 任何 情况 下 应 该 有 限 , 所 以 有 a <1, 如 果 不 是 热 容 本 身 


dV. 


@ 在 相 变 线 上 C, 不 能 变 为 无 穷 的 理由 很 明显 :否则 这 会 导致 C。 =7( 


3) 入 和 (参看 (143. 14) ) ,而 


aP 


这 肯定 不 可 能 ,因为 C, 为 正 且 ( 57 


3 为 负 . 但 是 ,在 相 变 线 上 热 容 C, 具有 无 穷 的 导数 (见习 题 ). 
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而 只 是 9C,/37 趋 于 无 穷 , 则 -1 <a <0; 表 达 式 (148.4) 此 时 确定 的 只 是 热 容 C， 
= Co + Cu | 1| “的 奇异 部 分 
非 对 称 相 序 参 量 平衡 值 趋 于 零 的 规律 可 记 为 
nx (-1i)s, 有 > 0 (148.5) 
根据 定义 ,指数 B 只 对 非 对 称 相 而 言 0. 
为 了 描述 参量 n 自身 的 涨 落 性 质 ,引入 指数 v 决定 关联 半径 的 温度 依赖 关 


系 : 
| (148.6) 
及 指数 上 决定 上 =0 时 关联 肾 数 随 距离 减 小 的 规律 : 
GU Wer (148.7) 


式 中 4 是 空间 维 数 ( 对 于 通常 物体 d=3). 将 (148,7) 写 成 这 种 形式 ,其 目的 在 
于 使 给 出 的 定义 也 适用 于 二 维系 统 中 (d =2) 的 二 级 相 变 . 规律 (148.7) 也 适用 
于 非 零 的 |1| <<7., 但 仅 限 于 距离 7 <<.. 

规律 (148.4) 一 (148.7) 中 等 指 数 称 为 临界 指数 . 应 该 强调 ,在 推导 以 下 临 
界 指数 之 间 关 系 的 精度 下 ,不 可 能 识别 出 宪 律 背景 中 的 对 数 因子 . 在 这 种 意义 
下 ,例如 零 指数 对 应 的 既 可 能 是 物理 量 趋 于 常数 极限 ,也 可 能 是 它 对 数 增长 . 

另 有 一 组 指数 ,引入 来 描述 有 外 场 h 存在 时 物体 在 涨 落 区 的 性 质 . 这 时 应 
该 区 分 外 场 在 $144 末尾 所 述 的 意义 下 是 “ 弱 场 "还 是 “ 强 场 ", 即 h kh 或 是 上 
>h,, 此 处 是 特定 的 场 值 ,在 该 场 值 下 场 诱发 的 序 参 量 F,,~xXh 与 自发 序 参 
量 的 特征 值 m,, (1:) 有 同样 的 数量 级 . 弱 场 区 有 指数 y 用 以 决定 响应 率 的 变化 规 
律 : 


Rw | | 0 (148.8) 
前 面 引 入 的 指数 也 可 在 该 区 指定 : 零 场 下 导 得 的 规律 (148.4) 一 (148.6) 当然 属 


于 弱 场 的 极限 情形 . 
对 于 强 场 的 相反 情形 ,我 们 引信 决定 热力 学 量 和 相关 半径 对 场 的 依赖 关系 


的 临界 指数 : 
GC, «eh, (148.9) 


nh” (oy, (148. 10) 
r ch (jp > 0) (148.11) 


(这 里 明确 假设 h>0)@.， 
物质 在 二 级 相 变 点 附近 涨 落 区 内 性 状 的 极限 规律 的 普 适 性 ,在 上 节 描 述 的 
@ 为 明确 起 见 , 在 这 里 和 以 后 ,温度 +<0 总 是 对 应 于 非 对 称 相 . 


@@” 朗 道理 论 对 应 于 如 下 的 临界 指数 值 ;: 
a=0, B=1/2, y=1, 853, ee=0, p=1/3, vs1l/2, ¢=0, 
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意义 下 , 指 临界 指数 的 类 似 普 适 性 . 于 是 应 该 预料 到 ,它们 的 值 对 于 只 由 一 个 序 
参量 描述 的 有 对 称 变 化 的 一 切 相 变 都 相同 . 

临界 指标 彼此 之 间 以 一 系列 精确 关系 式 相 联 系 . 其 中 有 几 个 几乎 可 由 不 同 
指数 的 定义 直接 推出 ;我 们 就 从 导出 这 些 关 系 式 开 始 . 

已 在 $144 中 指出 ,施加 外 场 h 会 抹 去 某 个 温度 区 的 相 变 . 由 前 面 所 提 到 的 
条 件 mwsa(h) ~ 7,,(t) ,现在 将 之 理解 为 在 给 定 h 下 对 1 的 要 求 , 则 可 以 估计 温度 
区 上 的 大 小 . 根据 定义 (148.5) 和 (148.8) ,我 们 有 

入 交 ] 寺 瑟 ， 沽 二 列 天 全 2， 
令 这 两 个 量 相等 ,给 出 
| (148. 12 ) 

男 一 方面 ,这 同一 “ 抹 平 "区 还 可 以 这 样 估计 , 即 要 求 热力 学 势 的 场 部 分 与 热 部 
分 同 数量 级 ;前 者 为 - Vnh, 而 后 者 ~tC,, 因 为 C, = -7T9 $8/97T. 由 此 求 得 
| | ”cj 由 (148. 12) 用 上 表示 六 ,得 等 式 

a+2B+Y=2 (148. 13) 
(J. W. Essam,M.E. Fisher,1963). 

其 次 ,我 们 利用 一 个 明显 的 事实 :在 相 变 抹 平 区 的 边界 处 ( 即 在 (148. 12 ) 条 
件 下 ) 可 以 同样 有 效 地 用 温度 :或 者 场 h 来 表示 每 个 热力 学 量 . 例如 ,这 里 有 

Wr | | eh, 


而 再 由 (148. 12 ) 通 过 1 表示 h, 得 等 式 


B=B+7Y {148.14) 
(B. Widom ,1964). 用 同样 的 方法 ,从 热 容 C, 的 两 种 表示 出 发 ,我 们 求 得 
e(B+7Y) = a. (148.15) 


等 式 (148. 14) (148. 15 ) 联系 两 类 指数 ,这 两 类 分 别 决 定 热力 学 量 在 弱 场 中 的 
温度 依赖 关系 以 及 在 强 场 中 的 与 的 依赖 关系 . 

用 同样 的 方法 ,对 于 决定 关联 半径 性 状 的 指数 ,可 得 到 类 似 的 等 式 @: 

HA(B +Y) =v. (148.16) 

最 后 ,通过 估计 公式 (146. 13 ) 两边 的 表达 式 还 可 以 得 到 一 个 关系 式 . 根据 

(146.2) 和 定义 (148. 8 ) ,在 给 定 体积 V 内 的 均 方 涨 落 为 : 
yy 
((An)’), = | 汪 

关联 函数 的 积分 取决 于 该 函数 显著 不 为 零 的 空间 区 域 ~ 愉 , 并 且 根 据 定 义 
(148.7) ,其 数量 级 <r “9, 所 以 积分 值 (在 d 维 空间 内 ) 为 


QD 显而易见 ,从 (148.14) 一 (148.16) 可 得 出 等 式 
Bde =a, Bo =v, ev = oy. 
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d 。 -=-(d-247) 
r. 


or 《 ee | | 0 


比较 两 式 ,得 等 式 
v(2 -1) = (148. 17) 

因此 ,我 们 得 到 了 联系 8 个 指数 的 5 个 关系 式 . 因而 ,这 些 指数 全 都 可 以 只 
通过 独立 的 三 个 表示 . 

特别 是 ,由 此 能 够 作出 早已 指出 过 的 结论 : ”温度 "指数 a,y,v 的 数值 在 相 
变 点 两 侧 相 同 . 事实 上 ,以 y 为 例 ,假如 它 对 上 >0 和 +t<0 不同 , 则 从 (148. 14 ) 就 
该 得 出 ,指数 5 依赖 于 :的 符号 . 然而 ,这 个 指数 属于 强 场 h, 仅 满足 与 i 的 符号 
无 关 的 条 件 h>>h, 因 此 本 身 不 可 能 依赖 于 该 符号 (其 它 两 个 “ 场 " 指 数 s 和 上 
也 是 如 此 ). 从 关系 式 (148. 13) 和 (148. 16) 可 得 ,指数 a 和 > 也 不 依赖 于 上 的 符 
号 . 

由 所 得 到 的 结果 ,可 在 :和 4 之 间 的 任意 关系 之 下 ,对 系统 的 热力 学 函数 作 
出 某 些 结论 . 现在 以 函数 mn(1,h) 为 例 说 明 , 将 之 表示 为 

1 

(在 给 定 P 下 ). 函数 了 的 第 一 个 宗 量 的 选择 ,取决 于 划分 强 场 和 弱 场 的 条 件 
(148. 12)( 这 里 可 根据 (148. 14) 令 B+?y = 有); 这 个 宗 量 可 取 从 小 到 大 的 一 切 


值 . 在 相 变 点 附近 上 总 是 很 小 ,为 得 到 函数 m(t,h) 中 的 主 项 应 取 i 为 零 . 于 是 ,得 
表达 式 





nh) = hf (5 


式 中 f 只 是 单个 宗 量 x=t/h “的 函数 ,表达 式 (148. 18) 是 对 h>0 写 出 的 ;由 于 
系统 在 hh 和 ”同时 变 号 下 对 称 ,h <0 时 的 公式 可 以 从 (148. 18 ) 只 不 过 作 代 换 
一 一刀 ,7 一 -了 了 得到. 
在 强 场 (x < 1) 下 应 该 得 到 极限 规律 (148. 10) ;这 表明 
f(x) = 常数 ” 当 x 一 0 时. (148. 19) 
不 仅 如 此 ,在 hz0 时 ,无 论 :>0, 还 是 :<0, 序 参量 都 不 为 零 , 而 且 t1=0 点 在 物 
理 上 毫 不 特异 ;这 意味 着 函数 f(x) 可 按 x 的 整数 笑 展 开 . 
在 弱 场 中 , 当 :<0 时 序 参量 遵循 规律 (148.5) ,而 当 上 >0 时 应 该 有 ”=Xh， 
且 X 由 (148.8) 给 出 ;从 这 些 要 求 得 
f(x) x (-x)? 当 * 一 -om 时 ;jx) cx7 当 x 一 wm 时 . 
(148. 20) 
弱 场 的 概念 以 i0 为 前 提 . 对 于 给 定 的 非 零 上 ! 值 , 零 场 并 不 是 热力 学 函数 的 奇 
点 .所 以 函数 nm(t,h) 在 t 关 0 时 可 按 变量 下 的 整数 次 寡 展 开 ( 并 且 展 开 式 对 于 
t>0 和 :<0 不 同 ). 然而 ,这 种 性 质 的 自然 表述 要 求 将 n(1,h) 用 变量 h/ 坟 的 函 


mr) h >0, (148. 18) 
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数 写 出 ,而 不 是 写成 (148. 18 ) 的 形式 . 

类 似 的 考虑 也 适用 于 序 参量 涨 落 的 关联 郴 数 . 例如 ,在 没有 外 场 时 , 它 依赖 
于 距离 +, 还 依赖 于 参量 t. 但 是 ,在 相 变 点 附近 关联 函数 G(r;!) 可 以 表示 为 
-ie (rt) (148.21) 
即 以 单 变 量 x =r" 的 函数 表示 . 当 x 一 0 时 ,这 个 函数 趋 近 于 常数 极限 (与 定义 
(148.7) 对 应 ) , 当 >x 一 om 时 , 呈 指 数 训 减 , 而 关联 半径 对 温度 的 依赖 关系 遵循 规 
律 (148.6). 


G(r;t) 二 





习 题 
如 果 C, 依 (148.4) 趋 于 无 穷 大 (a >0), 求 导数 9C,/3T 在 上 一 0 时 随 温度 变 
化 的 规律 ， 
解 : 以 高 于 (148.1)、(148.2) 的 精度 , 当 1 一 0 时 我 们 写 


{ak 


= 人 Sik 
C, dT 37/ 





+a, 

aVy _ _/avy dP. b dl, 
(ol 人 2 
式 中 a,b 是 常数 . 把 这 两 个 式 子 代入 (16.9) ,我 们 求 得 


C,~a-b -7 


如 果 C, 像 |1t| “一 样 增 大 , 则 3C,/3Tex |!| -9). 当 上 =0 时 函数 C, 在 有 垂直 
切线 的 类 点 处 为 极 大 . 
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关系 式 (148. 13) 一 (148. 17) 不 涉及 对 于 相 变 点 附近 涨 落 形式 特征 的 任何 
假设 ?. 有 关 临 界 指数 的 更 进一步 的 结论 需要 在 这 方面 的 具体 假设 . 

我 们 注意 到 ,理论 中 一 般 含有 两 个 决定 涨 落空 间 分 布 的 特征 尺度 :关联 半 
径 r. 以 及 物体 的 另 一 尺度 7, 在 7 大 小 的 部 分 内 序 参量 的 均 方 涨 落 同 其 典型 平 
衡 值 应 可 比 . @ 确 保 朗 道理 论 适用 的 不 等 式 (146. 14) 可 以 写成 r. > rl 实际 上 ， 
根据 (146. 13) 和 (146. 11 ) 在 体积 了 ~ 内 有 :((An) ~7./gro, 令 其 等 同 于 
7 ~a|t|/b, 得 ro。~7T.b/ga |t| ;再 与 (146. 12) 的 比较 ,得 条 件 (146. 15)). 
当 1 一 0 时 ,mr 比 r 增长 得 更 快 ,在 朗 道 区 域 边 界 变 得 可 比 . 涨 落 区 域 ( 由 


@ 所 以 很 自然 ,在 朗 道理 论 内 全 部 这 些 关系 式 也 都 满足 ， 
@ ”当然 ,这 里 所 说 的 分 布 仅 针对 比 原 子 线 度 大 得 多 的 距离 . 
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(146. 15 ) 的 反 向 不 等 式 确 定 ) 的 基本 假设 ,认为 理论 在 那里 通常 没有 任何 小 参 
量 . 尤其 是 应 该 处 处 有 ro ~ mr ,所 以 六 成 了 表征 涨 落 的 唯一 斥 度 . 这 个 推 想 称 为 
标 度 不 变性 假设 (L. Kadanoff,1966;A.3. IIaramrHcKH 交 ,，B. I. Ilorkpoacku, 
1966 ) . 
为 估计 在 体积 了 ~ 关中 的 涨 落 ,可 以 利用 公式 (146.2) 灾 . 将 之 代 和 人 条 件 
要 
i (149.1) 
取 体 积 了 ~ 六, 再 根据 临界 指数 的 定义 用 上 的 震 表 示 所 有 的 量 x,r,m, 可 得 等 式 
vd -y=2B, 或 考虑 到 (148. 13 ) ,得 
vd =2-a. (149.2) 
把 这 个 关系 式 与 $148 中 所 得 到 的 联 立 起 来 ,所 有 的 临界 指数 可 以 只 用 两 个 独 
立 指 数 来 表示 多 . 
在 标 度 不 变性 的 要 求 下 有 可 能 以 统一 的 方式 得 出 临界 指数 之 间 的 所 有 一 
般 关 系 式 . 为 此 ,首先 我 们 更 正规 地 表述 这 个 要 求 . 
设 所 有 空间 距离 的 尺度 都 改变 同样 的 倍数 :r 一 r/u, 此 处 为 某 个 常数 . 于 
是 , 标 度 不 变性 在 于 断定 :适当 改变 量 1,h,n 的 度量 标 度 后 ,理论 中 的 所 有 关系 
式 仍 可 保持 不 变 . 换 句 话说 ,可 以 选取 指数 A, ,A ,A,( 所谓 的 标 度 维度 ) 并 作 变 
换 
二 7 一 Wu? 目 rr/u, (149.3) 
使 得 因子 上 从 所 有 关系 式 中 消失 . 
尤其 是 ,空间 标 度 变化 应 该 引起 涨 落 关 联 半 径 的 同样 变化 (r. 一 r./u); 因 
此 ,这 保证 了 关联 函数 的 渐 近 表达 式 ( ~ exp( -r/r.)) 有 不 变性 . 根据 定义 
(148.6) 和 (148. 11 ) ,当下 =0 时 关联 半径 r=const，t1 ,而 当 1=0 时 ,r. = 
const* h“. 作 变 换 (149. 3) 并 要 求 这 些 表达 式 中 的 系数 不 变 , 得 
1 ] 


A，= pe A; = a (149.4) 
其 次 ,考虑 在 场 h 无穷 小 变化 下 热力 学 势 的 变化 . 根据 (144.2) ,有 
dD =— Vndh 


(这 里 1= 常 数 ,也 总 是 P= 常数 ). 在 标 度 变换 下 ,体积 一 /uv ,要 求 表 达 式 d9 
保持 不 变 , 即 
Vi nu dhu’” = Vndh, 


WD 值得 提醒 ,这 种 形式 ( 即 以 响应 率 x 表示 ) 的 该 公式 具有 普遍 性 ,而 与 朗 道 理论 的 假设 无 关 ( 参 
看 §146 第 二 个 脚注 ). 
四 ”在 朗 道 理论 中 没有 标 度 不 变性 (所 以 等 式 (149.2) 并 不 成 立 ). 
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A,=d-A=d- (149. 5) 


因此 ,维度 A,,A, ,A, 可 用 两 个 临界 指数 jw 和 vw 来 表示 . 要 求 其 它 关 系 式 的 
标 度 不 变性 ,导致 其 余 临 界 指数 用 这 两 个 指数 表示 的 式 子 . 
系统 “状态 方程 "是 序 参 量 以 温度 和 场 表示 的 表达 式 n =n(t,h) ,现在 讨论 
其 不 变性 条 件 . 这 表明 应 保证 
们 (tj ) = ur"n(t,h). 
这 个 函数 方程 的 解 具 有 形式 


n(t,h) = es] - Ws}: (149. 6) 


类 似 的 考虑 可 用 于 热力 学 势 B(1,h) (确切 地 说 ,其 奇异 部 分 ,以 下 仍 记 作 
多 ). 由 于 是 可 加 量 ,物体 的 总 热力 学 势 正 比 于 体积 . 因此 ,其 标 度 变换 下 的 不 变 
性 ,要 求 应 可 写 


Dt, hu’) Btu ,hu'®) = PB(i,h). 





由 此 得 出 
DB(t,h) = | 





wn): (149.7) 


当然 ,在 (149.6) ,(149.7) 中 的 函数 六 和 9 彼此 相关 ,因为 - 38/9h =nV. 
表达 式 (149.6),(149.7) 在 这 里 是 对 h>0 写 的 ;由 于 有 效 哈密 顿 量 相 对 于 代 换 
h 一 -hh,n 一 -是 对 称 的 ,对 前 面 式 子 作 同 样 的 代 换 可 得 <0 的 公式 

我 们 基于 式 (149.7) 作 进一步 讨论 . 在 (148. 18) 那 里 已 经 提 到 ,在 给 定 的 非 
零 h 下 ,热力 学 阴 数 对 于 1 没有 奇异 性 ,因而 必定 可 按 这 个 变量 的 整数 磊 展 开 . 
这 表明 , 当 hz0,i 一 0 时 ,(149.7) 中 的 函数 p(x) 可 按 小 变量 x =t/h* 的 整数 军 
展开 为 级 数 . 这 个 展开 式 的 前 几 项 给 出 


2 
| (149. 8) 
Be 


_ 185 og 
-a C, 全。 


现在 要 求 当 二 "0 时 它们 应 遵从 规律 7h“ 和 C, xh“( 对 应 于 强 场 情形 ), 则 





@ 但 是 ,我 们 再 次 提醒 ,n 作为 变量 出 现在 有 效 哈 密 顿 晤 中 , 配 分 函数 的 连续 型 积分 对 它 取 . 在 热 
力学 公式 中 ,7 指 序 参 量 的 平衡 值 , 它 由 热力 学 势 的 导数 3/9h( 或 30/34) 给 出 ,而 热力 学 势 由 配 分 函数 
人 确定. 当然 ,有 效 哈密 顿 量 的 对 称 导 致 在 热力 学 关系 中 类 似 的 对 称 . 
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可 得 临界 指数 之 间 的 两 个 关系 式 : 
Cl 1 = 1, 4( -ad) = &; 


容易 验证 ,它们 实际 上 可 由 前 面 用 其 它 方法 得 到 的 已 知 关 系 式 导出 . 

设 现 在 :有 非 零 值 ,于 是 热力 学 量 在 变量 h 过 零 值 时 没有 奇异 性 ,因此 函数 
DB(i,h) 可 按 4 的 整数 窒 展 开 . 这 表明 , 当 h 一 0,i 关 0 时 ,了 葡 数 p(x) 按 小 变量 1/x 
=h*”/t 的 展开 式 应 当 具 有 形式 

P(x) cx” [1 +exr ”+ cx + |]; 
因子 六 补 偿 非 整数 寡 h* ,而 展开 变量 x* xh. 但 是 , 当 1:>0 和 :<0 时 展开 式 
相同 . 当 1>0 时 , 势 B(t,h) 仅 含 h 的 偶 次 短 , 因 为 导数 - 38B/9h = Vn 对 于 对 称 
相应 该 是 的 奇 函 数 : 


Dell+o b+] t>0,， h—>0. (149.9) 
当 /一 0 时 , 热 容 应 遵从 规律 上 ,而 序 参量 按 规律 7 =xh x ht "(相应 于 弱 场 情 


形 ) ,容易 证 实 , 由 此 得 到 的 关系 式 也 与 已 知 的 等 效 . 假如 温度 :<0, 则 当 h 一 0 
时 展开 式 @(t,h) 含 有 hh 的 全 部 整数 睫 : 


br (-2)"[1 个 


-2y/p 


一 + | t<0,h—0 
Gm 一 
(149. 10 ) 
(当然 ,系数 cl ,cx 有 所 不 同 ) 开 . 容易 验证 ,对 于 自发 (与 h 无关) 的 序 参 量 可 得 
所 求 的 规律 ( -1)”. 
关于 关联 半径 的 变换 ,前 面 已 有 讨论 ,这 里 还 须 考虑 在 :一 0 时 参量 7 涨 落 
的 关联 函数 ,并 对 表达 式 
G(r) = 常数 个 史 人 二 0)。 
要 求 标 度 不 变性 . 这 里 应 该 假设 , 涨 落 量 7(r) 在 空间 的 不 同 点 就 像 7 的 平均 值 
一 样 独立 地 变换 @. 于 是 ,关联 函数 变换 如 C 一 Cu ,可 得 条 件 
4 2 = (149. 11 ) 
该 等 式 还 是 已 知 关系 式 的 推论 . 
最 后 ,我 们 讨论 临界 指数 的 数值 . 实验 数据 与 数值 计算 的 结果 都 证 实 ,( 在 
三 维 情形 下 ) 指数 a 和 都 非常 小 :a ~0.1,l ~0.05. 在 所 列表 格 的 第 一 行 中 ， 
给 出 了 令 a=:f=0(d=3) 时 所 找到 的 其 它 指 数 的 数值 . 根据 在 $ 147 中 所 述 的 


@ 比如 说 ,如 果 (149. 10) 与 场 h>0 有 关 , 则 h<0 的 公式 可 以 从 前 者 用 代 换 A 一 -h 得 到 . 值得 注 
意 (参看 §144) ,!<0 时 ,在 符号 不 同 的 场 中 的 状态 属于 物理 上 等 同 的 “ 相 " ,而 有 符号 不 同 的 序 参量 ( 自 
发 的 及 诱发 的 ) ; 当 h-*0 时 ,两 相 彼 此 平衡 . 

@@ ”这 里 重要 的 是 ,所 说 的 距 离 r 应 比 关联 半径 小 得 多 ,但 比 原子 间距 大 得 多 . 
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威尔逊 方法 对 于 序 参 量 的 不 同 分 量 数 目 m 可 估算 a 和 ,接受 这 些 值 后 所 得 的 
指数 值 在 其 余 各 行 中 给 出 中 . (这 里 认为 有 效 哈密 顿 量 仅 仅 依赖 于 各 分 量 的 平方 
和 1 =n1 + + ) 


Qo B 6 E 


v 6 


0 


炎 
4 
了 本 0 


3 

nmn=l1 0.110 0.325 1.240 4.82 0.070 0.402 0.630 0.031 
n=2 -0.07 0.346 1.315 4.80 -0.004 0.403 0.669 0.033 
n=3 -0.115 0.364 1.387 4.80 -0.066 0.403 0.705 0.033 


(149. 12) 
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二 级 相 变 曲线 (在 PT 相 图 上 ) 把 不 同 对称 的 两 相 分 开 , 当然 它 不 能 简单 地 
在 某 一 点 终止 . 但 是 它 可 以 跨 入 一 级 相 变 曲线 . 
这 样 的 从 一 条 曲线 到 另 一 条 曲线 的 转折 点 可 称 
为 二 级 相 变 的 临界 点 ; 它 在 某 种 意义 上 类 似 于 通 
常 的 临界 点 (图 66 的 天 点 ,本 节 各 图 中 , 实 线 和 
虚线 分 别 表示 一 级 和 二 级 相 变 点 曲线 )Q. 
在 朗 道 理论 的 框架 内 ,物质 在 这 种 点 附近 的 
性 质 ,可 以 同样 采用 在 $ 143 中 发 展 起 来 的 序 参 
量 徊 展开 的 方法 (L.A. 朗 道 ,1935 ) 来 研究 . 
在 展开 式 (143.3) 中 ,临界 点 取决 于 两 个 系 
数 A4(P,T) 和 B(P,7T) 变 为 零 ( 如 果 4 =0,B>0, 且 有 二 级 相 变 , 则 相 变 曲线 只 能 
终止 于 B 变 号 处 ). 为 使 物体 的 状态 在 临界 点 上 稳定 ,五 次 项 必须 恒 为 零 ,而 且 
六 次 项 为 正 . 因此 ,我 们 从 如 下 展开 式 出 发 ; 
B(P,T,n) = BP,T) + A(P,T)T + B(P,T)n +D(P,T)n', 
(150.1) 





图 66 


并 且 在 临界 点 4. =0,B. =0,D. >0. 
在 非 对 称 相 中 ,由 热力 学 势 取 最 小 ,得 


”指数 a 和 之 值 取 自 Le Guillou J.G. ,Zinn-Justin J.//Phys. Rev. - 1980. - V. B21. - P. 3976、 
四 ”文献 中 也 称 这 样 的 点 为 三 临界 点 . 
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un = [-B+ VB’ - 3AD]. (150. 2) 


忽略 n 的 高 次 项 ,对 该 相 的 粹 $= -38B/3T 有 :S=5。 -am , 式 中 a =34/97. 再 
一 次 求 微 商 , 得 热 容 
Ta’ 
站 宅 rs a (150. 3) 
此 处 只 写 出 分 母 在 临界 点 为 零 的 项 . 
令 温度 7,。= 7,(P) 为 满足 B” -34D =0 的 温度 ;显然 , 当 已 =P. 时 ,To 与 了 
相同 . B -34D 按 了 -Tu 的 寡 次 展开 的 第 一 项 为 
B* -3AD = -3aD,(T -7T.). (150.4) 
在 临界 点 附近 , 差 7T.(P) -7T,(P) 是 二 阶 小 量 ;事实 上 , 当 7T=7T.(P) 时 ,有 4= 
0, 因 而 差 


TE = A = -3 (150. 5) 
也 就 是 说 , 当 P 一 P, 时 , 它 趋 于 零 如 已 
把 (150.4) 代 入 (150.3) ,得 
C, = (3) 一 -一 (150. 6) 
nD/ 


(这 个 公式 中 系数 取 值 时 可 用 7. 代替 Te 而 仍 有 同样 的 精度 ). 于 是 ,在 趋 近 临 
界 点 时 , 非 对 称 相 的 热 容 按 (To -7T)“ 增 大 . 

对 于 正好 在 二 级 相 变 曲线 上 的 状态 , 令 (150.3) 中 4 =0( 或 者 把 (150. 5 ) 代 
人 (15$0.6) ) ,得 


区 了 
量 B 在 临界 点 变 为 零 ,在 其 附近 正比 于 7T-7.( 或 P-P.). 
仍然 在 临界 点 附近 ,现在 我 们 确定 在 一 级 相 变 线 上 非 对 称 相 的 热 容 . 在 这 
条 线 的 各 点 上 ,两 种 不 相同 相 即 对 称 相 和 非 对 称 相 ,彼此 平衡 . 非 对 称 相 中 参量 
7 的 值 取决 于 平衡 条 件 了 (7 ) = Bo, 并 且 同 时 必须 有 38B/3m =0. 将 (150.1) 的 
有 代入 ,得 方程 
A+Bn +Dn =0，4+2B87 +3D7 =0， 


(150, 7) 


因而 


2 B 
= 一 150. 8 


再 把 这 个 值 代入 方程 更 (7) = B, ,给 出 
44D = B’. (150.9) 
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这 是 一 级 相 变 线 的 方程 . 
非 对 称 相 在 这 条 线 上 的 热 容 通 过 将 (150.9) 代 入 (150.3) 直 接 得 出 : 
> Tea。 
”181 
与 (150.7) 相 比 可 看 出 ,在 离 临界 点 同样 远 处 ,一 级 相 变 线 上 的 热 容 是 二 级 相 变 
线 上 的 两 倍 . 从 非 对 称 相 到 对 称 相 的 相 变 热 为 : 


0 = ( 当 ) 1B |， (150.11) 


还 可 看 出 ,一 级 相 变 曲线 在 临界 点 平滑 地 过 渡 到 二 级 相 变 曲线 . 前 一 条 曲 

线 上 , 微 商 dT/dP 取决 于 条 件 

2DdA + 24dD - BdD = 0， 
它 由 方程 (150. 9 ) 微 分 得 到 . 二 级 相 变 的 曲线 方程 为 4 =0, 因 此 dT/dP 取决 于 
条 件 d4 =0. 但 是 在 临界 点 4=0,B =0, 所 以 两 个 条 件 一 致 ,dT/dP 没有 突变 . 用 
类 似 的 方式 可 以 证 明 , 二 阶 微 商 dT7/d*P 经 历 突变 . 

沿 曲 线 已 = 已. 趋 近 临界 点 时 ,根据 (150. 6) 热 容 C, 按 规律 | 1 | “变化 , 即 
指数 a=1/2.( 沿 PT 平面 上 所 有 其 它 径 向 趋 近 时 ,除了 正好 在 二 级 相 变 线 即 曲 
线 4 =0 的 方向 上 以 外 ,同样 的 极限 规律 成 立 ; 这 时 到 天 点 距离 起 着 上 的 作用 . ) 
在 非 对 称 相 中 序 参量 按 规律 n=( -4/3D)“x |1| “变化 , 即 指数 B=1/4. 决 
定 关联 半径 性 质 的 指数 v, 如 同 在 朗 道 理论 中 的 所 有 二 级 相 变 点 处 ,有 同样 值 v 
=1/2. 在 推导 公式 (146. 8) 的 近似 下 ,B 变 为 零 并 不 影响 结果 . 由 (148. 13 ) 一 
(148. 17) 可 导 得 其 余 指数 , 值 为 y=1,6 =5,e =j =2/5,l =0. 我 们 已 经 知道 ， 
上 述 结论 所 基于 的 角道 理论 在 二 级 相 变 线 附近 并 不 适用 . 然而 ,值得 注意 的 是 ， 
该 理论 的 适用 条 件 随 着 临界 点 的 趋 近 而 更 易 满 足 , 正 如 不 等 式 (146. 15 ) 所 示 ， 
那里 B 出 现在 右边 . 当然 ,B 变 为 零 并 不 意味 着 在 临界 点 完全 没有 涨 落 修正 . 但 
是 ,前 面 所 给 出 的 指数 值 ,已 经 满足 标 度 不 变性 关系 式 (149.2). 所 以 很 自然 , 涨 
落 理 论 的 结果 与 朗 道 理论 结果 的 区 别 仅 在 于 到 临界 点 距离 的 对 数 项 . 应 该 提 
醒 , 对 数 因子 不 显示 在 指数 值 中 . 

下 一 步 我 们 考虑 ( 仍 在 朗 道理 论 框架 内 ) 一 级 和 二 级 相 变 线 交 点 的 某 些 性 
质 . 

在 二 级 相 变 中 非 对 称 相 的 对 称 ,通过 将 更 展开 式 中 的 项 四 次 作为 系数 y, = 
?AT 的 函数 极 小 化 来 决定 (正如 §145 所 示 ). 然而 ,这 些 项 也 与 P 和 了 了 有关, 因 
而 有 可 能 出 现 ,在 相 变 线 的 不 同 区 段 非 对 称 相 具有 各 种 不 同 的 对 称 . 我 们 考虑 
这 类 情形 中 最 简单 的 一 种 ;二 级 相 变 线 ( 图 67 的 曲线 4C) 与 一 级 相 变 线 ( BD 
线 ) 相 交 . 区 域 [ 是 对 称 相 ; 相 工 和 下 的 对 称 群 是 相 工 对 称 群 的 子 群 . 但 是 ,一 般 
说 来 ,它们 并 非 一 个 为 另 一 个 的 子 群 ,所 以 把 这 两 相 分 开 的 曲线 BD 是 一 级 相 变 





(150. 10 ) 
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线 . 在 B 点 所 有 三 相等 同 2. 
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图 68 图 示 了 几 条 二 级 相 变 线 相 交 的 一 种 可 能 类 型 . 如 果 工 是 最 对 称 的 相 ， 
则 相 五 和 下 的 对 称 群 是 相 工 对 称 群 的 子 群 ,而 相信 的 对 称 群 是 相 五 和 下 的 子 
群 2. 最 后 ,还 需要 考虑 热力 学 势 展 开 式 中 三 次 项 不 恒 为 零 的 情形 . 在 这 种 情况 
下 ,存在 连续 相 变 点 的 条 件 ,要 求 除 系数 4( 已 ,7) 为 零 外 ,展开 式 (145.6) 中 三 次 
不 变 式 的 系数 C。(P,T) 也 该 为 零 . 显然 ,这 仅 当 三 次 不 变 式 只 有 一 个 时 才 有 可 
能 ;否则 对 两 个 未 知 量 已 和 了 会 得 到 不 止 两 个 方程 . 在 只 有 一 个 三 次 不 变 式 时 ， 
A(P,T) =0 和 CCP,T) =0 这 两 个 方程 决定 相应 的 一 对 P,T 值 , 即 连续 相 变 点 
是 孤立 的 . 

由 于 这 些 点 是 孤立 的 ,它们 必定 以 某 种 方式 位 于 (在 PT 平面 中 ) 一 级 相 变 
曲线 的 交点 上 . 我 们 不 在 这 里 详细 研究 ,只 限于 指出 一 些 结果 @. 

最 简单 的 类 型 如 图 69a 所 示 . 相 工 具有 的 对 称 较 高 ,而 相 开 和 严 较 低 ; 这 时 
相 开 和 亚 的 对 称 相 同 ,两 相 区 别 仅 在 于 ?7 的 符号 . 在 连续 相 变 点 (图 中 的 0 
点 ) ,所 有 三 相 变 为 等 同 . 





(a) 


中 涨 落 修正 也 许 会 导致 在 有 点 出 现 奇异 性 , 线 48 和 CB 形成 尖 点 . 

四 图 67 型 的 交点 在 文献 中 称 为 双 临 界 点 ,而 图 68 型 的 交点 称 为 四 临界 点 . 如 果 非 对 称 相 之 一 是 
无 公 度 相 , 则 双 临 界 点 也 称 为 票 弗 席 兹 点 (参看 本 节 习 题 ). 一 一 俄 文 版 编者 注 

图 参看 Jiaanay J. 1.//KRIT®. -1937. -T.7. -C.19(Co6panne TPynoa. 一 T. 1,crarsr 28. ~- M,: 
Hayrxa,1969. ) 
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在 更 复杂 的 情况 下 ,有 两 条 (如 图 69b 所 示 ) 或 更 多 条 一 级 相 变 曲线 在 连续 
相 变 点 相 切 . 相 工 最 对 称 ,其 余 对 称 较 低 ,并 且 相 下 和 严 ( 以 及 相 了 和 YV ) 的 对 称 
相同 ,而 这 些 相 的 区 别 只 是 的 符号 . 


习 题 


设 序 参量 单 分 量 且 只 依赖 于 坐标 x, 试 分 析 桶 弗 席 益 点 附近 的 相 图 (A. 
Michelson ,1977 ). 
解 : 采 弗 席 兹 点 是 可 公 度 相 在 相 变 线 上 的 失 稳 点 ,对 应 于 在 热力 学 势 中 
(d?m/dx)? 项 的 系数 变 为 零 ,所 以 必须 考虑 (dm/dx)* 阶 次 的 项 : 
oD, = [B+ 47 + Bn +e( da) +£ (39) Jar (1) 
在 g>0 区 ,具有 常数 的 状态 即 可 公 度 相 是 稳定 的 . 相应 地 ， 
g>0, 4 > 0， 7=0 ( 相 工 )， 
g > 0， A < 0， 7=(-4/2B)”  ( 相 工 ). 
方程 A(P,T) =0 在 5g>0 时 确定 对 称 相 工 与 可 公 度 相 开 之 间 的 二 级 相 变 线 . 采 
弗 席 兹 点 取决 于 4 和 8 同时 变 为 零 ; 
A(Pis Ti) = 0， ude = 0. 
在 该 点 附近 ,A 和 g 是 P-P, 和 T-7T, 的 线性 男 数 .在 g<0 区 相 变 发 生 在 依 
赖 于 x 的 无 公 度 相 中 . 在 林 弗 席 兹 点 附近 ,可 以 认为 这 种 依赖 性 是 纯正 弦 的 : 
n(x) = MoCos gx. 
将 其 代入 (1) 并 考虑 到 cos*gx = 1/2 ,cos*gx =3/8 ,可 得 单位 体积 的 热力 学 势 : 


De 

+ Bm, (2) 
式 中 A(g) =A+gg* +(f/2)g'. 如 果 g<0, 当 g=go 三 ( -g//)'“ 时 浮 数 A(g) 具 
有 极 小 值 . 量 gu 为 “调制 " 波 和 拓 , 它 的 波长 27T/gqo 以 反比 于 到 采 弗 席 益 点 的 距离 


的 平方 根 的 方式 变 成 无 穷 大 . 最 小 值 4(g。) =A 一 g /2f. 方程 
A(go) = 4 -和 =0 
决定 从 对 称 相 开 到 无 公 度 相 亚 的 二 级 相 变 线 . 将 (2) 对 me 求 最 小 ,可 得 调制 振 
幅 m2: = (2/3)( -A/B) 和 势 的 值 Bs = 四 -(1《X3)(4 7AB). 令 盏 与 公 度 相 的 势 
By =Bo-(1/4)(A*/B) 相 等 ,可 得 相 卫 和 焉 之 间 的 一 级 相 变 线 的 方程 
用 二。 
敬一 要 玫 


本 
$B = Bo + 本 4(9)7 





所 得 的 相 图 大 致 如 图 70 所 示 . 
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$151 二 维 晶 格 中 的 二 级 相 变 


由 于 不 可 能 以 普遍 的 形式 从 理论 上 定 出 临界 指数 ,精确 解析 可 解 的 二 级 相 
变 问 题 的 简单 模型 具有 特别 的 意义 . 有 一 个 特定 的 二 维 品 格 模型 , 昂 萨 格 首先 
解决 了 其 相 变 问题 (L. Onsager,1944)%. 

所 考虑 的 模型 是 由 w 个 格 点 组 成 的 平面 正方 晶 格 ,每 个 格 点 有 一 个 “ 偶 极 
子 ”, 其 轴 垂 直 于 晶 格 平面 . 偶 极 子 可 以 有 两 个 相反 的 取向 ,所 以 偶 极 子 在 唱 格 
中 的 可 能 组 态 总 数 等 于 2 @. 我 们 描述 不 同 的 组 态 如 下 . 每 个 格 点 有 整数 坐标 
k,l1, 赋 了 予 变量 ww, 它 可 取 + 上 1 两 个 数值 ,对 应 于 偶 极 子 的 两 种 可 能 取向 . 如 果 仅 
限于 考虑 相 邻 偶 极 子 之 间 的 相互 作用 , 则 组 态 能 可 以 写成 


El(o) =-J>》 (acecl +Ouacetr) (151.1) 
k,!=1 


( 工 是 晶 格 边 的 格 点 数 9, 唱 格 设想 为 大 的 正方 形 ;N =Z). 参 数 了 决定 一 对 相 邻 
偶 极 子 的 相互 作用 能 ;对 于 偶 极 子 的 相同 和 相反 的 取向 ,作用 能 分 别 等 于 -J 和 
+ 了 以 下 假设 J>0. 这 时 “完全 极 化 的 "(有 序 的 ) 组 态 具 有 最 小 的 能 量 , 那 里 全 
部 偶 极 子 有 相同 取向 . 这 种 组 态 在 绝对 零度 下 实现 ; 随 着 温度 增加 ,有 序 程度 减 
小 ,在 相 变 点 变 为 零 ,这 时 候 每 个 偶 极 子 的 两 种 取向 变 成 等 概率 的 . 

定义 热力 学 量 需要 计算 配 分 函数 


Z = Pe 22 exp[ 60> (Tuo ia 十 vii jd (151, 2) 
o o et 


此 处 求 和 遍及 所 有 可 能 的 2” 组 态 , 而 9=J/T. 通过 按 9 的 寡 次 展开 并 考虑 到 所 
有 的 oh =]1 ,容易 证 实 ， 


@ 昂 萨 格 原先 用 的 方法 极为 复杂 ,以 后 ,许多 作者 简化 了 问题 的 解法 .下面 所 述 方法 (部 分 利用 了 
卡 蒋 和 沃 德 方法 的 某 些 思想 (M. Kac,J. C, Ward ,1952 ) 由 H. B. BaoarqeHko(1964 ) 提出 ， 

@ 轩 ”该 模型 在 文献 中 以 伊 辛 模型 为 人 所 知 ;实际 上 它 首 先 由 枚 次 引 人 ( 允 . Lenz,1920), 伊 辛 (EE. 
lsing ,1925 ) 研究 了 一 维 的 情形 (其 中 没有 相 变 ) . 

国 当然 ,假设 数 工 为 宏观 大 ,而 且 以 下 总 是 忽略 边界 效应 { 与 晶 格 边界 附近 格 点 的 特殊 性 有 关 ). 
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exp(gouoi ) = coshb + ouoursinhb = coshb(1 + ooo,rtanh 9). 
所 以 ,表达 式 (151.2) 可 以 改写 成 
etl=%)" S$, (151.3) 
式 中 


L 
3 = > [| (1 + xuagknl) (1 +xOuoktli) (151.4) 
‘= 


(og) 大 ] 
而 且 记 % = tanh 6. 
在 (151.4) 的 求 和 号 后 ,是 变量 x 和 ou 的 多 项 式 . 由 于 每 个 格 点 有 四 个 近 
邻 ,每 个 oo 会 以 零 次 吕 到 四 次 器 出 现在 多 项 式 中 . 对 所 有 ow = +1 的 项 求 和 之 
后 ,含有 oi 的 奇 次 割 的 项 变 为 零 , 因 此 只 是 含有 oi 的 0,2 和 4 次 寡 的 那些 项 给 
出 非 零 的 贡献 . 因为 oh = oh =oh=1, 所 以 多 项 式 中 含有 所 有 偶 次 咕 的 变量 ou 
的 每 一 项 ,对 于 和 式 给 出 正比 于 总 组 态 数 2” 的 贡献 . 


包 Dd S @ bd bd bd © . 二 全 ® 8 ® bd bb 
好 ktl,l kK k+l,l KH ktl,l 
部 . 和 ba 4 bd @ 起 @ ba BA 
l,l kl kK2,l k,l 
二 Bi Fl ltl 
k+l1, -1 , ka， | 家 
名 多 二 二 bd 8 bd 名 Dd bd » 加 
br2 EE2 和 
5 ® 外 本 . bd . 天 Bd ® bd 二 二 
1, -3 
S Dd 二 © ® @ Dd 
(a) (b) (5) 
图 71 


多 项 式 的 每 一 项 可 以 唯一 地 对 应 于 一 组 连接 相 邻 格 点 对 的 线 或 “ 键 ”. 例 
如 ,下 列 的 多 项 式 项 与 图 71 所 示 的 图 对 应 : 
a) We Oi rg ? 
b) OE RN 
c) a et 
图 的 每 一 根 线 赋 以 因子 x ,而 其 每 一 端点 赋 以 因子 ou 
对 配 分 函数 的 不 为 零 贡献 只 来 自 多 项 式 中 含有 cu 偶 次 寡 的 项 ,这 在 几何 
上 表示 为 ,应 该 有 两 根 或 者 四 根 键 终止 在 图 的 每 个 点 . 换 句 话说 , 求 和 仅 对 闭合 
图 进行 (这 里 允许 在 一 点 如 图 71b 的 点 (k,l 一 1) 目 交 ). 
于 是 ,和 式 5 可 以 表示 成 如 下 形式 
S = gn (151.5) 


式 中 g, 是 由 7r( 偶 数 ) 根 键 构 成 的 闭合 图 数 ;同时 每 个 多 连通 图 (例如 ,图 71c 的 
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图 ) 计 数 为 一 . 

进一步 的 计算 分 两 步 :(1) 对 上 述 形 式 的 图 形 的 求 和 化 为 对 所 有 可 能 的 闭 
图 的 求 和 , (2) 将 所 得 到 的 求 和 化 为 格 点 “随机 行走 "问题 计算 . 

每 个 图 将 看 成 一 个 或 几 个 闭 圈 的 集合 . 对 于 无 自 交 图 ,这 种 表示 显而易见 ; 
比如 ,图 71c 是 两 个 圈 图 的 集合 . 对 于 自 交 图 ,分 解 方 式 不 唯一 ;同样 的 图 形 可 
以 由 数目 不 同 的 圈 图 组 成 ,依赖 于 构成 方法 . 以 图 72 为 例 说 明 , 它 给 出 表示 图 
71b 的 三 种 方式 :一 个 或 两 个 无 自 交 圈 图 ,或 者 一 个 自 交 圈 图 . 更 复杂 图 的 每 一 
自 交 点 可 以 按 这 三 种 方式 类 似 地 移动 . 


人 


图 72 


容易 看 出 ,(151. 5 ) 的 求 和 可 扩充 至 所 有 可 能 的 圈 图 集合 ,只 要 在 统计 图 数 
&, 时 每 图 都 带 上 符号 ( -1)", 这 里 n 是 给 定 的 图 图 集合 中 自 交点 的 总 数 . 实际 
上 ,在 这 样 计算 时 ,和 式 的 所 有 额外 项 会 自动 抵消 . 例如 ,图 72 的 三 图 相应 地 有 
符号 + , +, ,因而 其 中 两 个 相 消 ,只 留 下 对 和 式 的 


单个 贡献 , 正 该 如 此 . 在 新 的 和 式 中 将 也 含 “ 复 键 " 图 ， | je 2 
(a) (b) 





其 最 简单 的 例子 如 图 73a 所 示 . 这 些 图 属于 非 容许 图 
(有 奇数 条 即 三 条 键 汇 于 某 些 点 ) ,但 是 ,它们 实际 上 
从 和 式 中 消失 ,也 正 该 如 此 . 在 构造 与 这 种 图 对 应 的 
圈 图 时 ,每 条 公共 键 有 两 种 走 法 :无 自 交 (如 图 73b) 或 本 
有 自 交 ( 图 73c) ,所 得 的 圈 图 集合 在 和 式 中 有 相反 的 符号 而 相 消 . 其 次 ,可 以 不 
必 直 接 考虑 自 交 数 ,如 果 利 用 已 知 的 一 个 几何 结果 : 绕 平面 闭 圈 时 切线 的 总 旋 
转角 等 于 2m(1+1) ,此 处 /是 整数 (或 正 或 负 ) ,其 偶 性 与 圈 图 自 交 数 v 的 偶 性 
一 致 . 所 以 ,如 果 赋 予 圈 图 中 的 每 个 格 点 (旋转 角 pg =0, +T/2) 以 因子 e””, 则 
绕 整 个 圈 图 后 这 些 因 子 的 乘积 给 出 ( - 1) 所. 对 于 * 个 圈 图 的 集合 ,得 因子 
(未 二 让 流 

因此 ,如 果 圈 图 中 每 个 格 点 加 权 e”? 并 对 整个 图 (图 图 集合 ) 再 引入 因子 
( -1)"( 以 抵消 ( -1)"* 中 同一 因子 ) , 则 可 以 不 考虑 自 交 数 . 

用 三 记 全 部 长 度 为 r( 即 由 上 条 键 组 成 ) 的 单 图 图 之 和 ,并 且 每 个 圈 图 其 上 
各 点 有 因子 e”?. 那么 ,总 键 数 为 的 全 部 二 圈 图 之 和 等 于 


1 
31, .fh 


a (¢) 
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(因子 六 是 考虑 到 指标 n,m 置换 时 二 图 图 不 变 ) ,对 于 三 图 图 等 也 类 似 . 因此 ， 
和 式 S 取 如 下 形式 


< Nn 
二 2 2 pe ef 


因为 在 S 中 包含 具有 任意 总 长 度 r, +r, +… 的 圈 图 集合 ,所 以 在 内 层 求 和 
中 , 数 m ,r,… 可 独立 地 取 从 1 到 % 的 所 有 值 2. 于 是 ， 


ss 
而 $ 化 为 


仿生 exp{ — .a (151.6) 


至 此 ,第 一 步 计算 完成 . | 
为 了 方便 后 面 讨论 ,指定 每 一 格 点 有 从 它 出 发 的 四 个 可 能 方向 ,后 者 用 专 
门 指标 v=1,2,3,4 编号 ,比如 说 按 规则 
2 


3*— © —>] 


4 
我 们 引入 辅助 量 W,( 上 ,li,v) , 它 是 从 某 个 给 定点 后 ,lo ,vo 到 点 上 ,lL,v 的 长 度 
为 r 的 所 有 可 能 路 径 之 和 (每 键 依旧 有 因子 e” ,此 处 gp 为 走 到 下 一 键 时 方向 的 
改变 ) ;这 时 走向 k,l,v 的 最 后 一 步 不 应 该 沿 箭头 v 所 指 的 方向 2. 在 这 种 定义 
下 ,W,(k ,lo ,vo) 是 所 有 沿 v 方向 从 上,l 离开 而 又 返回 到 该 点 的 圈 图 之 和 . 显 
Pa 于 入 Wh ,hsv). (151.7) 
7 ko ,io 

实际 上 ,上 式 左右 两 边 均 为 所 有 单 疼 图 之 和 ,但 是 》 W, 包含 每 个 圈 图 27r 次 , 因 
为 它 可 以 走 两 个 相反 方向 ,而 且 其 7 个 点 的 每 一 个 都 可 取 作 出 发 点 8. 把 

(151.7) 代 入 (151.6) ,得 


四 格 点 数 大 于 WN 的 图 图 对 求 和 没有 贡献 ,因为 必定 含有 复 键 . 

加 “当然 ,实际 上 下,( 上 ,1,v) 仅 依赖 于 差 - 刀 ,4. 

图 “在 所 叙述 的 公式 (151.8) 的 推导 中 有 大 漏洞 ;问题 在 于 对 和 式 (151.6) 中 图 图 数 所 作 的 计数 ,并 
非 对 任何 圈 图 都 正确 . 例如 ,一 对 等 同 图 图 在 和 式 中 不 出 现 两 次 ,而 是 1 次 . 类 似 地 ,在 (151.7) 式 中 每 个 
图 图 出 现 2r 次 的 结论 并 非 对 所 有 图 图 正确 . 但 是 ,产生 的 “反常 "项 在 最 后 的 表达 式 (151.8) 中 消去 了 . 
完全 的 证 明 参 看 Sherman S.//J. Math. Phys. 一 1960. 一 VY.1 - P.202; -1963. -V.4 -P.1213. - 俄 文 版 
编者 注 
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S$ 三 exp| - > 三 WC ,lm | (151.8) 


从 W,(k,l,v) 的 定义 有 下 列 递 推 关系 
ky = 全 (1 
+0 +etW(k,l+1,4), 


WCEL2) = WE Ll) RTS=L2).+ 


+e (1 
(151.9) 
WCB L939 =0 + Wh, -2 4 


+ LY pe 


Wi CE EAY = Wt -LY 4 
+ esW(k+1,1,3) + W(k,l+1,4). 
构成 这 些 关 系 式 的 方法 是 显然 的 ;例如 , 作 最 后 的 第 r+1 步 ,到 达 点 ,1,1 时 ， 
可 从 左面 ,从 下 面 ,或 者 从 上 面 ,但 是 不 可 从 右面 ;W, 前 的 系数 来 自 因 子 e*. 

用 A 表示 方程 组 (151.9)( 含 所 有 的 上 ,1) 的 系数 矩阵 ,可 写 

W,, (k,l,v) = pd 0 
根据 构造 这 个 方程 组 的 方法 ,可 赋予 这 个 矩阵 一 个 直观 图 像 : 点 一 步 一 步 地 在 
晶 格 中 “ 游 动 " ,其 每 步 从 一 格 点 到 另 一 个 的 “转移 概率 "等 于 矩阵 4 的 相应 元 ; 
事实 上 , 仅 在 丰 或 /只 改变 0 或 二 1 时 矩阵 元 不 为 零 , 即 该 点 每 一 步 只 走 过 一 条 
键 . 很 显然 ,长 度 7 的 “转移 概率 "将 取决 于 矩阵 A". 特别 是 ,这 个 和 矩阵 的 对 角 分 
量 将 给 出 点 走 完 长 度 为 r 的 一 圈 后 返回 出 发 点 的 “概率 " , 即 与 多 (如 ,1o,zo) 相 
等 . 于 是 ， 
iA” = > W (Ch ,lave):. 
与 (151.7) 比较 ,得 
f= ZtrA’ = 
式 中 A, 是 矩阵 4 的 本 征 值 . Sa aa 
序 ,得 
S = exp( 2 Twa’) = op| 3 5 in -xA,) | = 
% [|] /i aN (151. 10) 
借助 于 如 下 傅 里 叶 变 换 转 到 其 它 表 示 后 矩阵 4 很 容易 对 指标 上 ,! 对 角 化 : 
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了 pa = For[-2 (pk + gl) |W, (k,l,v). 


对 方程 组 (151.9) 两 边 取 仁 里 叶 分 量 后 ,其 中 每 个 方程 都 只 含 指标 为 p,g 的 
WW,(p,q,v) , 即 矩 阵 相 对 于 p,9 为 对 角 的 . 对 于 给 定 的 p,9g ,其 矩阵 元 等 于 


本 ES 
其 下 a 已 0 ae’ 
- 4 -1 
GE Bs Q &? 0 
4(pgz |pgv’) = oa 
0 GE ? Er Qa €’" 
1 di 
a ee” 0 CE 7 
人 ie/ 本 2 
a=eée", EE=e€ 


对 于 给 定 的 p,q, 简单 的 计算 给 出 
[I (1 - Ai) = det(8,. -sw) = 


rt et (cos + oo sy: 
于 是 ,由 (151.3) 和 (151. 10)， 最 终 得 配 分 函数 ; 
多 疙 2 二 内》 中 [CQ + 3 


p'9=0 


-2z(1 -zz)( cos2mp + cos279)] 2 (CISL 1I) 


热力 学 势 @ 
$B =-TInZ =—NTIn2 + NTIn(1 - x*) - 


-$73 m0 ve) -201 ~ #) (oon2n2 + eos239)] 


pqg=0 


或 者 ,将 求 和 变换 为 积分 ,得 
号 =- NTIn2 A =%) = 
2 5 ht + Xx) —2x(1 -x )(cosw, + cosw,)1dw,dw,, 
CLSl1: 12:) 
此 处 仍 记 * = tanh(JAT). 
现在 我 们 考察 这 个 表达 式 . 在 被 积 式 对 数 宗 量 可 变 为 零 的 x 值 处 ,西数 
BP(T) 有 奇 点 . 作为 全 1 和 ww， 的 函数 ,这 个 宗 量 在 COsSwW! = COsw, 二 1] 时 为 极 小 ,这 


@ 在 所 考虑 的 模型 中 ,温度 只 影响 偶 极 子 的 取向 有 序 ,但 不 影响 其 间距 ( 晶 格 的 “热膨胀 系数 "等 
于 零 ). 在 这 种 情形 下 ,自由 能 和 热力 学 势 并 无 实质 性 差别 . 
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时 它 等 于 

(1 + wy A 一 
这 个 表达 式 仅 对 于 x 的 一 个 ( 正 ) 值 x. =Y2 -1 有 最 小 值 为 零 ;相应 的 温度 7. 
(am 这 =) 为 相 变 点 ， 


(7T) 在 相 变 点 的 附近 按 :=7-7. 智 次 的 展开 , 除 规则 部 分 外 还 含有 奇异 
项 . 在 这 里 我 们 只 对 奇异 项 感 兴趣 (规则 部 分 直接 用 它 在 :=0 时 的 值 取代 ). 为 
求 得 奇异 项 的 形式 ,把 (151. 12) 中 的 对 数 宗 量 在 其 最 小 值 附 近 按 w, ,o, 和 1 的 
寡 次 展开 后 ,该 积分 取 如 下 形式 


27 


Jae + cw + wi) ]dwdw,, 


式 中 c,c 是 常数 . 积分 之 后 得 ,在 相 变 点 附近 热力 学 势 形 为 
Ba+t3b(T-T) In|T-7,|, (151..13) 


式 中 a,b 仍 为 常数 ( 且 5>0). 热力 学 势 本 身 在 相 变 点 连续 ,而 热 容 按 如 下 规律 
变 为 无 穷 大 : 
C=—-bTbhbln|T-7.|,， (151.14) 
它 在 相 变 点 的 两 边 是 对 称 的 . 
在 这 个 模型 中 , 序 参量 7 由 格 点 平均 偶 极 矩 ( 品格 的 自发 极 化 ) 充 当 , 它 在 
相 变 点 以 下 不 为 零 ,而 在 以 上 为 零 . 这 个 量 与 温度 的 依赖 关系 也 可 以 定 下 ;在 相 
变 点 附近 , 序 参量 按 如 下 规律 趋 近 于 零 
7 = 常数 *(T -7) {19313 
(LL. Onsager, 1947 ). 
关联 函数 定义 为 两 个 格 点 偶 极 和 矩 涨 落 的 乘积 的 平均 值 . 关联 半径 可 证 实在 
7 一 7T. 时 按 规律 1/ | 7-7. | 趋 于 无 穷 大 ,而 在 7=7. 处 ,关联 隐 数 随 距离 按 如 
下 规律 减 小 
(AuAa yc [(k-m) +(C-mn) ] 
这 些 结果 ,以 及 解决 该 模型 在 外 场 中 性 质问 题 的 结果 ,表明 在 相 变 点 附近 其 行 
为 满足 标 度 不 变性 假设 的 要 求 . 这 时 临界 指数 有 下 列 值 : 
w=0, Be Y= =13. gg=0, 
K=8/1l5, y=1, =1/4 
(指数 根据 (148.7) 取 4d=2 定 ) 呈 . 


(151. 16 ) 


加 ”值得 提醒 (参看 (148.11) 后 的 脚注 ) ,至 于 临界 指数 , 零 指数 也 对 应 于 对 数 增长 . 
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在 § 83 中 就 已 经 指出 : 液 气 相 变 的 临界 点 是 物质 热力 学 芭 数 的 奇 点 . 这 种 
奇异 性 的 物理 本 质 类 似 于 二 级 相 变 点 奇异 性 的 本 质 : 正 如 后 者 与 序 参量 涨 落 的 
增 大 有 关 ,在 接近 临界 点 时 物质 密度 的 涨 落 增 大 . 这 种 在 物理 本 质 上 的 相似 性 
导致 这 两 种 现象 的 可 能 数学 描述 有 一 定 的 相似 性 ,这 将 在 下 节 论 述 . 

首先 ,作为 必要 的 准备 ,考虑 如 何 基 于 忽略 涨 落 而 描述 临界 现象 . 这 样 的 理 
论 ( 类 似 于 二 级 相 变 理论 中 的 朗 道 近似 ) ,假定 物质 的 热力 学 量 (作为 变量 V 和 
7 的 函数 ) 没 有 奇异 性 , 即 可 以 按 这 些 变量 的 小 改变 展开 为 者 级 数 . 因此 ,本 节 
以 下 所 述 的 全 部 结果 ,只 依赖 于 微 商 (3P/9V); 变 为 零 中 . 

我 们 先 假定 


(区 = (152. 1) 
av), 


阐明 这 时 物质 的 稳定 性 条 件 . 在 $21 中 推导 热力 学 不 等 式 时 ,我 们 从 条 件 
(21.1) 出 发 ,由 之 得 不 等 式 (21.2) ,后 者 在 条 件 (21.3)、(21.4) 下 成 立 . 如 果 
(21.4) 取 等 式 : 

EDOE (= 

aS* aV” \avVas 
则 极 值 条 件 的 这 个 特殊 情形 对 应 于 这 里 感 兴趣 的 情形 (152. 1). 现在 二 次 型 
(21.2) 既 可 为 正 , 也 可 为 零 , 视 8S 和 5V 的 值 而 定 ; 所 以 量 E -7,S + PoV 是 否 有 
最 小 值 的 问题 ,需要 进一步 研究 . 

显然 ,我 们 应 该 考察 的 是 (21.2) 正 好 取 等 式 的 情况 : 
aoE 


2 2 
2 5S) ”+2 Sa78S9Y + (8 = (152. 3) 


注意 到 (152.2) ,该 等 式 可 以 改写 成 如 下 形式 

1 aE A 1 El _ Cs “2 
FE ( a + sae") 全 | Es 2 
因此 ,等 式 (15$2.3) 表 明 ,应 该 在 恒定 温度 下 (57 =0) ,考虑 对 平衡 态 的 偏离 . 


恒温 下 ,原来 的 不 等 式 (21. 12) 变 成 5F + P8V >0. 把 SF 展开 成 8V 的 医 级 


,PR 
数 并 考虑 到 假设 了 yz = - | 57) =0, 得 


0， C152.2) 


3 
ze Bs 
41\aVv /， 


2 
3 (Se) SV” + 
3 人 oOY /7 


@ 热力 学 量 作为 变量 P,7 的 函数 ,这 时 可 有 由 于 变量 变换 的 雅 可 比 式 变 为 零 而 引起 的 奇异 性 . 
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这 个 不 等 式 在 任意 8V 下 成 立 的 条 件 为 ® 
oP _ apP 
Ee = 0， el < 0. (152. 4) 
现在 考虑 临界 点 附近 的 物 态 方程 . 这 时 利用 变量 7 和 代替 变量 7 和 VV 较 
为 方便 ,这 里 n 是 粒子 数 密度 (单位 体积 内 的 粒子 数 ). 我 们 也 引入 记号 
t=7T7-T7T, p=P-P., n=n-n.. C132..90 
以 这 些 变量 ,条 件 (152. 1) 和 (152. 4) 可 写成 
ap - | 9p -0 
(3 0， 全 0， (5 >0， 当 上 =0 时 ，(152.6) 
如 果 限 于 按 小 量 1 和” 展开 的 前 几 项 ,压强 对 温度 和 密度 的 依赖 关系 可 写 


i 


成 

p = bt+2atn +4Bn, (152:.7) 
此 处 a,b,B 为 常数 . 根据 (152.6) 中 的 前 两 个 条 件 ,这 个 展开 式 没 有 ?7 和 7 的 
项 ,而 由 第 三 个 条 件 ,B >0. 在 1>0 时 ,物体 的 所 有 均匀 态 都 是 稳定 的 (无 处 有 
相 分 离 ) , 即 对 所 有 7 应 有 (3p/9m), >0; 由 此 得 出 ,a >0. 展开 式 的 tm 和 上 7 项 
可 格 , 因 为 它们 必定 比 im 项 小 许多 ;tm 项 却 应 该 留 下 ,因为 它 出 现在 下 面 会 用 
到 的 导数 中 : 

(9 = dat + 12B7’. (152. 8) 

77/， 
表达 式 (152.7) 决 定 均匀 物质 在 临界 点 附近 的 等 温 线 (图 74). 它们 的 形状 

和 范 德 瓦 尔 斯 等 温 线 类 似 ( 参 看 图 19). 当 上 <0 时 ,它们 有 最 小 和 最 大 ,而 根据 
条 件 (84. 2 ) 得 出 的 水 平 段 (最 下 一 条 等 温 线 的 4D) 对 应 于 从 液态 到 气态 的 平衡 
相 变 . 将 条 件 (84.2) 中 的 V 取 作 分 子 体积 


a (152.9) 
及 用 。 n, 


该 条 件 可 写成 
[vap = (ps Pi -| ndp = 0. 
但 是 ,平衡 中 的 两 相 压 强 相 等 Pi = p> ,最 后 得 
et 0 2. 10 
人 mdp | | 5) dn 0 (152. 10) 
从 表达 式 (152.8) 可 以 看 出 ,被 积 式 是 n 的 奇 函 数 . 所 以 显然 应 该 有 
@ ”值得 指出 ,(21.3) 式 取 等 式 的 情形 ,在 这 里 的 讨论 中 不 可 能 ,否则 条 件 (21.4) 不 满足 . (21.3) 和 


(21.4) 这 两 个 表达 式 同时 变 为 零 也 不 可 能 :如 果 在 (aP/ay)r 和 (6°P/9 VY); 变 为 零 的 条 件 上 再 加 一 个 
条 件 , 则 两 个 未 知 数 有 三 个 方程 ,一般 没有 公共 解 . 
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图 74 


:i 
现在 运用 压强 相等 条 件 和 公式 (152.7) ,有 
2atn, + 4Bn; = 0. 
结果 得 彼此 处 于 平衡 的 两 相 密 度 值 如 下 : 


—at 
1 =- (152.11) 


与 亚 稳 区 边界 (图 74 的 8 点 和 C 点 ) 对 应 的 密度 7 和”; 取决 于 条 件 (3p/9m)， 


=0, 由 此 得 Q ， 
NW! =— = ha. (152. 12) 


将 (152.11) 代 入 , 则 (152.7) 中 最 后 两 项 之 和 为 零 . 于 是 ， 

大 (t<0) C152; 133 
是 pt 平面 中 的 气 液 平衡 曲线 方程 (所 以 8>0)@&. 根据 克拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程 
(82.2) ,临界 点 附近 的 汽化 热 为 


gm BT Rs (152. 14) 


因此 ,从 (152. 11 ) 可 得 , 当 1 一 0 时 汽化 热 按 如 下 规律 趋 于 截 
gq /一 皮 (152. 15 ) 
从 公式 (16. 10) 可 得 ,在 临界 点 (3p/9m), 变 为 零 ,而 同时 热 容 C, 变 为 无 穷 

大 . 考虑 到 (152. 8 ) ,得 
1 


一 一 一 152. 16 
at + 6B7’ ( ) 


p 


@@ 如 果 将 热力 学 量 在 亚 稳 态 边界 上 奇异 性 考虑 在 内 , 则 理论 通常 不 包括 曲线 BC. 
加 当 :>0 时 ,方程 (152. 13) 决 定 临 界 等 容 线 即 过 临界 点 的 常数 密度 (n=0) 曲 线 . 
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特别 是 ,对 于 平衡 曲线 上 的 状态 有 me V -t, 所 以 C,x( -1t)…. 
最 后 ,在 上 述 理论 框架 内 考虑 临界 点 附近 的 密度 涨 落 . 必要 的 普遍 公式 已 
在 $116 中 导出 ,为 了 运用 它们 只 需要 对 于 物体 偏离 平衡 时 总 自由 能 的 改变 量 
AF, 找 出 具体 形式 . 
我 们 把 AF, 表示 成 
AF, = |(F - F)dv, 


式 中 下 是 单位 体积 的 自由 能 ,而 天 为 其 平均 值 ,在 物体 内 为 常数 . 在 常数 温度 
下 ,把 下 -下 按 密度 涨 落 An =n -元 (或 等 价 量 An = -万 ) 的 寡 展 开 . 展开 的 第 
一 项 正比 于 An, 由 于 物体 中 的 总 粒子 数 不 变 ,对 体积 积分 后 它 变 为 零 . 二 阶 项 
为 ®: 


下 ao = 起 ( 和 ceo 


除了 在 临界 点 处 为 零 的 这 一 项 以 外 ,还 应 该 考虑 An 的 另 一 二 次 项 , 它 与 密 
度 有 涨 落 的 物体 的 不 均匀 性 有 关 . 在 这 方面 ,我 们 不 再 重复 在 $ 146 中 给 过 的 讨 
论 , 直 接 指出 ,该 项 是 An 对 坐标 一 阶 导 数 的 二 次 项 ;在 各 问 同 性 的 介质 中 ,这 一 
项 只 能 是 梯度 的 平方 . 因此 ,我 们 得 出 如 下 形式 的 表达 式 2 


AP = | 示 ( 主 5) (An + ef aaz] ]4r (152. 17) 


现在 把 An 表示 为 傅 里 叶 级 数 (116.9), 它 可 化 为 (116. 10) 的 形式 ,其 中 隔 
数 pg( 上 ) 取 


p 2 2 _ 2 2 
p(k) = (2) + 2 = (at + 6B7) + 2gk’, 
再 根据 (116. 14) ,可 得 竺 求 关联 晒 数 的 傅 里 叶 变 换 
oe 可 [at 让 (152. 18) 


(由 于 这 个 表达 式 的 分 母 很 小 ,v(k) 中 的 常数 1 可 略 ). 这 个 公式 完全 类 似 于 
(146. 8). 因此 ,坐标 表示 的 关联 函数 v(r) 具 有 (146. 11 ) 的 同一 形式 , 且 关 联 半 
径 为 


pa (一 条 | (152. 19 ) 
at + 6B7 


Q@ 自由 能 属于 物质 的 给 定 (单位 ) 体 积 ,所 以 (83F/9n)y = 人 .二 阶 导数 为 


oF 1 / ap 
(9 | 
(因为 在 常数 7 了 下 du =vdP, 此 处 v=1/n 是 分 子 体积 ). 
@@ AF 表示 成 了 物体 中 单 点 函数 ( 而 不 是 一 般 表 达 式 (116.8 ) 中 那样 的 积分 ) ,这 与 假设 An 缓 变 
有 关 , 即 只 考虑 密度 涨 落 的 长 波 分 量 . 
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特别 地 ,在 临界 等 容 线 上 (看 =0):r.xt “. 
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上 市 所 得 到 的 那些 公式 ,使 得 有 可 能 将 临界 点 类 比 于 二 级 相 变 点 ,对 比 二 
者 附近 物质 特性 的 热力 学 描述 . 为 此 ,依照 朗 道 理论 的 精神 , 先 把 ”不 当成 是 P 
和 了 的 确定 函数 ,而 看 成 独立 变量 ,其 平衡 值 由 最 小 化 某 个 热力 学 势 B(P,7， 
7) 来 确定 . 后 者 应 该 这 样 选 择 ,以 使 得 这 个 最 小 化 实际 上 导致 正确 的 物 态 方程 
(152.7). 满足 这 个 要 求 的 表达 式 为 了 


POP TY BP TY hE Ci BN a Bo 1, Sg. 4) 
n. 


把 (153. 1) 与 (144.3) 相 比较 ,现在 我 们 看 到 ,在 朗 道理 论 对 外 场 中 二 级 相 
变 的 描述 与 范 德 瓦 尔 斯 理论 对 气 液 两 相 临 界 点 的 描述 之 间 存 在 类 似 . 这 时 在 第 
二 种 情形 下 ,物质 密度 的 变化 ”=n -me 相当 于 序 参量 ,而 充当 外 场 的 是 差 

A = 也 一 外 . C153.2) 
如 果 @B(i,h) 是 物体 在 二 级 相 变 点 附近 的 热力 学 势 (在 特定 的 压强 值 下 ), 则 表 
达 式 B(t,p -bi) 给 出 了 物质 在 临界 点 附近 热力 学 势 的 形式 . 在 $146 中 有 关 从 
势 @ 过 渡 到 势 2 的 方法 的 全 部 论述 , 适 于 任意 情形 ,因此 在 两 种 问题 中 的 势 人 
也 有 相似 性 . 

在 $147 中 已 经 指明 ,如 何 从 朗 道 理论 的 热力 学 势 2 转 到 有 效 哈 密 顿 量 ， 
用 以 在 精确 的 涨 落 理 论 中 描述 相 变 . 因此 ,在 上 述 相 似 性 下 可 以 预料 :热力 学 量 
在 临界 点 附近 行为 的 规律 ,等 同 于 外 场 中 (单个 序 参量 描述 的 ) 二 级 相 变 涨 落 区 
的 极限 规律 (适当 替换 mn 和 4h 的 意义 ). 

应 该 马上 强调 ,这 种 等 同性 显然 只 是 一 个 近似 . 在 基于 有 效 哈密 顿 量 
(147.6) 的 相 变 理论 中 ,存在 关于 变换 /一 -h,n 一 -的 精确 对 称 ( 因 三 次 项 
~7 恒 为 零 ). 在 临界 点 理论 中 ,这 种 对 称 只 是 近似 的 ;破坏 这 种 对 称 的 项 在 
(153. 1) 中 不 存在 (因而 也 不 存在 于 有 效 哈密 顿 量 中 ) , 仅 是 因为 它们 与 其 余 项 
相 比 很 小 . 所 以 ,只 能 断定 :两 种 问题 的 极限 关系 式 中 的 主导 项 应 该 相同 @. 

在 相 变 理论 中 ,在 :>0 且 h=0 时 ,n=0; 而 :<0 且 h-0 时 , 序 参 量 有 非 零 


@ 方 括号 前 的 系数 在 下 面 并 不 重要 ,可 以 这 样 选择 ,使 得 表达 式 (153. 1 ) 最 小 化 给 出 正确 的 势 
$B{(P,T). 

看 似 奇 怪 , 在 (153.1) 中 p 和 4 之 间 不 对 称 ,这 体现 在 mn? 前 的 系数 不 含 p. 实际 上 , 仅 当 ”项 的 系数 
Pp -bt 很 小 时 项 才 重 要 ;在 这 种 情形 下 , 写 atm? 或 写 apm /6 一样. ( 另 见 本 节 末 尾 ). 

四 ”当然 ,所 描述 的 相似 性 不 应 该 掩盖 两 种 现象 在 物理 上 的 差别 :在 二 级 相 变 的 情形 下 ,我 们 谈论 整 
条 的 相 变 点 曲线 , 它 在 PT 平面 上 分 隔 不 同 对 称 的 两 相 的 存在 区 域 , 而 临界 点 是 孤立 点 (平衡 曲线 的 终 
点 ) ,位 于 两 相 有 相同 对 称 的 相 图 中 、 
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值 mn, 和 ”; 的 两 相处 于 平衡 ,此 处 n= -7(8144 图 64b 的 4 和 4' 点 ); 这 里 
的 这 个 等 式 是 上 述 的 有 效 哈 密 顿 量 对 称 的 精确 结果 . 在 临界 点 的 情形 下 ,与 这 
些 性 质 相应 的 是 等 式 
p-b: =0, (153.3) 
它 决定 :>0 下 的 等 容 线 (mn =0 即 n=n.), 以 及 i1<0 下 的 液 汽 平衡 曲线 . 在 这 
里 ,等 式 mn: = -7 指示 相 平 衡 曲 线 在 im 平面 中 的 对 称 性 ,而 扩充 的 相似 性 表明 
这 些 值 在 :一 0 下 趋 于 零 ,遵从 规律 
n=- (-1)", (153.4) 
且 与 (148.5) 有 同样 的 指数 了 . 但 是 ,因为 有 效 哈密 顿 量 (在 hh=0 时) 对 于 nn 变 
号 的 不 变性 只 是 近似 的 ,所 以 产生 了 关于 和 式 mm +7: 温度 依赖 关系 的 极限 规 
律 的 问题 . 根据 至 今 为 止 的 讨论 , 仅 可 断定 这 个 量 是 比 nm， 和 7n, 本 身 更 高 阶 的 
小 量 ; 在 本 节 末 尾 ,将 再 回 到 这 个 问题 上 来 ， 
平面 mt 上 的 相 图 如 图 75 所 示 . 阴影 区 表示 两 相 分 离 区 , 它 的 边界 为 对 称 曲 
线 ,与 规律 (153. 4 ) 一 致 . 





汽化 热 与 差 -9 有 关 如 公式 (152. 14) ,所 以 , 当 |:| -0 时 它 趋 于 零 , 遵 
从 同样 的 规律 
gc (-1)°. (C1533.3.) 
在 临界 点 的 所 有 邻 域内 均匀 物质 的 一 般 物 态 方程 (在 平面 77 内) 可 以 表示 
为 


p 一统 = 二 上当 | 沁 [ 需 诡 j， (153.6) 


式 中 上 、 下 符号 对 应 于 7 了 >0 和 7 了 <0(B， Widom,1965). 这 个 公式 对 应 于 相 变 理 


@@ 在 这 里 和 本 节 下 面 ,二 级 相 变 的 临界 指数 特 指 用 单个 序 参量 描写 的 且 有 效 哈密 顿 量 形 如 
(147.6) 的 相 变 指数 值 . 
临界 点 的 范 德 瓦 尔 斯 理论 对 应 于 (148.11 ) 后 的 脚注 中 对 朗 道 理论 所 列 出 的 指数 值 . 
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论 中 (在 h 下 解 得 的 ) 方 程 (148. 18). 

在 $149 已 讨论 过 二 级 相 变 中 函数 Ax) 的 解析 性 ,同样 的 考虑 也 适用 于 
(153.6). 例如 ,在 给 定 的 非 零 了 了 值 下 ,上 变 号 时 无 处 过 临界 点 ,因此 上 =0 不 是 函 
数 (153.6) 的 奇 点 . 于 是 , 它 可 以 按 上 的 整数 寡 展 开 . 换 句 话说 ,函数 所 x) 可 按 >x 
的 整数 宕 展开 . 展开 的 前 两 项 为 1 +c,x, 结 果 物 态 方程 取 如 下 形式 : 


et ed 当 :| << |7| “时 ; 


C133..7) 
展开 式 第 一 项 对 应 于 相 变 理论 中 强 场 情况 下 的 定义 (148. 10). 在 图 75 中 虚线 
标示 这 个 状态 方程 适用 区 的 边界 . 在 该 区 还 可 以 区 分 两 种 极限 情况 . 如 果 t <<p 
(特别 是 在 临界 等 温 线 即 :=0 线 上 ), 则 


pr+i|ln|'. (153.8) 
假如 :> pl 特别 是 在 临界 等 压 线 即 p =0 线 上 ), 则 
ter+t|n|‘. (153.9) 


把 (153.8) 和 (153.9) 相 比较 可 看 出 ,p 和 1 之 间 存 在 应 有 的 对 称 中 . 
类 似 地 ,对 于 给 定 的 非 零 1 值 ,变量 ? 的 零 值 也 不 是 奇 点 . 所 以 ,在 :>0 且 
7 一 0 时 ,函数 (153.6) 可 按 7 的 整数 才 展 开 , 而且, 同样 因为 有 效 哈密 顿 量 对 于 
7 和 彤 的 同时 变 号 有 对 称 性 ,展开 式 只 含 ? 的 奇 次 寡 . 由 此 得 出 2 
Hz) ea (os 0 0 3 #0 时 ; 
因子 x** 约 去 非 整 数 曙 7 ,而 展开 变量 x “<m. 因此 , 物 态 方程 取 如 下 形式 : 
p—-btet [cnteoenmt e+], 当 六 | 时，(153.10) 
此 处 已 用 到 等 式 (148. 14) :B56 =8 + 7. 展开 式 (153. 10 ) 的 第 一 项 对 应 于 弱 场 中 
相 变 理论 的 关系 式 =Xhx ht ", 
在 恒定 的 1 下 ,p 对 7 的 不 同 阶 导数 的 行为 ,依赖 于 趋 近 临界 点 所 沿 的 方向 
(在 平面 内 ). 在 沿 临界 等 温 线 (1:=0) 通 近 时 ,函数 p(n) 由 公式 (153.8) 给 
出 . 指数 6 的 实际 值 在 4 和 5 之 间 . 因此 , 沿 临 界 等 温 线 不 仅 ( 9p/9m),, 而 且 后 几 
阶 导数 也 趋 于 零 . 
在 沿 任意 其 它 方向 (两 相 分 离 区 之 外 , 即 沿 射线 1= 常 数 . |h| ,常数 >0) 
趋 近 临 界 点 时 ,不等式 上 六 |n| “成 立 ,因为 实际 上 1/B >1. 于 是 ,由 物 态 方程 
有 


(2) CC 太一 0， 
9097 ' ， 
@ 当 *cc 久 时,(15$3.6) 中 函数 所 xz) 的 宗 量 xcectto 和 <1, 因 为 事实 上 85 =8+7y>1. 这 证 实 , 在 物 


态 方程 (153.7) 中 4,>p 的 情形 实际 上 是 可 能 的 . 
@@ ”x 一 -om 的 情形 不 现实 ,因为 当 :<0 时 , 值 |n1 2 < | :| 位 于 相 的 分 离 区 . 
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而 二 阶 导数 为 
(3) ec 刀 弛 -2 = F: 


2 


9n 1, 
因子 nA/ 1, 而 《一 0, 因 为 实际 上 YY>B. 因此 ,导数 (9p/9m ), 也 趋 于 零 . 
根据 与 相 变 理论 中 公式 (149.7) 的 相似 性 ,并 作 指 数 恒 等 替 换 dv =2 -a， 
kK/v=1/(B+yY) ,可 以 直接 写 出 热力 学 势 的 表达 式 


B(p,t) = nlp( Tip) h=p-bi, (153. 11) 
由 之 可 以 推 知 物质 热 容 在 临界 区 的 行为 . 无 须 重 复 所 有 的 讨论 ,根据 同 (149.9) 


和 (149. 10) 的 相似 性 ,可 立刻 写 出 后 面 所 需要 的 极限 表达 式 ; 
BD(p,t) rt 当 :>0,h 一 0 时， (153. 12) 


PD(p,t) [eq C= | + 如 | 7 当 t<0,h—0 时 . 


(153. 13 ) 
对 表达 式 (153. 12 ) 两 次 微 商 ,可 得 在 临界 等 容 线 上 (pz -bt=0,t >0) 的 热 容 
Cw 4. (153. 14) 


因为 在 h=0,t >0 下 的 微 商 意味 着 ”=0 下 的 微 商 ,所 以 有 等 容 热 容 . 因此 ,临界 
等 容 线 上 的 热 容 C, 与 二 级 相 变 中 的 热 容 C, 行为 相似 . 

根据 公式 (16. 10) 有 
( dp/ 01) 
( Gp/97), 
在 通 近 临界 点 时 ,导数 (9p/at), 趋 于 常数 极限 b, 这 从 物 态 方程 (153.7) 或 
(153. 10) 容 易 看 出 . 所 以 ， 





GC = 


3 -1 
C x (之 、 (153. 15 ) 
an/, 


趋 于 临界 点 时 这 个 表达 式 发 散 得 比 C, 快 ;所 以 C, 项 与 C, 相 比 后 已 略 去 . 

最 后 ,我们 讨论 在 临界 点 附近 两 相 共 存 曲 线 的 非 对 称 性 问题 (B. 工 . 
IIokpoBcKkH 交 ,1972). 正如 已 经 指出 的 ,这 种 非 对 称 性 只 可 能 在 以 下 情况 中 出 现 : 
这 时 有 效 哈密 顿 量 含 有 一 些 项 ,破坏 了 对 于 变换 h 一 -hh,n 一 -7 的 对 称 . 第 一 
个 这 样 的 项 为 ~7 ji@; 它 的 出 现在 形式 上 可 以 认为 起 因 于 有 效 哈 密 顿 量 中 的 : 
被 替换 为 上 + 常数 .jh; 于 是 

Q@ 值得 提醒 ,这 里 的 (如 同 在 $149 中 ) 指 热力 学 势 的 奇异 部 分 . 它 是 对 非 奇异 主要 部 分 的 小 修 
正 ,同时 它 也 给 出 对 其 它 热 力学 势 的 同样 修正 . 这 里 指出 ,在 相 平 衡 曲 线 上 这 个 附加 量 的 特征 值 <“: 
(这 个 评注 将 在 $154 用 到 ). 

加 有 效 哈密 顿 量 添 加 ~ wt 项 ,不 破坏 对 称 , 因 为 这 样 的 项 经 施加 变换 nm 一 7 + 常数 "+ 即 可 除去 . 


关于 这 方面 可 再 提 一 下 (参看 (149.7) 后 的 脚注 ) ,有 效 哈密 顿 量 中 的 7 只 是 连续 型 积分 的 变量 ,因此 上 
述 变 摘 并 不 改变 配 分 函数 . 
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ant 一 an (t+ 常数 :hh). 
有 效 哈 密 顿 量 中 的 这 种 代 换 导致 在 表示 成 h 和 :的 函数 的 热力 学 势 中 的 类 似 代 
换 . 
PD(h,t) 一 四 (h,t + 常数: 上). 
在 两 相 共 存 曲线 附近 ,函数 ®(h,t) 由 表达 式 (153. 13 ) 给 出 ; 待 求 的 密度 用 
对 的 微分 计算 . 结果 得 到 


VW bs := xc 于 cg-ti +(2-a)。 常 数 。(- 0 


第 一 项 给 出 已 知 的 在 对 称 两 相 共 存 曲线 上 的 密度 (153. 14) ;这 一 项 在 作 求 和 人 
+ 12 后 消失 , 留 下 


n+ (-t) “， (153. 16) 
它 给 出 所 寻求 的 规律 . 现实 中 1 - a >B?, 非 对 称 性 , 
实际 上 相对 较 弱 : 当 i 一 0 由 0. 和 式 2, + 7 
7 实际 上 为 正 ;这 表明 , 计 及 非 对 称 项 后 共存 曲线 
变形 如 图 76 所 示 . 
n> 71+7> 7 
图 76 


@ 早已 提 配 ,事实 上 B+y>1. 不 等 式 1 -a>B 从 精确 的 关系 式 a+28+Yy=2 直接 得 出 . 
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到 现在 为 止 ,我 们 一 直 忽 略 不 同 物体 之 间 分 界面 的 存在 而 引起 的 效应 了 了 . 因 
为 随 着 物体 尺度 (粒子 数 ) 的 增加 ,表面 效应 比 体 积 效 应 增强 慢 得 多 ,所 以 在 只 
研究 物体 的 体 性 质 时 ,忽略 面 效应 完全 合理 . 但 是 ,有 一 系列 现象 却 直 接 与 分 界 
面 的 性 质 有 关 . 

分 界面 的 热力 学 性 质 完全 由 如 下 定义 的 一 个 量 ( 物体 状态 的 函数 ) 来 表征 . 
我 们 用 3 表示 分 界面 的 面积 ,并 考虑 这 个 面积 改变 一 个 无 限 小 量 ds 的 可 道 过 
程 . 在 这 个 过 程 中 所 耗费 的 功 显然 正比 于 ds ,也 就 是 说 ,可 以 写成 形式 

dR = ad5. (154.1) 

用 这 样 方式 确定 的 量 a 是 分 界面 的 基本 特性 , 称 为 表面 张力 系数 . 

公式 (154. 1) 与 物体 体积 可 逆 变 化 时 功 的 公式 dR = - PdV 完全 对 应 . 因此 
可 以 说 :a 对 于 表面 所 起 的 作用 正如 同 压强 之 于 体积 . 特别 是 ,很 容易 证 明 : 作 用 
到 分 界面 任何 区 域 的 边界 围 线 单 位 长 度 上 的 力 , 其 大 小 等 于 a, 而 方向 沿 围 线 的 
法 线 向 内 并 与 表面 相 切 . 

这 里 暗含 a 为 正 ; 以 下 将 说 明 的 确 如 此 . 假如 wa <0 ,那么 作用 到 表面 的 边界 
围 线 上 的 力 ,其 方向 沿 围 线 的 法 线 向 外 , 亦 即 会 “ 拉 伸 "表面 ; 换 句 话说 ,两 相间 
的 分 界面 会 无 限 增 大 , 亦 即 相 将 混合 而 根本 不 会 存在 . 反之 , 当 a >0 时 ,分 界面 
的 面积 倾向 于 取 ( 在 两 相 体积 给 定 下 的 ) 最 小 可 能 值 . 因此 举例 来 说 ,如 果 一 个 


@ ”实际 上 ,相互 接触 的 两 相 由 一 薄 过 渡 层 隔 开 ;我 们 不 关注 其 结 爸 ,可 以 把 它 看 成 是 几何 面 ， 
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各 向 同性 相 浸没 于 另 一 相 中 ,那么 它 取 球状 ( 当然 ,这 里 忽略 了 外 场 即 重力 场 的 
作用 ). 
现在 我 们 比较 详细 地 来 考虑 同一 纯 物 质 的 液体 和 蒸气 这 两 个 各 向 同性 相 
之 间 分 界面 的 表面 张力 . 如 果 所 考虑 的 是 平衡 中 两 相 的 分 界面 , 则 应 当 记 住 它 
们 的 压强 和 温度 之 间 有 确定 的 函数 关系 即 相 平衡 曲线 方程 . 同时 ,在 本 质 上 a 
只 依赖 于 单 自 变量 而 不 是 二 变量 . 
在 不 考虑 表面 效应 的 情形 下 ,由 (同一 种 物质 的 ) 两 相 所 构成 的 系统 , 当 整 
个 系统 的 体积 给 定 为 V 时 ,其 能 量 微分 具有 形式 dE = 7TdS +jdN( 在 平衡 时 两 相 
的 温度 7 和 化 学 势 都 相等 ,因而 可 对 整个 系统 直接 写 出 这 个 等 式 ). 当 考 虑 到 
存在 表面 效应 时 ,显然 还 必须 把 (154. 1) 式 加 到 这 个 等 式 的 右边 : 
dE = TdS + jdN + ads. (154.2) 
但 是 ,不 选 能 量 而 选择 热力 学 势 2 即 以 T,n( 以 及 体积 为 自 变 量 的 热力 
学 势 , 则 较为 方便 . 这 里 用 0 的 方便 之 处 在 于 ,7 入 在 两 相 中 有 相同 值 (至 于 
压强 则 在 考虑 表面 效应 以 后 一 般 不 一 致 ,参看 8 156). 势 函数 0 的 微分 ( 仍 在 V 
= 常数 下 ) 是 
d2 = — SdT - Ndu + ad3. (154.3) 
我 们 所 考虑 的 系统 的 热力 学 量 (例如 ,02,5) 可 以 表示 成 “ 体 的 "和 “ 面 的 ” 
两 部 分 之 和 . 但 是 这 样 的 划分 并 不 唯一 ,因为 每 一 相 中 粒子 数 的 确定 只 能 精确 
到 两 相 之 间 过 渡 层 中 粒子 数 的 数量 级 ;对 于 每 一 相 的 体积 ,也 是 一 样 . 这 种 不 确 
定 程 度 正好 与 我 们 所 感 兴趣 的 表面 效应 同 数量 级 . 为 使 划分 唯一 ,可 以 外 加 如 
下 的 自然 条 件 :两 相 的 体积 W 和 V, 相 加 应 有 等 式 V+V, =VY( 式 中 了 是 系统 的 
总 体积 ) ,并 且 还 有 等 式 
nV +nV, = NN, 
式 中 是 系统 中 的 粒子 总 数 , 而 mw =m (1,T) 和 n, =n,(1,7) 是 每 一 相 ( 当 作 无 
边界 时 ) 粒子 数 的 体积 密度 . 这 两 个 等 式 确 定 了 体积 页 ,到 (以 及 粒子 数 N, = 
my ,N, =n,V,) 的 选择 ,从 而 也 确定 了 所 有 其 它 热力 学 量 体 积 部 分 的 值 . 我 们 用 
角 标 0 记 体积 部 分 ,而 表面 部 分 用 角 标 s 记 ;根据 以 上 定义 ,有 粒子 数 N, =0. 
由 (154. 3) ,在 恒定 的 7T 和 jy( 因 而 a 恒定) 下 ,有 dQ=ads; 所 以 显然 2. = 
as. 因此 
0 = 10, +as. (154.4) 
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因为 粹 5= - ( 结 ) ,所 以 它 的 表面 部 分 为 ? 
602 da 
= -= (154.5) 
其 次 ,我 们 来 求 表面 自由 能 ;因为 = 人 Q2+ Nh, 而 NN,=0, 所 以 
rn (154. 6) 
表面 能 为 
区 2 da 
E = 下 +7S = (a - 799)s. (154.7) 
在 表面 积 从 引 变 到 引 的 可 逆 等 温 过 程 中 ,所 吸收 的 热量 等 于 
0 (154. 8) 


dT 
在 这 个 过 程 中 ,热量 8 和 功 R=a( 引 ,-- 引 ) 之 和 等 于 能 量 的 改变 E, -EE,， 
理应 如 此 . 
对 应 态 定律 (4 $ 84) 也 可 定性 地 应 用 于 液体 及 其 蒸气 之 间 的 表面 张力 . 由 临 
界 温度 和 压强 可 构造 一 个 量 纲 为 erg/cm” 的 量 ,根据 对 应 态 定 律 的 精神 可 以 预 
料 ,a 与 这 个 量 的 无 量 纲 比 值 将 是 约 化 温度 7/T. 的 普 适 函数 : 


二 =/ (元 ) (154.9) 


(在 温度 远 低 于 临界 时 ,这 个 比值 约 等 于 4). 

在 临界 点 , 液 相 与 气相 变 为 等 同 ,它们 的 界面 不 再 存在 ,表面 张力 系数 应 该 
变 为 零 . 根据 临界 点 涨 落 理论 的 概念 ,其 趋 于 零 的 规律 可 以 用 §148 中 引 人 的 临 
界 指数 描述 . 

趋 近 临界 点 时 ,两 相 之 间 的 过 渡 层 宽度 增加 ,并 达到 宏观 的 线 度 . 在 离 临界 
点 足够 近 的 地 方 , 这 个 宽度 应 该 是 涨 落 关 联 半径 7 的 数量 级 . 现在 只 需要 把 宽 
度 乘 上 热力 学 势 密度 的 特征 量 ,更 确切 地 说 ,是 与 临界 现象 有 关 的 奇异 部 分 , 便 
可 得 出 表面 张力 . 这 个 密度 < ( -1) “(参看 (153. 12 ) 的 脚注 )2. 因此 ,表面 张 


@ 平衡 态 的 系数 a 是 单 自 变量 函数 ;这 样 的 函数 对 人 和 了 的 偏 导 数 ,本 身 没 有 意义 . 但 是 , 取 了 
0912 
N, = -| -一 | =0， 
-| 


在 形式 上 已 令 { 认 ) =0; 这 时 显然 有 


这 已 用 在 (154. 5 ) 中 . 
四 用 同一 个 字母 a 标记 表面 张力 与 临界 指数 大 概 不 致 于 引起 误解 . 
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力 系数 <r( -1) “; 注 意 到 ,根据 (148.6)r.x( -1) ,根据 (149.2)2 -a=zd 
=3v, 最 后 ,我 们 求 得 

《和 入 的 全 (154.10) 
(B. Widom ,1965). 事实 上 2>=1. 390 
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晶体 作为 各 向 异性 的 物体 ,在 不 同 的 面 上 表面 张力 不 同 ;可 以 说 ,表面 张力 
是 界面 方向 ( 即 米 勒 指数 ) 的 函数 ,我 们 岂 明 这 种 关系 的 特征 . 2 

为 了 简化 讨论 ,我 们 考虑 如 图 77 所 示 正 方 网 格 形状 的 二 维 晶 格 . 这 时 过 唱 
格 点 的 直线 起 品 面 的 作用 . 





设 ao 是 指数 为 (01 ) 的 面 上 的 表面 张力 . 我 们 考察 与 前 者 有 小 交角 9p 的 边 
线 . 它 有 指数 (1n) 且 nn 很 大 . 受 边线 限制 的 晶 面 ,具有 如 图 77 所 示 的 大 宽度 和 
给 定 高 度 的 “阶梯 ”的 形状 . ( 虚 边 线 为 (1 6). ) 为 明确 起 见 , 令 高 度 等 于 晶 格 的 
周期 a. 这 时 每 个 单位 长 度 走 1/(na) 步 台阶 . 每 个 台阶 的 存在 导致 出 现 某 种 附 
加 的 表面 能 量 ,我 们 用 字母 8 表示 . 当 n 很 大 时 ,每 个 台阶 彼此 相隔 很 远 ,相互 
作用 可 略 . 相对 于 表面 张力 ae 部 分 的 附加 项 这 时 只 不 过 由 B 与 单位 长 度 所 占 
台阶 数 的 乘积 即 8/(na) 给 出 . 

如 果 引 入 由 边线 (1n) 与 边线 (01) 所 成 角度 wg, 则 当 n 是 够 大 时 有 wp 二 1/n， 
因此 边线 (1n) 的 表面 张力 可 以 写成 


“人 


当 gp 趋 于 0( 即 n 趋 于 无 穷 大 ) 时 ,比值 (a -ao)vep 因而 趋 于 有 限 极 限 , 它 可 以 
看 成 导数 


@ 在 范 德 瓦 尔 斯 理论 中 ,过 滤 层 的 厚度 也 等 于 关联 半径 ,因而 表面 张力 的 规律 < ( -:)*"*-*( 未 用 
到 关系 式 (149.2) ) 在 该 理论 中 也 成 立 . 从 a=0,v=1/2 得 到 ( -1)”. 

加 详 见 :; JIannay 有 Al. 及. O paspHosecHohi opme KpicTramoB.//COopHHK, 9OcBRIIeHHHI 人 
CeMHIecHTHJeTHIO akan. A, PD. Hode.—M. :Han-so AH CCCP ,1950. p.44; JJannay J/I. I.// Cobpanne 
Tpynoa. 一 M. ;Hayxa,1969. 第 2 卷 ,第 70 篇 论文 . 
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da -8 


dp a 
现在 考虑 指数 为 (1n) 的 边线 , 即 具有 人 负 的 n 而 相对 于 边线 (01) 反 方向 倾 


斜 . 由 于 现在 台阶 数 为 [同样 的 讨论 给 出 表面 张力 的 变化 量 为 TA[-, 因 而 


G = Qo 一 Ey, 
并 且 导 数 等 于 
du Bp 
dp a 


因此 ,表面 张力 是 边界 方向 的 非常 特殊 的 函数 . 一 方面 ,对 于 方向 充分 接近 
的 两 个 唱 面 ,其 a 值 的 差 也 充分 小 , 即 表面 张力 可 以 表示 为 面 方向 的 连续 函数 
的 形式 . 另 一 方面 ,这 个 函数 对 每 个 值 在 角度 增加 和 减 小 的 方向 上 分 别 有 两 
个 不 同 的 导数 值 . 

假定 表面 张力 作为 界面 方向 的 函数 已 知 . 现在 提出 这 样 的 问题 :怎样 借助 
于 这 个 函数 来 确定 晶体 的 平衡 外 形 ( 刻 面 ) ;应 当 强调 ,在 通常 条 件 下 所 观察 到 
的 刻 面 决定 于 晶体 的 生长 条 件 ,而 绝 不 是 平衡 外 形 . 平衡 外 形 决定 于 自由 能 下 
为 极 小 值 的 条 件 ( 在 给 定 的 7,N 和 晶体 体积 了 之 下 ) 或 者 等 价 地 说 自由 能 的 表 
面部 分 . 后 者 等 于 


F. = fads, 


其 中 积分 遍及 晶体 的 整个 表面 (对 于 各 向 同性 的 物体 ,a = 常数 ,Ff, =as, 因 而 平 
衡 外 形 直接 决定 于 总 面积 8 为 极 小 值 的 条 件 , 亦 即 外 形 是 球 )， 
设 z=z(x,y) 是 晶体 表面 的 方程 式 , 引 入 符号 
0z 9z 
到 三 dx ee ay’ 
记 决 定 表面 在 每 一 点 的 方向 的 两 个 微 商 ;a 可 以 表示 为 它们 的 函数 :a =a(P， 


9): 平 衡 外 形 决 定 于 条 件 


falp,q) V1+p + gidxdy = 极 小 值 ， (155.1) 
同时 有 附加 条 件 
|zdxay = 常数 (155. 2) 
(体积 恒定 ). 这 个 变 分 问题 导致 微分 方程 
人 
i A (155.3) 


式 中 引入 了 符号 
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f(p,g) = a(p,g) V1 +p +9， (155. 4) 
而 入 = 常数 . 
其 次 ,根据 定义 ,我 们 有 dz =pdx +gdy; 引 入 辅助 函数 
¢ = px+qgy—z2, (35%) 
我 们 有 dz =xdp + ydg, 即 
+ = 臣 ， 六 (155. 6) 


在 这 里 看 成 是 p 和 4 的 函数 . 把 (155.3) 中 对 x 和 y 的 微 商 改写 成 雅 可 比 式 的 
形式 ,两 边 乘 以 302 ,并 利用 (155.6) 式 ,可 得 方程 





9) 
a(af/ap,0¢/09) ，3(ag[ap,aag) - ?8(agLap,aKag) 
9(P,9) aa(P,9) a(p,g) ! 


这 个 方程 有 一 个 积分 
f= A = A(px +qy ~ 2), 


即 
:= 本 + (155.7) 
此 式 不 是 别 的 ,而 就 是 如 下 平面 族 的 包 络 面 : 
px+9gy—z = a(p,q) V1l+p +9g, (155. 8) 
式 中 p,g 充当 参数 . 


上 面 所 得 到 的 结果 ,可 以 用 下 述 几 何 作 图 的 形式 来 表述 . 在 自 坐 标 原点 引 
出 的 每 一 根 径 和 拓 上 ,截取 一 段 长 度 正比 于 a(p,g) 的 线段 ,其 中 p,qg 决定 径 矢 的 
方向 . 过 线段 端点 作 与 之 垂直 的 平面 ; 则 这 些 平面 的 包 络 给 出 晶体 的 外 形 . 
(G. V. Wulf,1901 ). 

可 以 证 明 ( 参 看 本 节 第 一 个 脚注 所 引文 献 ) :由 于 在 这 一 节 开 始 时 所 提 到 的 
郴 数 a 的 特殊 性 质 ,由 这 个 定 则 所 确定 的 晶体 平衡 外 形 ,包含 数 个 对 应 于 小 米 
勒 指数 唱 面 的 平面 区 . 这 些 平面 区 的 大 小 随 着 米 勒 指数 的 增加 而 迅速 减 小 . 这 
实际 上 表明 晶体 的 平衡 外 形 由 为 数 不 多 的 平面 区 构成 ,它们 不 以 显著 的 角度 相 
交 , 而 由 圆滑 区 相 联结 . 


$156 表面 压强 
我 们 以 两 相 作用 在 界面 上 的 力 相等 为 根据 证 明了 ( $ 12) 相互 接触 的 两 相 


@ 径 矢 的 三 个 方向 余弦 正比 于 p,9, -1 
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压强 相等 的 条 件 . 如 同 在 别处 ,这 里 完全 忽略 了 表面 效应 . 显然 ,如 果 界 面 不 是 
平面 , 则 当 它 移动 时 , 它 的 面积 进而 表面 能 一 般 也 会 发 生变 化 . 换 句 话说 ,两 相 
之 间 有 弯曲 的 界面 存在 ,会 导致 出 现 附 加 力 ,结果 两 相 的 压强 将 不 等 ;它们 之 差 
称 为 表面 压强 . 

这 个 量 取决 于 力学 平衡 条 件 : 在 界面 处 作用 于 每 相 的 力 的 总 和 应 该 等 于 
零 . 

我 们 考虑 各 向 同性 的 两 相 (两 种 液体 或 液体 和 蒸气 ) ,假定 其 中 一 相 ( 相 1) 
是 漫 没 在 另 一 相 中 的 球体 . 这 时 每 一 相 内 压强 恒定 . 

现在 保持 系统 总 体积 不 变 而 使 界面 作 无 穷 小 可 逆 位 移 . 根据 §154 开头 所 
述 ,在 此 过 程 中 所 做 的 功 可 表示 为 

dR =— PdV, - PdV, + ads =- (P, - P,)dV, +ads, (156.1) 
式 中 指标 1 和 2 分 别 对 应 于 两 相 . 力学 平衡 条 件 为 这 个 功 等 于 零 : 
dR =-(P -P)dy +ads = 0. 


最 后 ,把 只 = ,$=4mr( 式 中 7 是 球 的 半径 ) 代 入 这 里 ,得 到 待 求 的 公式 
P, - P, = 一 . (156. 2) 


在 界面 为 平面 的 情形 下 (r 一 % ) ,两 个 压强 相等 ,正如 所 料 . 

从 力学 平衡 条 件 得 到 的 公式 (156.2) 只 定 了 两 相 压 强 之 差 . 如 果 考 虚 同 种 
物质 的 两 相 彼 此 之 间 处 于 完全 的 热力 学 平衡 ,这 时 可 以 分 别 计算 每 一 相 中 的 压 
强 . 实际 上 ,压强 P, 和 P, 满足 方程 人 (P,,7) =jw.(P,,T). 两 相 界 面 为 平面 时 ， 
其 共同 压强 (用 P。 表示 ) 在 同样 的 温度 下 由 关系 式 册 (Po,T) =Az(P ,7) 确 定 . 
两 式 逐 项 相 减 ,有 

有 (156.3) 
假定 偏差 
SP, = P -PP，8p = P,—P, 
相对 的 很 小 ,将 等 式 (156. 3) 的 两 边 按 它们 展开 , 求 得 
vdP, = v8P,, (156. 4) 
式 中 w ,v, 是 两 相 的 分 子 体积 (参看 (24. 12)). 把 公式 (156. 2) 改 写成 SP, - 
SP, =2a/r, 并 与 上 式 联 立 ,得 待 求 的 8P, 和 5P:: 


BP (156. 5) 
1 


对 于 蒸气 中 的 液 滴 , 有 w << z; 把 蒸气 看 成 理想 气体 ,有 也 = T/P, ~ 7T/P,， 
结果 求 得 








2 
Pi 和 gp. 二 ep (156. 6) 


r : i 
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(为 明显 起 见 , 下 标 写 成 “1" 和 “g" 以 代替 1 和 2). 我们 看 到 , 液 滴 上 的 蒸气 压 随 
液 滴 半径 的 减 小 而 增加 , 且 超 过 平 液 面 上 的 饱和 蒸气 压 . 
在 液 滴 非 常 小 的 情形 下 ,SP./P, 不 再 很 小 ,公式 (156. 6 ) 变 得 不 适用 ,因为 
由 于 蒸气 的 体积 强烈 地 依赖 于 压强 ,从 (156.3) 到 (156.4) 的 展开 不 再 允许 . 液 
体 的 压缩 率 很 小 ,压强 变化 对 其 影响 不 大 ,方程 (156. 3) 的 左边 仍 可 以 用 w8P， 
代替 . 把 蒸气 形 为 =7TlnP, +x(7T) 的 化 学 势 代入 右边 , 求 得 
" 

SP = P) Py = ln 
因为 在 给 定 的 情况 下 ,5P, > 8P,, 所 以 差 P,-P。 可 用 P, ~-P, 来 代替 ,利用 表面 
压强 的 公式 (156.2) ,最 后 我 们 得 到 

ln = om 
Pp fk 
对 于 液体 中 的 气泡 ;用 类 似 的 方式 可 以 得 出 与 (156. 6)、(156.7) 同 样 的 公 
式 , 只 是 其 中 的 符号 正好 相反 . 
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现在 我 们 来 考虑 液态 溶液 和 气相 (任何 气体 及 其 在 液体 中 的 溶液 .溶液 及 
其 蒸气 等 等 ) 之 间 的 界面 ， 

像 在 $ 154 中 一 样 ,我 们 把 所 考虑 的 系统 的 所 有 热力 学 量 都 划分 为 体积 部 
分 和 表面 部 分 ;划分 的 方法 由 溶剂 的 体积 和 粒子 数 的 条 件 V=V,+V, 和 N=N, 
+ NN, 来 决定 . 换 句 话 说 ,系统 的 整个 体积 V 全 部 划分 到 两 相 中 去 ,因此 ,把 V 和 
V, 各 乘 以 相应 的 溶剂 粒子 数 的 体积 密度 后 ,它们 之 和 就 正好 等 于 系统 中 的 溶剂 
粒子 总 数 N. 因此 根据 这 个 定义 ,表面 部 分 N, =0. 

像 其 它 的 量 一 样 ,溶质 的 粒子 数 也 可 以 表示 成 两 部 分 之 和 的 形式 :m=mo + 
n,. 可 以 说 ,设想 溶质 在 体积 V, 和 VV 中 各 以 等 于 它 在 相应 溶液 中 体积 浓度 值 的 
恒定 浓度 分 布 , 则 n。 是 其 中 所 含 的 总 数 . 这 样 定义 的 粒子 数 ne 可 能 大 于 ,也 可 
能 小 于 溶质 粒子 的 实际 总 数 n. 如 果 n, =n -no。>0, 那 么 这 意味 着 溶质 以 较 高 的 
浓度 积累 在 表面 层 中 ( 称 为 正 吸 附 ). 如 果 n, <0, 则 表明 在 表面 层 中 的 浓度 低 于 
其 体 值 ( 称 为 负 吸附 ). 

溶液 的 表面 张力 系数 不 再 只 依赖 于 一 个 自 变量 ,而 是 两 个 . 因为 热力 学 势 
人 2 对 化 学 势 的 微 商 ( 取 反 号 ) 给 出 相应 的 粒子 数 ,所 以 02, = a35 对 溶质 的 化 学 


(156.7) 
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势 人 微分 ,可 以 得 到 n,: 
CS 


我 们 假设 :气相 的 压强 是 很 小 ,以 致 于 它 对 液 相 性 质 的 影响 可 略 . 公式 
(157.1) 中 wa 的 微 商 本 应 在 给 定 温度 下 沿 相 平衡 曲线 来 取 , 这 里 可 以 用 在 恒定 
(等 于 0 的 ) 压 强 ( 和 恒定 7) 下 取 的 微 商 来 代替 . 把 a 看 作 温 度 和 溶液 浓度 < 的 
晒 数 ,(157. 1 ) 式 可 改写 成 形式 


n, = 一 a (157.2) 


但 是 根据 热力 学 不 等 式 (96.7) , 微 商 (  ] 总 是 正 的 . 因此 由 (157.2) 得 出 :n. 


和 | 名) 具有 相反 的 符号 . 这 意味 着 :如 果 溶 质 的 作用 是 提高 表面 张力 (a 随 着 


溶液 浓度 的 增加 而 增 大 ) ,那么 有 负 吸 附 . 然而 ,降低 表面 张力 的 物质 则 被 正 吸 
附 . 

如 果 溶 液 很 稀 ,那么 溶质 的 化 学 势 具 有 jv' =Tinc +yw(P,T) 的 形式 ;将 之 代 
人 (157.2) ,得 


- _ ECfaca 
n, = 一 8 全] (157.3) 
对 于 (压强 已 下 ) 液 体 表面 的 气体 吸附 ,可 以 得 到 类 似 的 公式 : 
__ 了 上 (aa 
n, = 一 5 村 (157.4) 


如 果 不 仅 溶液 很 稀 ,而 且 溶 液 的 吸附 也 很 弱 ,那么 a 可 按 。 的 医 次 展开 成 
级 数 ,并 近似 地 写成 : 
GL 二 Q0 + GIC， 


式 中 a。 是 纯 溶剂 两 相 界 面 的 表面 张力 . 于 是 由 (157. 3 ) 我 们 求 出 : 


因此 


(1327: $) 


@ 系数 a 现在 是 两 个 独立 变量 (例如 j' 和 7) 的 函数 ;而 微 商 了 应 当 在 7 和 溶剂 的 化 学 势 几 都 为 
恒定 的 条 件 下 来 取 . 但 是 我 们 所 采纳 的 条 件 


表明 已 形式 地 令 ( 2) ， =0, 因 此 可 写 等 式 (157. 1) (参看 5154 第 二 个 脚注 
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值得 指出 ,这 个 公式 与 渗透 压 的 范 霍 夫 公 式 在 形式 上 相似 (表面 积 在 这 里 起 体 
积 的 作用 ). 
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溶 有 强 电 解 质 时 液体 表面 张力 的 改变 ,对 于 稀 溶 液 可 用 普遍 的 方式 计算 
(L. Onsager, N. Samaras ,1934 ) . 

设 离开 自由 面 x 处 的 离子 (a 类 ) 因 自由 面 的 存在 而 具有 的 附加 能 量 为 w。 
(x)( 当 x 一 wm 时 ,w(x) 趋 于 零 ). 表面 附近 的 离子 浓度 与 溶液 内 部 的 浓度 c。 二 
者 相差 一 个 因子 


Se 158. 1 
n,, ph Ww UX ( . ) 
(v 是 溶剂 的 分 子 体积 ). 
为 了 计算 表面 张力 ,我 们 从 如 下 关系 式 出 发 
sda =- 5S ndp', (158. 2) 
式 中 求 和 对 溶液 中 各 类 离子 进行 . 对 于 稀 溶 液 (j. =Tlnc, + 由 ,) 
3da = -TY 一 do (158. 3) 
把 (158. 1) 代 入 上 式 , 得 
: 
da = -3 de. 上 dx. (158.4) 


稍 后 将 会 看 到 ,积分 的 主要 贡献 来 自 比分 子 间 上 距 为 大 而 又 比 德 拜 半径 
1/x 为 小 的 距离 x9. 
能 量 w, 由 两 部 分 构成 : 
访 ， 实 ep 二 + ez,p(%). (158.5) 
第 一 项 来 自 所 谓 的 “ 像 力 ” , 它 施 加 在 置 于 介 电 常数 为 e 的 介质 中 且 与 表面 相距 
x 的 电荷 ez。 上 . 由 于 不 等 式 x < 1/x, 电 荷 ez。 周围 离子 云 的 屏蔽 效应 并 不 影响 
这 个 能 量 . 在 第 二 项 中 ,p(x) 代 表 溶 液 中 所 有 其 它 离子 所 产生 的 势 场 由 于 表面 
的 存在 而 发 生 的 改变 . 但 是 这 一 项 在 这 里 并 不 重要 ,因为 考虑 到 溶液 的 电 中 性 





”溶液 中 * 的 表达 式 与 (78.8) 式 的 不 同 仅 在 于 分 母 中 的 因子 e， 
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( Da = 0, 进而 > Rid = 0), 将 (158.5) 代 入 (158.4) 后 这 一 项 不 再 出 


现 . 
因此 ,(158.4) 求 积分 后 ,得 


(ae -1)e’ 加 2 
4e(E+ Ly in 6 


积分 在 上 、 下 限 对 数 发 散 , 证 实 了 上 述 关 于 积分 范围 的 说 法 . 我 们 自然 地 取 了 屏 
蔽 半径 1/x 作为 积分 上 限 ,而 取 原 子 线 度量 级 的 量 a,( 对 于 不 同类 型 的 离子 有 
不 同 的 值 ) 作为 积分 下 限 . 考虑 到 x 正比 于 >》zsc,, 可 以 看 出 ,所 得 到 的 表达 式 
是 一 个 全 微分 ,因而 可 以 直接 积分 ,其 结果 为 : 
w= je 
a i 

其 中 a。 是 纯 溶 剂 的 表面 张力 ,和 A。 是 无 量 纲 常 数 . 

这 个 式 子 解答 了 提出 的 问题 . 我 们 看 到 , 溶 人 强 电 解 质 后 液体 的 表面 张力 
增 大 . 
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吸附 在 狭义 下 理解 是 指 这 种 情形 :溶质 积聚 在 凝聚 相 ( 吸 附 剂 ) 的 表面 ?， 
而 几乎 不 透 入 其 体积 内 . 这 样 形成 的 吸附 膜 可 以 用 “表面 浓度 "y 来 表征 , 它 定 
义 为 单位 表面 积 上 被 吸附 物质 (吸附 质 ) 的 粒子 数 . 如 果 发 生 吸 附 的 气体 压强 很 
小 ,浓度 y 应 当 与 压强 成 正比 @; 当 压 强 很 大 时 ,y 的 上 升 变 慢 ,而 趋 于 一 个 极限 
值 ,对 应 于 吸附 质 分 子 紧 密 堆积 形成 单 分 子 层 . 

设 伙 是 吸附 质 的 化 学 势 . 用 8$ 96 中 对 于 体积 溶液 所 用 过 的 同样 方法 ,对 于 
吸附 我 们 可 以 得 到 热力 学 不 等 式 


da = 





(158.6) 


2 
3 
> oa 


( 毕 ) x (159. 1 ) 
OY/r 
这 与 不 等 式 (96.7) 完 全 类 似 . 另 一 方面 ,由 (157. 1 ) 我 们 有 : 
a eT fe [oy 
: a /7 5 pl a 

考虑 到 不 等 式 (159. 1) ,由 此 得 出 : 

DC 

bs) < 0， (159. 3) 
即 表面 张力 随 着 表面 浓度 的 增加 而 降低 , 


”为 了 明确 起 见 , 这 里 考虑 气相 吸附 . 
加 ”但 是 这 个 规则 在 同体 表面 吸附 中 实际 上 并 不 满足 ,因为 事实 上 这 种 表面 并 非 总 是 足够 均匀 . 
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形成 吸附 膜 所 必须 做 的 最 小 功 ,等 于 热力 学 势 2 相应 的 改变 : 


Ri = SCo 一 (159.4) 
式 中 a 是 纯净 表面 上 的 表面 张力 . 由 此 我 们 根据 (91.4) 求 出 吸附 热 
CO =- 37? > (159.5) 


oT 

吸附 膜 可 以 看 成 二 维 热 力学 系统 , 它 可 以 是 各 向 同性 的 ,也 可 以 是 各 向 异 
性 的 ,尽管 两 体积 相 是 各 向 同性 的 @. 因此 就 发 生 关 于 吸附 膜 可 能 对 称 类 型 的 问 
题 . 

在 $ 137 的 末尾 已 经 提 到 ,虽然 不 可 能 存在 线 度 任意 大 的 二 维 唱 格 (由 于 热 
涨 落 的 “ 抹 平 ”) ,如 果 薄 膜 的 尺寸 相对 有 限 , 它 仍然 可 以 表现 出 固体 晶 态 的 性 
质 . 正如 $ 138 未 尾 所 指出 的 , 抹 平 的 结构 仍 保持 各 向 异性 . 这 种 各 向 异性 膜 的 
对 称 类 型 应 当 按照 点 群 来 分 类 . 这 时 绕 轴 的 转动 和 相对 于 平面 的 反映 ,当然 应 
该 使 薄膜 平面 与 自身 重合 而 且 使 两 相 的 相互 位 置 也 保持 不 变 , 薄 膜 就 位 于 两 相 
的 界面 上 . 后 者 意味 着 ,对 称 面 不 可 能 与 薄膜 平面 重合 . 因此 ,薄膜 只 可 能 具有 
垂直 于 它 的 平面 的 对 称 轴 以 及 过 这 根 轴 的 对 称 面 . 换 句 话说 ,薄膜 可 能 的 对 称 
类 型 只 限于 点 群 C, 和 C,。 

与 三 维 物体 的 情况 一 样 ,在 二 维 薄膜 中 也 可 能 存在 不 同 的 相 . 薄膜 的 两 相 
平衡 条 件 除 了 要 求 它们 的 温度 和 化 学 势 相等 以 外 ,还 要 求 它们 的 表面 张力 相 
等 . 这 后 一 个 条 件 相 当 于 在 体积 相 中 的 压强 相等 条 件 ,并 且 只 不 过 表示 要 求 两 
相 彼 此 作用 的 力 应 当 平 衡 . 


$160 润 湿 


我 们 考虑 吸附 质 的 蒸气 当 压 强 接 近 于 饱和 压强 时 在 固体 表面 上 的 吸附 . 平 
衡 时 的 浓度 y 取决 于 等 化 学 势 条 件 : 吸 附 质 的 化 学 势 内 与 蒸气 的 几 相等 . 这 时 
可 能 出 现 几 种 情形 , 视 人 依赖 于 ?7 的 特征 而 定 . 

假定 吸附 质 的 量 逐 渐 增 加 ,吸附 层 变 为 宏观 厚 的 液体 膜 ,表面 浓度 7 在 这 
时 约定 取 正 比 于 液 膜 厚度 1 的 一 个 量 :y =pl/m, 式 中 m 是 分 子 的 质量 ,p 是 液体 
的 密度 . 膜 厚 增加 时 ,吸附 质 的 化 学 势 趋 于 液体 化 学 势 的 体 值 jv. 我 们 约定 从 这 
个 极限 值 起 计量 jy' 值 (在 给 定 的 PP 和 TT 下), 即 以 后 将 4' 写 成 4.' + 人 ,因此 ,根据 
定义 当 7 一 om 时 ,一 0. 

蒸气 的 化 学 势 可 以 表示 为 


@ 我 们 在 这 里 考虑 液体 表面 吸附 ;固体 表面 吸附 对 这 里 的 讨论 意思 不 大 ,因为 上 面 已 经 提 到 ,事实 
上 固体 表面 几乎 总 是 有 不 均匀 性 . 

应 当 指出 ,在 同一 纯 物 质 的 各 向 同性 的 两 相 (液态 和 蒸气 ) 之 间 出 现 关于 各 向 异性 的 界面 ,原则 上 也 
是 可 能 的 . 
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Pp 
ps = p(T) + Tln-, 
0 


式 中 P,(7) 是 饱和 蒸气 压 ;这 里 用 到 了 人 饱和 蒸气 压 的 定义 , 它 是 与 液体 呈 平 稀 
之 值 , 即 当 已 = P, 时 应 该 有 ,=p0. 表面 的 浓度 取决 于 条 件 j' +p = 六 , 即 


p(y) = Tn 所 (160. 1 ) 


假定 有 几 个 y 值 满足 该 方程 , 则 其 中 使 得 势 人 2, 取 极 小 值 者 对 应 于 稳定 态 . 
考虑 它 的 单位 面积 表面 之 值 ,我 们 得 到 可 称 作 固 气 液 面 (任意 层 厚 下 ) “有 效 表 
面 张力 系数 "a 的 一 个 量 , 它 可 反映 界面 层 的 存在 . 具体 地 说 ,把 关系 式 (159. 2) 
积分 ,可 写 


a(y) = | Ydy + a + Ql (160.2}) 


常数 的 选取 ,应 使 得 y 一 时 函数 w(7y) 化 为 固 - 液 和 液 -气体 相 界面 的 表面 张 
力 之 和 . 

还 应 指出 ,不 等 式 (159. 1) 在 任何 y 下 成 立 , 是 热力 学 态 稳定 性 的 必要 条 
件 . 

现在 我 们 考虑 几 种 典型 的 情况 ,它们 依据 函数 jx'(y) 的 特征 而 出 现 . 在 以 
下 的 图 78 中 , 实 线 表 示 这 个 函数 在 宏观 厚 的 液 膜 区 内 的 形式 ,而 虚线 对 应 于 
“分 子 厚度 ”的 吸附 膜 区 . 当然 ,这 两 区 的 函数 用 一 种 比例 表示 ,严格 地 说 是 不 可 
能 的 ,在 这 个 意义 上 ,这 些 图 有 随意 性 . 

在 图 示 的 第 一 种 情况 (图 78a) 下 ,在 薄膜 的 宏观 厚度 范围 内 函数 ju'(Y) 随 
y( 即 随 膜 厚 ) 的 增长 而 单调 减 小 . 至 于 在 分 子 线 度 区 内 , 则 在 这 里 函数 (7y) 当 
7 一 0 时 总 是 按 规律 jy' = Tiny 趋 于 - %w ,这 对 应 于 吸附 质 在 表面 的 “ 稀 溶 液 ”. 
根据 (160. 1) ,平衡 浓度 取决 于 曲线 与 水 平 线 j' = 常数 和 0 的 交点 . 这 里 的 情形 
下 ,这 只 发 生 在 分 子 浓度 区 , 即 应 该 发 生 上 节 所 述 的 通常 分 子 吸 附 . 

如 果 jy'(y) 是 单调 上 升 处 处 为 负 的 函数 (图 78b), 则 平衡 时 在 吸附 剂 表面 
形成 宏观 厚度 的 液 膜 . 尤其 是 , 当 压 强 已 = Po( 饱 和 蒸气 ) 时 生成 的 膜 应 当 很 厚 ， 
以 致 于 里 面 物质 的 性 质 已 经 与 液态 的 体 性 质 没 有 区 别 ,结果 饱和 蒸气 与 和 目 己 的 
液 相 接触 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 说 液体 完全 润 湿 这 里 的 固体 表面 ， 

原则 上 也 可 能 有 更 复杂 的 情况 . 例如 ,如 果 函 数 人 (7y) 穿 过 零点 且 有 极 大 
值 ( 图 78c) , 则 有 润 湿 发 生 ,但 仅 在 厚度 小 于 一 定 的 极限 值 时 形成 稳定 膜 . 与 4 
点 对 应 的 有 限 厚 度 膜 同 饱和 蒸气 处 于 平衡 . 亚 稳 态 区 48 以 及 完全 不 稳定 区 BC 
将 该 状态 与 别 的 稳定 态 ( 固体 壁 与 体 性 质 液体 的 平衡 态 ) 隔 开 . 


Q@ ”我 们 把 液体 看 成 是 不 可 压缩 的 , 即 忽 略 它 的 化 学 势 与 压强 的 依赖 关系 . 
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如 图 78d 所 示 类 型 的 曲线 对 应 于 在 一 定 厚度 区 内 不 稳定 的 薄膜 . 直线 BF 
截 得 相等 的 面积 BCD 和 DEF ,并 联结 妃 点 和 正点 ,这 两 点 具有 相同 的 a 值 (在 
相同 的 多 ' 下 ,这 从 (160.2) 很 容易 看 出 ). 分 支 4B 和 FG 对 应 于 稳定 膜 ; 区 间 CE 
完全 不 稳定 ,而 区 间 BC 和 EF 亚 稳 . 

在 这 种 情况 下 ,不 稳定 区 的 两 个 边界 (8 点 入 点 ) 对 应 于 宏观 膜 厚 . 从 某 
个 宏观 厚度 到 分 子 线 度 厚度 的 区 间 内 的 不 稳定 性 似乎 对 应 于 图 78e 所 示 类 型 
的 曲线 . 然而 ,这 种 曲线 更 可 能 只 不 过 导致 不 润 湿 . 实际 上 ,稳定 性 边界 会 对 应 
于 分 支 BC 上 一 点 ,过 这 点 的 水 平 线 会 在 曲线 上 截 出 上 下 面积 相等 的 两 部 分 . 但 
是 ,一 般 说 来 这 是 不 可 能 的 :前 一 面积 与 在 分 子 距离 上 的 力 有 关 , 而 后 一 面积 与 
小 得 多 的 范 德 瓦 尔 斯 力 有 关 ( 见 后 文 ) ,后 者 比 前 者 为 小 . 这 意味 着 ,在 整个 分 支 
BC 上 的 表面 张力 将 大 于 固体 表面 分 子 吸附 的 表面 张力 ,所 以 薄膜 只 会 是 亚 稳 
的 . 

液 膜 化 学 势 ( 以 为 起 算 值 ) 衡 量 液 膜 中 的 物质 能 其 与 它 在 液体 中 能 量 的 
体 值 之 间 的 差异 . 因此 ,y' 显 然 取 决 于 在 比 原子 线 度 为 大 的 距离 ~! 上 的 原子 间 
作用 力 (所 谓 的 范 德 瓦尔 斯 力 ). 势 人 (站 能 够 以 普遍 的 形式 进行 计算 ,并 且 结 果 
通过 固体 壁 和 液体 的 介 电 系 数 表示 (参阅 第 九 卷 ). 
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我 们 来 考虑 三 种 物体 一 一 固体 .液体 和 气体 (或 者 固体 和 两 种 液体 ) 一 一 的 
接触 ;分 别 用 角 标 1,2 和 3 来 区 别 , 于 是 我 们 可 以 把 界面 上 的 表面 张力 系数 表 
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示 为 qz,an,an( 图 79). 

在 这 三 种 物体 的 接触 线 上 有 三 个 表面 张力 作用 ,每 一 
个 指向 相应 两 个 物体 的 界面 内 . 我 们 用 9 记 液 体 表面 和 固 
体 平面 表面 之 间 的 角度 , 称 之 为 接触 角 . 这 个 角度 的 值 决 
定 于 力学 平衡 条 件 : 三 个 表面 张力 的 合力 应 当 没 有 没 固体 
表面 的 分 量 : 

aa = ai + acosD， 
由 此 得 出 
cos = I (161. 1) 
Q23 

如 果 aa > ah: , 亦 即 气体 和 固体 之 间 的 表面 张力 大 于 
固体 和 液体 之 间 的 表面 张力 ,那么 cosg>0, 因 而 接触 角 是 
锐角 (如 图 79 所 示 ). 如 果 aa < aa ,那么 接触 角 是 钝 角 . 

由 (161.1) 式 可 以 看 出 :稳定 接触 的 任何 实际 情况 ， 
应 当 满 足 不 等 式 


| a Qi12 三 G23 j; 


(161.2) 


否则 平衡 条 件 会 导致 无 意义 的 虚 值 角度 8. 另 一 方面 ,如 果 我 们 把 az ,ai ,aw 理 
解 为 一 对 物体 在 没有 第 三 者 时 自身 相应 的 表面 张力 系数 值 ,那么 条 件 (161.2) 
完全 有 可 能 不 满足 . 但 是 实际 上 应 当 注 意 到 : 当 三 种 不 同 的 物质 相互 接触 时 ,在 
它们 每 两 种 的 界面 上 ,一 般 有 可 能 形成 第 三 种 物质 的 吸附 膜 ,而 降低 表面 张力 . 
结果 所 得 到 的 系数 a 总 是 满足 不 等 式 (161.2) ,而 这 样 的 吸附 一 定 会 发 生 , 否 则 


这 个 不 等 式 就 不 被 满足 . 


如 果 液 体 完 全 润 湿 固体 表面 ,那么 在 固体 表面 上 所 形成 的 不 是 吸附 膜 , 而 
是 宏观 厚度 的 液 膜 . 结果 ,气体 将 到 处 与 同一 液体 接触 ,而 固体 和 气体 之 间 的 表 
面 张力 根本 不 用 考虑 . 力学 平衡 条 件 直接 给 出 cos 8 =1, 即 接触 角 等 于 零 ， 


如 果 相 互 接触 的 三 个 物体 中 没有 一 个 是 固 
体 ,而 是 一 个 液 滴 (图 80 中 的 3) 在 另 一 种 液体 
(1) 的 表面 上 ,而 后 者 又 与 气体 (2) 邻接, 则 可 
作 类 似 讨论 . 在 这 种 情形 下 ,接触 角 6 和 96, 由 
三 个 表面 张力 的 合力 为 零 来 决定 , 即 失 量 和 
Qi i 二 三 二 = 0 (161.3) 
显然 ,这 时 aa ,aayas 中 每 一 个 量 的 大 小 应 当 
不 大 于 另 两 个 之 和 ,而 不 小 于 它们 之 差 . 
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如 果 一 种 物质 处 于 亚 稳 态 , 那 么 它 迟 早 会 进入 另 一 个 呈 稳 定 的 状态 . 例如 ， 
过 冷 的 蒸气 终究 会 凝聚 成 为 液体 ;过 热 的 液体 会 转变 成 为 蒸气 . 这 种 相 变 以 下 
述 方式 发 生 . 在 均匀 相 中 ,由 于 涨 落 的 缘故 ,会 形成 小 团 的 另 一 相 ; 例 如 ,在 蒸气 
中 形成 小 液 滴 . 如 果 蒸 气 是 稳定 相 , 那 么 这 些小 液 滴 总 是 不 稳定 ,终究 消失 . 但 
是 如 果 蒸 气 是 过 冷 的 ,那么 其 中 出 现 的 小 液 滴 足够 大 时 ,会 随时 间 继 续 生 长 ,而 
充当 蒸气 的 凝聚 中 心 . 小 液 滴 必须 具备 足够 的 大 小 ,才能 补偿 在 液体 和 蒸气 之 
间 出 现 界面 所 引起 的 能 量 上 的 不 利 效应 2. 
因此 ,存在 一 个 特定 的 最 小 临界 尺度 , 亚 稳 相 中 生成 的 新 相 的 所 谓 核 应 该 
具备 这 样 的 尺度 ,才能 成 为 形成 新 相 的 中 心 . 因为 究竟 哪 一 相 稳定 ,取决 小 于 还 
是 大 于 临界 的 尺度 ,所 以 “临界 核 ” 同 亚 稳 相 处 于 不 稳定 平衡 . 下 面 将 讨论 出 现 
这 种 核 的 概率 @. 相 变 的 起 点 取决 于 正好 具有 最 小 必要 尺度 的 核 的 出 现 概率 ( 详 
见 第 10 卷 ). 
我 们 考虑 在 各 向 同性 相 中 核 的 形成 :在 过 冷 蒸气 中 形成 液 滴 ,或 者 在 过 热 
的 液体 中 形成 蒸气 泡 . 核 可 以 认为 是 球形 ,因为 它 的 尺度 很 小 ,重力 对 它 形状 的 
影响 完全 可 略 . 对 于 同 周围 介质 处 于 平衡 的 核 ,根据 (156.2) 有 
P"-P:= 2 
由 此 得 出 核 的 半径 为 
< 光 和 、 
» Pt.mpP 
( 凡 带 撤 量 属于 核 , 不 带 撤 量 则 属于 基本 的 亚 稳 相 ). 
根据 普遍 公式 (112. 1) , 涨 落 生成 核 的 概率 w 正比 于 exp ( -Ri,/T) , 式 中 
R,, 是 形成 该 核 所 需 的 最 小 功 . 因为 核 的 温度 和 化 学 势 与 周围 介质 (基本 相 ) 有 
相同 值 ,所 以 这 个 功 等 于 该 过 程 中 热力 学 势 2 的 变化 . 核 形 成 以 前 , 亚 稳 相 的 体 
积 等 于 V+V', 而 它 的 热力 学 势 为 2= -P(V+V'). 体积 六 的 核 形成 以 后 ,整个 
系统 的 热力 学 势 为 = -PV-P'V'+as. 所 以 ， 
R.. =-(P’—P)V' +as. (162. 2) 


对 于 球形 核 " = Sm ,3 =4mr ,并 用 (162.1) 来 表示 7, 我 们 求 得 


(162.1) 


”必须 注意 ,这 里 所 描述 的 形成 新 相 的 机 理 , 只 有 在 足够 纯 的 物质 中 才能 真正 实现 . 实际 上 ,形成 
新 相 中 心 的 通常 是 各 种 类 型 的 “杂质 "如 尘土 .离子 . 
四 ”关于 任意 大 小 核 的 出 现 概率 的 计算 ,及 所 述 关 系 式 的 说 明 ,参看 习题 2. 
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正 像 在 $156 中 一 样 , 当 两 相 之 间 的 分 界 为 平面 时 ,我 们 用 符号 Pu 表示 两 

相 ( 在 给 定 温度 7 了 7 下) 的 压强 ; 换 句 话说 ,压强 取 值 P, 时 ,给 定 的 温度 7 了 是 通常 

的 相 变 点 ,过热 或 者 过 冷 都 相对 它 而 言 . 如 果 亚 稳 相 仅仅 稍为 过 热 或 者 过 冷 , 则 
差 5P=P -P,,5P’ =P'-P, 都 相对 较 小 ,并 且 由 关系 式 (156.4) 相 联系 : 

v'8P’' = vdP, (162. 4) 

式 中 v' 和 vw 为 核 和 亚 稳 相 的 分 子 体积 . 在 公式 (162.3) 中 用 8P' -8P 取代 P'- 

P 并且 由 (162.4) 用 5P 表示 8P', 可 得 在 稍为 过 热 或 过 冷 的 相 中 形成 一 个 核 的 

概率 : 


(162.3) 





16ma zy” 
Ww exp{ - pe (162.5) 
如 果 考 虑 在 过 热 液 体 中 形成 蒸气 泡 , 则 在 该 公式 中 "与 " 相 比 可 略 ,于 是 
16ma- 
也 “pl -np (162.6) 


至 于 在 过 冷 蒸气 中 形成 液 滴 ,在 (162.5) 中 > 与 > 相 比 可 略 , 而 对 于 v 可 以 
用 v=7VP=7TVZP, 代入 . 这 就 给 出 
16ma v' Po } (162.7) 
3 和 (5P)” 

亚 稳 定性 的 程度 可 以 用 差 87 =T- 7 代替 3P 来 度量 ,这 里 了 是 亚 稳 相 ( 核 
与 之 处 于 平衡 ) 的 温度 ,7, 是 界面 为 平面 时 两 相 平衡 的 温度 . 根据 克拉 珀 龙 -~ 疯 
劳 修 斯 公式 ,387 和 5P 由 下 式 相 联系 : 


SP = 


W cc exp{ - 


i 
Ti(v—-v') 
式 中 gg 是 从 亚 稳 相 到 核 所 在 相 的 分 子 相 变 潜 热 . 把 这 个 式 子 代 人 (162.5) ,可 得 
形成 核 的 概率 
二 上 (162.8) 
39 (87) 

如 果 饱 和 蒸气 同 固体 表面 (器 壁 ) 接 触 , 而 后 者 又 能 够 被 该 种 液体 完全 润 
湿 , 则 蒸气 的 凝聚 就 直接 发 生 在 这 个 固体 表面 上 ,而 不 形成 任何 核 . 在 这 种 情况 
下 ,在 固体 表面 上 形成 液 膜 不 需要 做 功 去 形成 表面 ,因而 亚 稳 相 (过 冷 蒸气 ) 不 
可 能 存在 . 

由 于 同样 的 原因 ,表面 暴露 的 固体 一 般 来 讲 也 不 可 能 过 热 ,因为 液体 通常 
能 完全 湿润 同 种 物质 的 固 相 表面 ,而 这 意味 着 :在 熔化 物体 的 表面 形成 液 层 不 
需要 做 功 去 形成 新 表面 . 


w 民 exp{ - 
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然而 ,在 熔化 中 的 晶体 内 部 形成 核 仍 有 可 能 ,只 要 保持 适当 的 加 热 条 件 : 物 
体 从 内 部 加 热 , 并 且 它 的 表面 温度 保持 在 熔点 以 下 . 这 种 核 的 形成 概率 主要 依 
赖 于 固体 中 与 形成 液 滴 相 伴 的 弹性 形变 . 


习 题 


1. 试 求 液体 在 固体 表面 上 成 核 的 概率 ,假定 接触 角 的 值 已 知 为 9( 非 零 ). 
解 :液态 核 具 有 球 缺 的 形状 ,其 底 的 半径 为 rsin9(r 为 相应 球体 的 半径 ). 它 
的 体积 等 于 


驰 
= - cos0) (2 + cos0), 


它 的 球面 部 分 面积 和 底面 积 各 为 2mr (1 -cos9) 和 mr sin 9. 利用 确定 接触 角 的 
关系 式 (161.1) ,可 以 求 出 核 形成 时 02, 的 改变 等 于 

a .2mr(1 -cosb) - acosbg.Trsing = amr(1 -cosg) (2 + cosb)， 
式 中 a 是 在 液体 和 蒸气 的 界面 上 的 表面 张力 系数 .8 的 这 一 改变 相当 于 在 蒸气 
中 形成 一 个 体积 为 了 的 液态 核 , 且 其 表面 张力 为 


2/3 
Qu = cd 一 (2 + cos0)'". 


相应 地 ,在 正文 导 得 的 成 核 概率 公式 中 用 ae 代替 a, 我 们 就 得 到 所 求 的 公式 . 

2. 求 任意 大 小 的 核 形成 时 的 RR,,… 

解 :把 亚 稳 相 看 成 外 部 介质 , 核 在 其 中 ;计算 成 核 所 做 的 功 可 采用 公式 
(20.2):R =A( 巨 -7ToS+Poy), 考 虑 到 这 里 该 过 程 温度 不 变 ,就 发 生 在 介质 的 
温度 下 ,所 以 R,,, =A( 忆 +Poy). 这 个 量 的 确定 ,只 需 考虑 转变 成 另 一 相 的 物质 
量 ( 因 为 在 亚 稳 相 中 的 其 余 大 量 物质 的 状态 保持 不 变 ). 仍 用 不 带 搬 和 带 搬 的 字 
母 分 别 表 示 原 始 相 和 新 相 中 的 量 , 有 

R= [PFCP') + PV'+as] - [F(P) +PV] = 
= @B'(P') -~ B(P) - (P' - P)V’' + as; (1) 
如 果 核 与 亚 稳 相处 于 不 稳定 平衡 , 则 中 '(P') =B(P), 又 回 到 (162.2). 
假定 亚 稳定 度 很 小 ,有 叫 '(P') 二 B'(P)+(P'-P)V', 因 此 (1) 化 为 R= 
n[j'(P) -jp(P)] +as, 式 中 n=V'/v' 是 核 中 的 粒子 数 . 对 于 球形 核 


Rs EE 4mr | (Cp) -pu'(P)] + 47r a. C2 


min Se: 3z 
在 亚 稳 区 ,u(P) > 人 '( 已 ) ,因此 第 一 项 (体积 项 ) 是 负 的 . 可 以 说 ,表达 式 (2) 描 
述 了 在 形成 稳定 核 时 应 克服 的 势 侄 . 在 相当 于 核 临 界 尺 寸 的 r 值 处 : 


2 2av' 
”PY RP 





rr 二 7 
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它 有 极 大 值 . 当 r <r. 时 , 减 小 rr 在 能 量 上 有 利 而 核 消解 ; 当 r >r 时 ,增加 r 有 利 
而 核 生 长 卫 . 


$ 163 相 在 一 维系 统 中 存在 的 不 可 能 性 


在 一 维 ( 线 型 ) 系 统 ( 即 粒子 置 于 一 条 线 附 近 的 系统 ) 中 是 否 可 能 有 不 同 的 
相 存 在 ,这 是 一 个 具有 理论 意义 的 问题 . 下 面 的 讨论 能 够 对 这 个 问题 给 出 一 个 
否定 的 回答 :相互 接触 在 一 点 且 具 有 任意 大 尺度 即 长 度 的 两 个 均匀 相 之 间 , 不 
可 能 有 热力 学 平衡 (1. 1. JIannay,1950). 

为 了 证 明 这 个 论断 ,我 们 设想 一 个 线 型 系统 由 两 相 的 线段 交替 连接 而 成 . 
设 @。 是 这 个 系统 在 不 考虑 两 相间 有 接触 点 存在 时 的 热力 学 势 ; 换 句 话说 , 它 是 
两 相 热力 学 势 的 总 量 ,而 与 如 何 划分 成 段 无 关 . 为 了 考虑 上 述 接触 点 的 影响 ,我 
们 可 以 把 这 个 系统 形式 地 看 作 这 些 点 在 两 相 中 的 “溶液 ”. 如 果 这 个 “溶液 ”是 
稀 的 ,那么 系统 的 热力 学 势 B 具有 形式 


中 = 9D, + nTln + ny. 
其 中 n 是 长 度 L 中 的 接触 点 数 . 因此 


在 足够 小 的 “浓度 "二 下 ( 即 两 相 的 线段 数目 不 多 ) ,In 一 是 负 的 且 绝 对 值 很 大 ， 


以 致 


39 < 0. 
on 


由 此 可 见 ,$ 随 着 n 的 增 大 而 减 小 ,而 因为 B 应当 趋 于 极 小 值 ,所 以 这 意味 着 n 
会 增 大 (直到 微 商 2 变 正 ) 换 句 话说 ,两 相 有 变 成 愈 来 愈 小 的 线段 而 混合 的 趋 


势 ,也 就 是 说 ,根本 不 可 能 作为 分 离 的 两 相 而 存在 . 
但 是 ,我 们 指出 ,38BL9n 的 表达 式 中 的 对 数 主导 项 正比 于 温度 . 因此 所 述 的 
结论 不 适用 于 绝对 零度 温度 . 


”如 果 注 意 到 在 r=7。 的 条 件 下 A(P) -pp'(P) 二 (v-v)8P, 这 时 计算 R,i, 当然 导致 在 正文 中 得 到 
的 公式 (162.5), 这 里 指出 ,对 于 r>r. ,概率 公式 (112. 1 ) 没 有 意义 ,因为 存在 这 种 核 时 介质 不 稳定 . 
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